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Îòðèìàíî óìîâè, äîñòàòíi äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi çîâíi âè-
íÿòêîâèõ ìíîæèí ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ñóìè
òà öåíòðàëüíîãî ïîêàçíèêà àáñîëþòíî çáiæíîãî ó ïiâïëîùèíi ðÿäó
Äiðiõëå.

Íåõàé S0(λ) � êëàñ âiäìiííèõ âiä åêñïîíåíöiéíèõ ïîëiíîìiâ àáñîëþò-
íî çáiæíèõ ó ïiâïëîùèíi {z : Re z < 0} ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

F (z) =
+∞∑

n=0

anezλn , (1)

äå ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) ¹ òàêîþ, ùî 0 = λ0 < 1 ≤ λn ↑ +∞ (n ↑ +∞).
Äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ S0(λ) ïðè σ < 0 ïîçíà÷èìî

M(σ, F ) = sup{|F (σ + iτ)| : τ ∈ R}, µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ≥ 0},

ν(σ) = ν(σ, F ) = max{n : |an|eσλn = µ(σ, F )}, Λ(σ) = Λ(σ, F ) = λν(σ).

Äëÿ àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ôóíêöiÿ ln M(σ, F ) ¹ îïóêëîþ,
òîìó äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ S0(λ) ïðàâîñòîðîííÿ ïîõiäíà

(lnM(σ, F ))′ = L(σ, F ) = L(σ)

iñíó¹ äëÿ âñiõ σ < 0 i ¹ çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ïðè σ → −0.
ÓÄÊ 517.53; MSC 2000: 30B50

Àâòîð ÷àñòêîâî ïiäòðèìàíèé INTAS, ïðîåêò 99-00089
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Ó ðîáîòàõ [1, 8] íàâåäåíî ðÿä òâåðäæåíü (òåîðåìè 1.5.25 i 1.6.25 ç
[8], òåîðåìà 5 òà çàóâàæåííÿ íà ñ. 513 iç [1]), ó ÿêèõ äëÿ ðÿäiâ Äiðiõëå
F ∈ S0(λ) ìiñòÿòüñÿ äîñòàòíi óìîâè äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi ïðè σ → −0
çîâíi âèíÿòêîâèõ ìíîæèí àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi

L(σ) = (1 + o(1))Λ(σ). (2)

Ó ñòàòòi [6] ïîáóäîâàíî ïðèêëàä ôóíêöi¨ F ∈ S0(λ), äëÿ ÿêî¨ óìîâè
çãàäàíèõ âèùå òâåðäæåíü ç [1, 8] âèêîíóþòüñÿ, ïðîòå, âèñíîâêè � íi.
Òîáòî, ïîêàçàíî, ùî çãàäàíi òâåðäæåííÿ ç [1, 8] ¹ íåïðàâèëüíèìè.

Ó öié ñòàòòi âêàæåìî âèãëÿä óìîâ (òåîðåìà 4), ÿêi çàáåçïå÷óþòü
ñïðàâåäëèâiñòü àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi (2) ïðè σ → −0 çîâíi äåÿêî¨ âè-
íÿòêîâî¨ ìíîæèíè. Ïðè öüîìó äîâåäåìî òåîðåìó ïðî ïîâåäiíêó ïîõiä-
íèõ ðÿäó (1) â îêîëàõ òî÷îê z òàêèõ, ùî çíà÷åííÿ |F (z)| ¹ áëèçüêèì
äî M(Re z, F ). Âiäçíà÷èìî òàêîæ ïðèðîäíiñòü çàäà÷i ïðî âñòàíîâëåííÿ
çâ'ÿçêó ìiæ L(σ, F ) òà Λ(σ), îñêiëüêè L(σ, F ), ç îäíîãî áîêó, âiäiãðà¹
âàæëèâó ðîëü ó çàñòîñóâàííÿõ òåîði¨ Âiìàíà-Âàëiðîíà, à ç iíøîãî áîêó,
âiäíîâèòè ôóíêöiþ F (à, òèì áiëüøå, îá÷èñëèòè L(σ, F ) ) çà çàäàíèìè
ïîñëiäîâíîñòÿìè êîåôiöi¹íòiâ (an) i ïîêàçíèêiâ (λn) ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ
çàäà÷åþ, ùî äîïóñêà¹ ïðÿìå ðîçâ'ÿçàííÿ ëèøå ó ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ.

Âàæëèâó ðîëü ïðè âèâ÷åííi ñïiââiäíîøåííÿ (2) âiäiãðà¹ ïîâåäiíêà
çàëèøêó çáiæíîãî ðÿäó

+∞∑
n=1

1/(nλn). Ïðè öüîìó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî, ÿê i ó
âèïàäêó öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå (äèâ. [3, 10, 11]), óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ
ñïðàâäæóþòüñÿ çîâíi âèíÿòêîâèõ ìíîæèí ñïiââiäíîøåííÿ lnM(σ, F ) =
(1 + o(1)) lnµ(σ, F ) i ñïiââiäíîøåííÿ (2), â öiëîìó, çáiãàþòüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 1. Ñïiââiäíîøåííÿ (2) îòðèìó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì äè-
ôåðåíöiþâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ

lnM(σ, F ) = (1 + o(1)) lnµ(σ, F ),

i õî÷à íèæ÷å áóäå íàâåäåíî (â iíøîìó çâ'ÿçêó) òåîðåìó, ó ÿêié ñòâåðä-
æó¹òüñÿ, ùî íåðiâíîñòi ìîæíà, â äåÿêîìó ñåíñi, íà ìàñèâíèõ ìíî-
æèíàõ äèôåðåíöiþâàòè, îäíàê â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåâiäîìî, çà ÿêèõ
óìîâ íåðiâíiñòü, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ îïóêëèõ ôóíêöié çîâíi
ìàëî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè, ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè.

Íåõàé L0 � êëàñ íåâiä'¹ìíèõ íåñïàäíèõ íà [0;+∞) ôóíêöié v òà-

êèõ, ùî iíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòiëüòü¹ñà
+∞∫
0

dv(y)
y < +∞. ×åðåç L ïîçíà÷èìî
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êëàñ äîäàòíèõ çðîñòàþ÷èõ äî +∞ íà [0;+∞) ôóíêöié. ×åðåç L1 ïî-
çíà÷èìî êëàñ ôóíêöié l ∈ L, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Êàðàìàòè
l(2t) = O(l(t)) (t → +∞).

Äëÿ Φ ∈ L ÷åðåç S0(λ,Φ) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié F ∈ S0(λ), äëÿ
ÿêèõ

(∃ b > 0) : lim
σ→−0

ln µ(σ, F )
Φ(b/|σ|) > 0,

à äëÿ Φ1 ∈ L ÷åðåç S∗0(λ,Φ1) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié F ∈ S0(λ), äëÿ
ÿêèõ

(∃ b > 0) : lim
σ→−0

λν(σ,F )

Φ1(b/|σ|) > 0 .

Çàóâàæèìî, ùî S∗0(λ,Φ1) ⊂ S0(λ,Φ) ó âèïàäêó Φ1(t) = tΦ(t). ßêùî æ,
íàïðèêëàä, äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî ôóíêöiÿ lnΦ(t)/ ln2 t íå ñïàäà¹
ïðè t → +∞, òî é S0(λ,Φ) ⊂ S∗0(λ,Φ1), òîáòî S0(λ,Φ) = S∗0(λ,Φ1).

×åðåç ϕ i ϕ1 âñþäè íèæ÷å ïîçíà÷à¹ìî ôóíêöi¨, îáåðíåíi äî ôóíêöié
Φ i Φ1, âiäïîâiäíî.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íàñòóïíó òåîðåìó, ÿêà ìiñòèòü îöiíêè çàãàëüíîãî
÷ëåíà ðÿäó Äiðiõëå ÷åðåç ìàêñèìàëüíèé.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ϕ1 ∈ L1, v ∈ L0 i F ∈ S∗0(λ,Φ1). ßêùî

ln n = o(λn) (n → +∞)

i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
t→+∞

1
Φ(t)

Φ1(t)∫

0




+∞∫

u

dv(x)
x


 du = 0, (3)

òî äëÿ âñiõ n ≥ 0 i âñiõ σ ∈ [−1; 0) \ E1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|an|eσλn ≤ µ(σ, F ) exp


−

λn∫

λν

λn − t

t
dv(t)


 , (4)

äå Φ1(t) = tΦ(t), ν = ν(σ, F ), à E1 � äåÿêà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ëiâîñòî-
ðîííüî¨ ùiëüíîñòi â òî÷öi σ = 0, òîáòî

DE1
def= lim

σ→−0

1
|σ|meas (E1 ∩ [σ, 0)) = 0

(òóò meas E � ëåáåãîâà ìiðà ìíîæèíè E íà ïðÿìié).
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Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî |a0| = 1. Òîìó
0 ≤ ln µ(σ, F ) = ln |aν(σ)| − |σ|λν(σ), ÿêùî σ ∈ (−∞; 0), çâiäêè

|σ| ≤ 1
λν(σ)

ln |aν(σ)|, σ ∈ (−∞; 0). (5)

Ç óìîâè F ∈ S∗0(λ,Φ1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêîãî σ1 ∈ [−1; 0) i äëÿ âñiõ
σ ∈ [σ1; 0) äëÿ äåÿêîãî b1 > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

λν(σ−0) > b1Φ1

(
b

|σ|
)

. (6)

Ç íåðiâíîñòåé (5), (6) i òîãî, ùî ϕ1 ∈ L1, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ σ ∈
[σ1; 0) i äåÿêîãî q > 0

ln |aν(σ)| >
bλν(σ)

ϕ1

(
λν(σ)

b1

) >
qλν(σ)

ϕ1(λν(σ))
. (7)

Âèáåðåìî òåïåð α(t) = −
+∞∫
t

dv(u)
u (t ≥ 0), αn = exp

(
−

λn∫
0

α(t)dt

)
,

τn = α(λn) (n ≥ 0). Îñêiëüêè α(t) ↗ 0 (t → +∞), òî (τn) � íåñïàäíà
ïîñëiäîâíiñòü i

|τn| ≤ 1
λn

ln αn (n ≥ 1). (8)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(z) =
+∞∑

n=0

|an|
αn

ezλn .

Âðàõîâóþ÷è, ùî τn → 0 (n → +∞) i òå, ùî lim
n→+∞

(
− 1

λn
ln |an|

)
= 0

(äèâ. [2, ñ. 85]), ç íåðiâíîñòi (8) äëÿ àáñöèñè σa àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi
îòðèìó¹ìî [2, ñ. 85], ùî

σa = lim
n→+∞

(
− 1

λn
ln
|an|
αn

)
≥ lim

n→+∞

(
− 1

λn
ln |an|+ τn

)
= 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ∈ S0(λ).
Äîâåäåìî òåïåð, ùî ν(σ, f) → +∞ (σ → −0). Ñïðàâäi, çà óìîâîþ (3)

lnαn = o (Φ(ϕ1(λn))) = o

(
λn

ϕ1(λn)

)
(n → +∞), (9)
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òîìó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (7), äiñòàíåìî, ùî lim
n→+∞

(|an|/αn) = +∞.
Çâiäñè íåãàéíî îòðèìó¹ìî, ùî µ(σ, f) → +∞ (σ → −0) i, òèì áiëüøå,
ν(σ, f) → +∞ (σ → −0).

Íåõàé (Rj) � ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ñòðèáêà ν(σ, f), çàíóìåðîâàíà òàê,
ùî ν(σ, f) = j äëÿ σ ∈ [Rj ;Rj+1) i Rj+1 = Rj+2 = · · · = Rj+p < Rj+p+1 ó
âèïàäêó ν(Rj+1 − 0, f) = j òà ν(Rj+1, f) = j + p (p ≥ 1).

Íåõàé òåïåð ÷èñëî σ < 0 ¹ òàêèì, ùî (σ− τj) ∈ [Rj ; Rj+1). Ç îçíà÷åí-
íÿ âåëè÷èíè µ(σ, f) âèïëèâà¹, ùî |an|e(σ−τj)λn ≤ µ(σ − τj , f) (n ≥ 0),
çâiäêè, ïðè n 6= j ìà¹ìî

|an|eσλn

|aj |eσλj
≤ αn

αj
exp (τj(λn − λj)) = exp


−

λn∫

λj

(α(t)− α(λj))dt


 < 1.

Òîìó ν(σ, F ) = j äëÿ σ ∈ [Rj + τj , Rj+1 + τj). Îñêiëüêè

b∫

a

(α(t)− α(a))dt =

b∫

a

b− t

t
dv(t),

òî íåðiâíiñòü (4) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ≥ 0 i äëÿ âñiõ σ ∈ ⋃
j∈J

[Rj +

τj ; Rj+1 + τj) (òóò J ìíîæèíà çíà÷åíü ν(σ, f)), à òèì áiëüøå äëÿ âñiõ

σ ∈ [−1; 0) \E1, äå E1 =
+∞⋃
j=0

[Rj+1 + τj ;Rj+1 + τj+1).

Çàëèøà¹òüñÿ îöiíèòè ìiðó ìíîæèíè E1. ßêùî Rj < Rj+1 = · · · =
Rj+p < Rj+p+1 (p ≥ 1) i σ ∈ [Rj + τj ;Rj+1 + τj), òî

meas (E1 ∩ [σ; 0)) =
+∞∑

k=j

(Rk+1 + τk+1 −Rk+1 − τk) = |τj |.

ßêùî æ σ ∈ [Rj+1 + τj ; Rj+1 + τj+p), òî

meas (E1 ∩ [σ; 0)) ≤ meas (E1 ∩ [Rj+1 + τj ; 0)) = |τj |.

Êðiì òîãî, ïðè σ ∈ [Rj + τj ; Rj+1 + τj+p), ìà¹ìî |σ| ≥ |Rj+1| + |τj+p| ≥
|Rj+1| = |Rj+1 + τj | − |τj |, à òîìó

1
|σ|meas (E1 ∩ [σ; 0)) ≤ |τj |

|Rj+1 + τj | − |τj | . (10)
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Ïðèãàäóþ÷è, ùî ν(Rj+1+τj−0, F ) = j, ç íåðiâíîñòi (6) ïîñëiäîâíî ìà¹ìî

1
|Rj+1 + τj | ≤

1
b
ϕ1

(
λj

b1

)
≤ cϕ1(λj) (j → +∞),

äå c ∈ (0;+∞). Çâiäñè òà ç (10), çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíîñòi (8), (9), îòðè-
ìó¹ìî

DE1 = lim
σ→−0

1
|σ|meas (E1 ∩ [σ; 0)) ≤ lim

j→+∞

(
λj

cϕ1(λj) lnαj
− 1

)−1

= 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
×åðåç L2 ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié ϕ1 ∈ L òàêèõ, ùî

t∫

t0

dx

ϕ1(x)
= O

(
t

ϕ1(t)

)
(t → +∞).

Íàñëiäîê 1. ßêùî F ∈ S∗0(λ,Φ1), ϕ1 ∈ L2 i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

lim
t→+∞ t

∑

λn≥Φ1(t)

1
nλn

= 0, (11)

lim
t→+∞

ln n(t)
t

ϕ1(t) = 0, (12)

äå n(t) =
∑

λn≤t

1 � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ ïîñëiäîâíîñòi (λn), òî çíàéäåòüñÿ

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ c(x) ↑ +∞ (x → +∞) òàêà, ùî äëÿ âñiõ n ≥ 0 i âñiõ
σ ∈ [−1; 0) \ E1, äå DE1 = 0, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

|an|eσλn ≤ µ(σ, F ) exp


−

λn∫

λν

t−2(λn − t)c(4t) lnn(4t)dt


 , ν = ν(σ, F ).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, ÷è ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1 ç ôóíêöi-
¹þ v(t) =

t∫
0

1
xc(4x) lnn(4x)dx, äå c(x) � äåÿêà ôóíêöiÿ òàêà, ÿê ó ôîðìó-

ëþâàííi íàñëiäêó.
Ïîçíà÷èìî l(t) =

+∞∫
t

x−2 lnn(x)dx. Îñêiëüêè, ïðè A → +∞

∑

λn≥A

1
nλn

= (1 + o(1))
∑

λn≥A

ln(n + 1)− ln n

λn
, (13)



Ëîãàðèôìi÷íà ïîõiäíà i öåíòðàëüíèé ïîêàçíèê ðÿäó Äiðiõëå 219

∑

λn≥A

ln(n + 1)− ln n

λn
=

+∞∫

A

d lnn(t)
t

= − ln n(A)
A

+

+∞∫

A

lnn(t)
t2

dt, (14)

òî çàâäÿêè óìîâi (12), ç óìîâè (11) îòðèìó¹ìî, ùî

l(t)ϕ1(t) = o(1) (t → +∞).

Òîìó, âèçíà÷èâøè ôóíêöiþ lϕ(x) = sup{ϕ1(t)l(t) : t ≥ x} i ôóíêöiþ c(x)
òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

c(x) ≤ (max{lϕ(x); l1(x)})−1/2,

äå

l1(x) =
ϕ1(t)

t

t∫

0

ln n(x)
x

dx = o(1)
ϕ1(t)

t

t∫

t0

dx

ϕ1(x)
= o(1) (t → +∞),

ïîñëiäîâíî ïðè t → +∞ ìà¹ìî

v(t) ≤ c(4t)

4t∫

0

ln n(x)
x

dx = c(4t)l1(4t)
4t

ϕ1(4t)
≤

≤ 4(l1(4t))1/2 t

ϕ1(4t)
= o

(
t

ϕ1(t)

)
,

à òàêîæ
+∞∫

t

dv(x)
x

= −
+∞∫

t

c(4x)dl(4x) ≤

≤ − 4√
ϕ1(4t)

+∞∫

t

dl(4x)√
l(4x)

=
8
√

l(4t)√
ϕ1(4t)

= o

(
1

ϕ1(t)

)
,

òîìó ïðè t → +∞
t∫

0




+∞∫

u

dv(x)
x


 du = t

+∞∫

t

dv(x)
x

+ v(x) = o

(
t

ϕ1(t)

)
.

Îòæå, óìîâè òåîðåìè 1 âèêîíóþòüñÿ.
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Çàóâàæåííÿ 2. Îñêiëüêè ç óìîâè

lim
t→+∞ t

+∞∫

Φ1(t)

lnn(x)
x2

dx = 0 (15)

âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü óìîâè (12), à çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííÿì (13),
(14), é óìîâè (11), òî ó íàñëiäêó 1 çàìiñòü óìîâ (11), (12) ìîæíà âè-
ìàãàòè ëèøå âèêîíàííÿ óìîâè (15).

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî c1 ln t ≤ lnn(t) ≤ c2 ln t, c1, c2 > 0, òî óìîâè
(11), (12) i (15) âèêîíóþòüñÿ ëèøå òîäi, êîëè ϕ1(t) = o(t/ln t), òîáòî
t ln Φ1(t) = o(Φ1(t)) àáî ln t = o(Φ(t)) (t → +∞).

Ïîäiáíî, ÿê ó [11], ïîçíà÷èìî:

T (x) = x

√
44

c(x)
, µ(σ, τ, F ) = |aν |eτλν , ν = ν(σ, F ),

Sm(σ, τ, F ) =
∑

|λn−λν |≥T (λν)

λm
n |an|eτλn , m ∈ Z+, τ ∈ R.

Íàñòóïíà ëåìà äîâîäèòüñÿ ïîäiáíèìè ìiðêóâàííÿìè, ÿê àíàëîãi÷íà
ëåìà ó [11] äëÿ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå.

Ëåìà 1. Äëÿ âñiõ m ∈ Z+, τ ∈ R, |τ − σ| < 1/T (λν) ïðè ν → +∞

Σ0
def
=

∑

|λn−λν |≥T (λν)

(
λn

λν

)m

exp (−I(λν , λn) + (λn − λν)(τ − σ)) ≤

≤ (n(2λν))−9 ,

äå I(λν , y) =
y∫

λν

t−2(y − t)c(4t) ln n(4t)dt, ν = ν(σ, F ).

Ç ëåìè 1 çà äîïîìîãîþ íàñëiäêó 1 íåãàéíî îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ëåìó.
Ëåìà 2. Çà óìîâ íàñëiäêó 1, ïðè σ → −0 (σ 6∈ E1, DE1 = 0) äëÿ âñiõ

m ∈ Z+, τ ∈ R òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |τ − σ| < 1/T (λν),
ñïðàâåäëèâà îöiíêà

Sm(σ, τ, F ) ≤ λm
ν µ(σ, τ, F )(n(2λν))−9. (16)



Ëîãàðèôìi÷íà ïîõiäíà i öåíòðàëüíèé ïîêàçíèê ðÿäó Äiðiõëå 221

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Îñêiëüêè ïîõiäíà ôóíêöi¨

β(y) = m ln(y/λν)− I(λν , y) + (y − λν)(τ − σ)

íà ïðîìiæêó [0;λν −T (λν)] ñïàäà¹, òî âðàõîâóþ÷è, ùî T (x) = o(x) (x →
+∞) i |τ − σ| < 1/T (λν), äëÿ âñiõ y ∈ [0;λν − T (λν)] ïðè λν → +∞
îäåðæó¹ìî

β′(y) ≥ β′(λν − T (λν)) ≥ m

λν − T (λν)
+

c(2λν)T (λν) lnn(2λν)
λν(λν − T (λν))

+ (τ − σ) ≥

≥ 1
T (λν)

(
mT (λν)

λν
(1 + o(1)) + (44 + o(1)) lnn(2λν)− 1

)
> 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ β(y) çðîñòà¹ íà [0;λν − T (λν)]. Òîìó ïðè
λν → +∞ äëÿ |τ − σ| < 1/T (λν), m ∈ Z+ ìà¹ìî

Σ1
def=

∑

λn≤λν−T (λν)

exp (β(λn)) ≤ n(λν) exp (β(λν − T (λν))) ≤

≤ n(λν) exp
(

1−
(
− ln

(
1− T (λν)

λν

)
− T (λν)

λν

)
c(2λν) lnn(2λν)

)
≤

≤ (n(2λν))−20. (17)
Îñêiëüêè ïðè λn > λν

I(λν , λn) ≥ c(4λν)
(

λn − λν

λν
− ln

λn

λν

)
ln n(4λν) ,

òî ïðè λn ≥ λν + T (λν), λν → +∞ äëÿ |τ − σ| < 1/T (λν),m ∈ Z+

îòðèìó¹ìî

m ln
λn

λν
+ (τ − σ)(λn − λν) ≤ m ln

λn

λν
+

λn − λν

T (λν)
= o (I(λν , λn)) .

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ I(λν , y) íà [λν + T (λν); +∞) çðîñòà¹,
ïðè λν → +∞ ïîñëiäîâíî îäåðæó¹ìî

Σ2
def=

∑

λn≥λν+T (λν)

exp (β(λn)) ≤
∑

λn≥λν+T (λν)

exp
(
−1

2
I(λν , λn)

)
≤

≤

 ∑

λν+T (λν)≤λn≤2λν

+
∑

λn>2λν


 exp{−1

2
I(λν , λn)} ≤
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≤ n(2λν) exp
(
−1

2
I(λν , λν + T (λν)

)
+

+
∑

λn>2λν

exp


−1

2

λn∫

λn/2

λn − t

t2
c(4t) ln n(4t)dt


 ≤

≤ n(2λν) exp

(
−1 + o(1)

4
c(4λν)

(
T (λν)

λν

)2

lnn(4λν)

)
+

+
∑

λn>2λν

exp
(
−1

2
(1− ln 2)c(2λn) lnn(2λn)

)
≤ exp(−(11+o(1)) lnn(4λν)).

Îñêiëüêè, Σ0 = Σ1 + Σ2, òî ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi i ç íåðiâíîñòi (17)
îòðèìó¹ìî ïîâíiñòþ òâåðäæåííÿ ëåìè 1.

Çàóâàæåííÿ 4. Ëåãêî áà÷èòè, ùî íåðiâíiñòü (16) âèêîíó¹òüñÿ ïðè
λν → +∞, ÿê òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ç íàñëiäêó 1.

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi òàêîæ íàñòóïíi äâi ëåìè ç [9], ÿêi ìîæíà ñôîð-
ìóëþâàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Ëåìà 3. Íåõàé 0 ≤ λ0 < λ1 < · · · < λm < +∞,

P (z) =
m∑

n=0

anezλn .

Òîäi íåðiâíiñòü M(τ, P ′) ≤ eM(σ, P )λme(τ−σ)λm âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ
τ, σ ∈ R, τ ≥ σ.

Ëåìà 4. Íåõàé P (z) � êâàçiïîëiíîì òàêèé, ÿê ó ëåìi 3, i äëÿ äåÿêî¨
òî÷êè z0, Re z0 = σ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|P (z0)| ≥ θM(σ, P ) 0 < θ ≤ 1.

Òîäi äëÿ âñiõ z òàêèõ, ùî |z − z0| < θ/(7λm), âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
1
2
|P (z0)| ≤ |P (z)| ≤ 3

2
|P (z0)|.

Äîâåäåìî òåïåð íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè íàñëiäêó 1. ßêùî òî÷êè z0 i

θ = θ(σ) ∈ [ 1
ν(σ,F ) ; 1] ¹ òàêèìè, ùî

|F (z0)| ≥ θM(σ, F ), Re z0 = σ, (18)
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òî äëÿ âñiõ áëèçüêèõ äî íóëÿ σ ∈ [−1; 0)\E1 i äëÿ âñiõ z = z0+s, |s| ≤ r0,
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F (z) = F (z0) exp

(
(λν + δ1)s +

+∞∑

n=2

δnsn

)
, ν = ν(σ, F ),

äå
|δj | ≤ a

(r0)j
(j ≥ 1), (19)

a � äåÿêà àáñîëþòíà ñòàëà, r0 = min
{

θ
29T (λν) ; |σ|(1− ε(σ))

}
, ε(σ) �

äîâiëüíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ε(σ) → +0, (σ → −0), E1 � ìíîæèíà ç
íàñëiäêó 1.

Äîâåäåííÿ. Âñþäè ó äîâåäåííi ââàæà¹ìî, ùî σ → −0 (σ 6∈ E1).
Ïîçíà÷èìî λ

(1)
ν = min{λn : λn > λν − T (λν)}, λ

(2)
ν = max{λn : λn <

λν + T (λν)}. Çàóâàæèìî, ùî λ
(1)
ν < λν ≤ λ

(2)
ν . Íåõàé

P (z) =
∑

|λn−λν |<T (λν)

anez(λn−λ
(1)
ν ).

Òîäi äëÿ Re z = τ , |τ − σ| < 1/T (λν), çà ëåìîþ 2 ìà¹ìî

F (z)− P (z)ezλ
(1)
ν = O

(
µ(σ, τ, F )(n(2λν))−9

)
= O

(
M(τ, F )(n(2λν))−9

)
,

(20)
îñêiëüêè çà íåðiâíiñòþ Êîøi M(τ, F ) ≥ µ(τ, F ) ≥ µ(σ, τ, F ). Çâiäñè,
F (z) = P (z)ezλ

(1)
ν + o(M(σ, F )) ïðè Re z = τ = σ, òîáòî

M(σ, P ) ≤ (1 + o(1))M(σ, F )e−σλ
(1)
ν . (21)

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî iç (20) ïðè z = z0 i óìîâè (18) îòðèìó¹ìî

F (z0) = P (z0)ez0λ
(1)
ν + o(F (z0)).

Çâiäñè, çíîâó çàñòîñîâóþ÷è óìîâó (18) i íåðiâíiñòü (21), ìà¹ìî

|P (z0)| ≥ (1 + o(1))θM(σ, F )e−σλ
(1)
ν ≥ θ

2
M(σ, P ). (22)

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4 äî P (z), äëÿ âñiõ z, |z− z0| ≤ θ
(
14(λ(2)

ν − λ
(1)
ν )

)−1
,

îäåðæó¹ìî
1
2
|P (z0)| ≤ |P (z)| ≤ 3

2
|P (z0)|.
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Îñêiëüêè λ
(2)
ν −λ

(1)
ν < 2T (λν), òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

z ∈ G
def= {z : |z − z0| < θ(28T (λν))−1}.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî z ∈ G i Re z = τ , òî |τ − σ| < 1/T (λν), òîáòî äëÿ
z ∈ G âèêîíó¹òüñÿ (20). Òîìó, P (z) = O(P (z0)), P (z0) = O(P (z)), äëÿ
âñiõ z ∈ G, Re z = τ , à ç (20) i (22) ìà¹ìî

F (z)e−zλν − P (z)ez(λ
(1)
ν −λν) = O

(
µ(σ, τ, F )e−τλν (n(2λν))

−9
)

=

= O
(
µ(σ, F )e−σλν (n(2λν))

−9
)

= O

( |P (z0)|
θ

e−σ(λν−λ
(1)
ν ) (n(2λν))

−9

)
=

= O
(
P (s)e−σ(λν−λ

(1)
ν ) (n(2λν))

−8
)

.

Çâiäñè, ïðè σ → −0, σ 6∈ E1, äëÿ âñiõ z ∈ G âèâîäèìî

F (z) = P (z)ezλ
(1)
ν (1 + o(1)). (23)

Âðàõîâóþ÷è, ùî λν − λ
(1)
ν < T (λν), i òå, ùî |Re (z − z0)| ≤ θ(28T (λν))−1

äëÿ z ∈ G, iç ñïiââiäíîøåííÿ (23), çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü |P (z)| ≥
1
2 |P (z0)|, îäåðæó¹ìî

|F (z)| ≥ 1 + o(1)
2

|P (z0)|eRe z0λ
(1)
ν eRe (z−z0)λ

(1)
ν =

=
1 + o(1)

2
|F (z0)|eRe (z−z0)λ

(1)
ν ≥

≥ 1 + o(1)
2

|F (z0)|eλνRe (z−z0)−1/28 ≥ t1|F (z0)|eλνRe (z−z0),

äå t1 = 1
3 exp{− 1

28}. Ïîäiáíî, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü |P (z)| ≤ 3
2 |P (z0)|,

îäåðæó¹ìî

|F (z)| ≤ 3 + o(1)
2

|F (z0)|eλνRe (z−z0)+1/28 ≤ t2|F (z0)|eλνRe (z−z0),

äå t2 = 5
3 exp{ 1

28}. Îòæå, äëÿ âñiõ z ∈ G

|F (z)| = (1 + g(z))|F (z0)|eλνRe (z−z0), (24)

äå |g(z)| < max{t2 − 1; 1− t1} def= t3, 0 < t3 < 1.
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Íåõàé òåïåð r0 > 0 òàêå, ùî ÿêùî |s| ≤ r0, òî Re (z0 + s) < 0. Äëÿ
öüîãî ìîæíà âèáðàòè r0 = min{θ/(29T (λν)); |σ|(1 − ε(σ))}, äå ε(σ) →
+0 (σ → −0) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Ç ðiâíîñòi (24) âèïëèâà¹, ùî â êðó-
çi {s : |s| ≤ r0} ôóíêöiÿ F (z0 + s) íå ìà¹ íóëiâ, òîìó â öüîìó êðó-
çi ôóíêöiÿ f(s) = F ′(z0 + s)/F (z0 + s) � àíàëiòè÷íà. Íåõàé (n + 1)fn

� êîåôiöi¹íòè ¨¨ ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè s = 0. Îñ-
êiëüêè äëÿ |s| < r0: f1(s) =

∫ s
0 f(s)ds =

∑∞
n=0 fnsn, à

∫
[0,s]

F ′(z0+s)
F (z0+s) ds =

ln F (z0 + s)− ln F (z0) (òóò
∫
[0,s] îçíà÷à¹ iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ âiäðiçêà, à

ln w � îäíîçíà÷íà âiòêà Ln w (ln 1 = 0) íà F ([z0, z0 + s]), òî ïðèíàéìíi
Re f1(s) = ln

∣∣∣F (z0+s)
F (z0)

∣∣∣. Òîìó çà ìîäèôiêîâàíîþ íåðiâíiñòþ Êîøi, çàñòî-
ñîâàíîþ äî ôóíêöi¨ (f1(s)− sλν), ìà¹ìî

|f1 − λν | ≤ 2max{|Re f1(s)− λνRe s| : |s| = r0}r−1
0 ,

|fn| ≤ 2max{|Re f1(s)− λνRe s| : |s| = r0}r−n
0 (n ≥ 2).

Çàóâàæèìî òåïåð, ùî exp{f1(s)} = F (z0 + s)/F (z0) äëÿ êîæíîãî |s| ≤ r0,
òîìó f0 = 0, à âðàõîâóþ÷è, ùî çàâäÿêè (24) ïðè |s| ≤ r0

|Re f1(s)− λνRe s| =
∣∣∣∣ln

∣∣∣∣
F (z0 + s)

F (z0)

∣∣∣∣− λνRe s

∣∣∣∣ ≤

≤ |ln(1 + g(z0 + s))| < |ln(1− t3)| def= t4,

äå t4 > 1, îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî |δ1| = |f1 − λν | < 2t4r
−1
0 , |fn| ≤ 2t4r

−n
0

(n ≥ 2). Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 2. Çà óìîâ òåîðåìè 2, äëÿ âñiõ áëèçüêèõ äî íóëÿ σ ∈

[−1; 0) \ E1 i äëÿ âñiõ z = z0 + s, |s| ≤ r0/2, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F (z) = F (z0) exp{(λν + δ∗1)s + δ∗2s
2 + s3δ∗3(s)}, ν = ν(σ, F ),

äå
|δ∗j | ≤

2a

rj
0

(j ∈ {1, 2, 3}), (25)

a � àáñîëþòíà ñòàëà ç òåîðåìè 2.
Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ |s| ≤ r0/2 âèêîíó¹òüñÿ ïðè

j = 3 íåðiâíiñòü (25). Ñïðàâäi, ç íåðiâíîñòåé (19) îòðèìó¹ìî

|δ∗3(s)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=3

fnsn−3

∣∣∣∣∣ ≤ 2t4r
−3
0

∞∑

n=0

( |s|
r0

)n

≤ 4t4r
−3
0 .
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Îñòàííÿ íåðiâíiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2, ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü
F (z0 + s)

F (z0)
= exp{((f1 − λν) + λν)s + f2s

2 + s3δ∗3(s)}.

Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ïîâåäiíêó ïîõiäíèõ ôóíêöié F ∈ S0(λ) â îêîëàõ òî÷îê
z0, ùî âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíiñòþ (18).

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ S0(λ) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåî-
ðåìè 2 i k ∈ N. Òîäi äëÿ âñiõ z, Re z = τ, |τ − σ| < r1/2 ïðè σ → −0 (σ 6∈
E1, DE1 = 0) ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

F (k)(z) = λk
ν(F (z) + o(M(τ, F ))), M(τ, F (k)) = (1 + o(1))λk

νM(τ, F ),

äå ν = ν(σ, F ), r1 = min{(30T (λν))
−1 , |σ|(1 − ε1(σ))}, ε1(σ) → +0(σ →

−0) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.
Äîâåäåííÿ. Âñþäè ó äîâåäåííi ââàæà¹ìî, ùî σ → −0 (σ 6∈ E1),

äå E1 � ìíîæèíà ç íàñëiäêó 1. Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ç äîâåäåííÿ
òåîðåìè 2. Íåõàé

R(z) = F (z)− P (z)ezλ
(1)
ν , ν = ν(σ, F ).

Òîäi äëÿ m ≥ 0 çà ëåìîþ 2 äëÿ |τ − σ| < 1/T (λν) i Re z = τ ìà¹ìî
∣∣∣R(m)(z)

∣∣∣ ≤ Sm(σ, τ, F ) = O
(
µ(σ, τ, F )λm

ν (n(2λν))−9
)
. (26)

Iç íåðiâíîñòi (21), çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3 äëÿ êîæíîãî τ , |τ−σ| < 1/T (λν),
îòðèìó¹ìî

M(τ, P ′) ≤ e(λ(2)
ν − λ(1)

ν )M(σ, P )e(λ
(2)
ν −λ

(1)
ν )(τ−σ) =

= O
(
T (λν)M(σ, F )e−σλ

(1)
ν

)
.

Çàñòîñîâóþ÷è (p− 1) ðàç ëåìó 3, à òàêîæ îñòàííþ íåðiâíiñòü, äëÿ êîæ-
íîãî τ , |τ − σ| < 1/T (λν), äiñòàíåìî

M(τ, P (p)) = O
(
T p(λν)M(σ, F )e−σλ

(1)
ν

)
, (27)

äå p ∈ N � äîâiëüíå. Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî λ
(1)
ν = (1 + o(1))λν òà T (x) =

o(x), à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è (26), (27) i íåðiâíiñòü µ(σ, τ, F ) ≤ M(τ, F ),
ïðè |τ − σ| < 1/T (λν), Re z = τ äëÿ k ∈ N ïîñëiäîâíî ìà¹ìî

F (k)(z) = R(k)(z) + ezλ
(1)
ν (λ(1)

ν )k
k∑

p=0

Cp
k(λ(1)

ν )−pP (p)(z) =
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= ezλ
(1)
ν (λ(1)

ν )k
{

F (z)e−zλ
(1)
ν −R(z)e−zλ

(1)
ν +

+
k∑

p=1

O

((
T (λν)

λ
(1)
ν

)p

M(σ, F )e−σλ
(1)
ν

)

+

+O
(
µ(σ, τ, F )λk

ν(n(2λν))−9
)

=

= (λ(1)
ν )k

{
F (z) + O

(
M(τ, F )(n(2λν))−9

)
+

+ O

(
T (λν)

λν
M(σ, F )e(τ−σ)λ

(1)
ν

)}
, (28)

äå Cp
k = k!

p!(k−p)! .
Íåõàé òåïåð ε1(σ) ↓ 0 (σ → −0), à òî÷êà z0 òàêà, ùî Re z0 = σ i

|F (z0)| ≥ (1− ε1(σ))M(σ, F ). Ïîêëàäåìî s = τ − σ i çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê
2 ç θ(σ) = 1− ε1(σ) ïðè |τ − σ| ≤ 1

2r1. Îñêiëüêè r1 ≤ r0, òî

max{|τ − σ|2|δ∗2 |; |τ − σ|3|δ∗3|} = O(1)

òà
ln

( |F (z0 + τ − σ)|
|F (z0)|

)
= (τ − σ)λν + O(1). (29)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (29), âðàõîâóþ÷è, ùî |τ − σ||λ(1)
ν − λν | = O(1), ïðè

|τ − σ| ≤ r1/2 ìà¹ìî

M(σ, F )e(τ−σ)λ
(1)
ν = M(σ, F )e(τ−σ)λνe(τ−σ)(λ

(1)
ν −λν) = O(M(τ, F )).

Îòæå, ç (28), îñêiëüêè λk
ν = (1 + o(1))(λ(1)

ν )k, |F (z)| ≤ M(τ, F ), äëÿ z
òàêèõ, ùî Re z = τ , |τ − σ| ≤ r1/2 îòðèìó¹ìî ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ
òåîðåìè 3. Äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ åëåìåíòàðíèì íàñëiäêîì ç ïåðøîãî.
Òåîðåìó 3 ïîâíiñòþ äîâåäåíî.

Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ç òåîðåìè 3, à òàêîæ òåîðåìè 2.2.25 [8, ñ.274]
¹ íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà ìiñòèòü óìîâè äîñòàòíi äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi àñè-
ìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi (2).

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2, à òàêîæ

lim
σ→−0

ln L(σ, F )
ln 1

|σ|
> 1. (30)

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (2) ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè σ → −0 (σ 6∈ E2, DE2 = 0).



228 Î.Ñêàñêiâ

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ 3 ç k = 1, òà íàñòóïíèì
òâåðäæåííÿì, ÿêå îòðèìó¹ìî ç òåîðåìè 2.2.25 [8, ñ. 274].

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî F ∈ S0(λ) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (30), òî
F ′(z) = (1 + o(1))L(σ, F )F (z) ïðè σ → −0 çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè E3

ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè, òîáòî
∫

E3∩[−1;0)

dσ
|σ| < +∞, äëÿ âñiõ z òà-

êèõ, ùî Re z = σ i F (z) = (1 + o(1))M(σ, F ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òåîðåìó 4 äîâåäåíî ïîâíiñòþ, îñêiëüêè DE3 = 0
i, î÷åâèäíî, D(E1 ∪ E3) = 0, äå E1 � ìíîæèíà ç íàñëiäêó 1.

Çàóâàæåííÿ 5. Îñêiëüêè ïðè σ → −0

|σ|λν(2σ) ≤ ln µ(σ, F ) ≤ ln M(σ, F ) ≤ L(σ, F ) + O(1),

òî çà óìîâ òåîðåìè 3 óìîâà (30) âèêîíó¹òüñÿ, ÿê òiëüêè

lim
t→+∞

lnΦ1(t)
ln t

> 2.

Íà òå, ùî óìîâè òåîðåìè 4 ìàþòü íåîáõiäíèé õàðàêòåð, âêàçó¹, çîêðå-
ìà, òåîðåìà ç [6], â ÿêié ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ F ∈ S0(λ,Φ1) ç Φ1(t) = t2+β ,
β > −1, òàêà, ùî c1 ≤ λν(σ)|σ|2+β ≤ c2, c1, c2 > 0, |σ|L(σ,F )

λν(σ)
→ +∞

(σ → −0), λn = (lnn)1+α (n ≥ 1), α = (2 + β + β1)−1, β1 > 0, òà ïðè
öüîìó óìîâà (11) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Íåîáõiäíiñòü óìîâè (11) äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi ñïiââiäíîøåííÿ (2) ïðè
σ → −0 çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè íóëüîâî¨ ëiíiéíî¨ ëiâîñòîðîííüî¨ ùiëüíîñòi
â òî÷öi σ = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ S0(λ,Φ) îòðèìà¹ìî ç òåîðåìè 6
[5] ó íàñòóïíîìó âèïàäêó.

×åðåç λΦ = (λn) ïîçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn), äëÿ ÿêî¨ iñíó¹
ãðàíèöÿ

∆Φ
def= lim

t→+∞ t
∑

λn≥Φ1(t)

1
nλn

,

äëÿ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ Φ1, ùî âèçíà÷à¹ êëàñ S∗0(λ,Φ1).
Íåõàé L3 � êëàñ ôóíêöié ϕ1 ∈ L òàêèõ, ùî

ϕ1(t) = O(ϕ(t)) (t → +∞),

äå ϕ(t) � îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî ôóíêöi¨ Φ(t) = tΦ1(t), a Φ1(t) � äî ôóíê-
öi¨ ϕ1(t).
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Òåîðåìà 5. Íåõàé ϕ1 ∈ L2 ∩ L3, à ôóíêöiÿ Φ1 îáåðíåíà äî ôóíêöi¨
ϕ1, Φ(t) = tΦ1(t). Äëÿ òîãî ùîá äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ S0(λ,Φ) âèêî-
íóâàëîñü ïðè σ → −0 (σ 6∈ E2, DE2 = 0) ñïiââiäíîøåííÿ (2), íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá ∆Φ = 0.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü îòðèìà¹ìî ç òåîðåìè 4, îñêiëüêè ç óìîâè
(11), çà óìîâè ϕ1 ∈ L3, âèïëèâà¹ óìîâà (15) i äîñèòü ñêîðèñòàòèñü çàóâà-
æåííÿì 2. Êðiì òîãî, åëåìåíòàðíî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ó âèïàäêó ϕ1 ∈ L3,
F ∈ S∗0(λ,Φ1) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F ∈ S0(λ,Φ). Äëÿ äîâåäåííÿ íåîá-
õiäíîñòi óìîâè (11) íàì ïîòðiáíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2 (òåîðåìà 6 ó [5]). Íåõàé Φ ∈ L. Äëÿ êîæíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi λ = (λn) òàêî¨, ùî

lim
t→+∞

t
∑

λn≥Φ1(t)

1
nλn

> 0,

iñíó¹ ôóíêöiÿ F ∈ S0(λ,Φ) òàêà, ùî äëÿ äåÿêèõ σ0 < 0, h > 0,

ln M(σ, F ) > (1 + h) lnµ(σ, F ) (σ ∈ [σ0; 0)).

Íåîáõiäíiñòü óìîâè (11) âèïëèâà¹ òåïåð ç òâåðäæåííÿ 2 i íàñòóïíîãî
òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3 [4]. Íåõàé f(x) i g(x) ↑ +∞ (x → −0) � íåâiä'¹ìíi
îïóêëi ïðè x < 0 ôóíêöi¨ òàêi, ùî ïðàâîñòîðîííi ïîõiäíi f ′+(x), g′+(x) ↗
+∞ (x → −0). ßêùî f(x) ≤ g(x), x ∈ [σ0; 0), òî äëÿ äîâiëüíèõ K > 1 i
ε > 0 çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà E ⊂ (−∞; 0),

DE = lim
x→−0

1
|x|meas (E ∩ [x; 0)) ≥ K − 1

K
,

òàêà, ùî äëÿ âñiõ x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f ′(x) ≤ (1 + ε)Kg′(x).
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5 äîñèòü òåïåð âèáðàòè f(σ) =

(1 + h) ln µ(σ, F ) i g(σ) = lnM(σ, F ).
Òåîðåìè 4 i 5 ðàíiøå àíîíñîâàíi â [7].
Àâòîð ùèðî äÿêó¹ ïðîôåñîðó Ì. Ì.Øåðåìåòi, çàïèòàííÿ ÿêîãî ñòàëî

ñòèìóëîì äî íàïèñàííÿ öi¹¨ ñòàòòi.
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We obtain su�cient conditions for an asymptotic equality outside an
exeptional set of a logarithmic derivative of the maximum modulus of the
sum and the central exponent of an absolutely convergent Dirichlet series in
a half-plane.




