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Âèâ÷àþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íi òà òîïîëîãi÷íi ñòðóê-
òóðè îïåðàòîðiâ òðàíñìóòàöi¨ Äåëüñàðòà òà àñîöiéîâàíi ç íèìè
ðiâíÿííÿ òèïó Ãåëüôàíäà�Ëåâiòàíà�Ìàð÷åíêà çà äîïîìîãîþ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ êîìïëåêñiâ äå Ðàìà�Õîäæà. Âñòàíî-
âëåíî âiäïîâiäíîñòi ìiæ ñïåêòðàëüíîþ òåîði¹þ òà ñïåöiàëüíèìè
âëàñòèâîñòÿìè êîíãðóåíòíîñòi òèïó Áåðåçàíñüêîãî äëÿ îïåðàòîðiâ,
ïåðåñòàâíèõ çà Äåëüñàðòîì. Íàâåäåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ äî ñïå-
öiàëüíèõ áàãàòîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, âêëþ÷àþ÷è
òðèâèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà, äâîâèìiðíèé êëàñè÷íèé îïåðàòîð
Äiðàêà i éîãî áàãàòîâèìiðíå àôiííå ðîçøèðåííÿ, ïîâ'ÿçàíå ç ñàìî-
äóàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ßíãà�Ìiëñà. Îáãîâîðþþòüñÿ ñîëiòîííi ðîç-
â'ÿçêè àñîöiéîâàíî¨ ìíîæèíè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

ÓÄÊ 517.9; MSC 2000: 34A30, 34B05, 34B15



152 ß.Ïðèêàðïàòñüêèé, À.Ñàìîéëåíêî, À.Ïðèêàðïàòñüêèé

Àâòîðè ïðèñâÿ÷óþòü ïðàöþ ïàì'ÿòi âèäàòíîãî óêðà¨íñüêîãî ìàòåìà-
òèêà àêàäåìiêà I.Â.Ñêðèïíèêà, ÷è¹ ñåðöå ïåðåä÷àñíî ïåðåñòàëî áèòèñü
2 ëþòîãî 2005 ðîêó. Éîãî óíiêàëüíèé òàëàíò ïîñòiéíî íàäèõàâ áàãàòüîõ
ó÷íiâ òà ïîñëiäîâíèêiâ i çàâæäè áóäå íàäiéíèì ñóïóòíèêîì íà øëÿõó
òâîð÷èõ çâåðøåíü.

1. ÀÑÏÅÊÒÈ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎ� ÒÅÎÐI� ÄÅ ÐÀÌÀ�ÕÎÄÆÀ
ÒÀ ÏÎÂ'ßÇÀÍI Ç ÍÅÞ ÁIÍÀÐÍI ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖI� ÒÈÏÓ
ÄÅËÜÑÀÐÒÀ�ÄÀÐÁÓ

Äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèé àíàëiç òðàíñôîðìàöié òèïó Äåëüñàðòà�
Äàðáó ðîçâèâà¹òüñÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðíèõ âèðàçiâ, ùî äi-
þòü ó ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði H = L2(T;H), äå T = R2 i H :=
L2(R2;C2), i ÿêi, ÿê âèÿâèëîñü, ìàþòü ãëèáîêèé çâ'ÿçîê ç êëàñè÷íîþ
òåîði¹þ äå Ðàìà�Õîäæà [9, 10, 11, 12, 34, 38], ðîçâèíóòîþ â ñåðåäèíi
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ äëÿ ìíîæèíè êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ, âèçíà÷åíèõ,
âçàãàëi, íà ãëàäêîìó êîìïàêòíîìó m-âèìiðíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
M . Äëÿ ðîçãëÿäó íàøî¨ ïðîáëåìè îïèñó äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íî¨ i
ñïåêòðàëüíî¨ ñòðóêòóðè òðàíñìóòàöié òèïó Äåëüñàðòà�Äàðáó, ùî äiþòü
â H, ìè ñïî÷àòêó çóïèíèìîñÿ íà îñíîâàõ óçàãàëüíåíî¨ òåîði¨ äå Ðàìà�
Õîäæà, ðîçâèíóòî¨ ðàíiøå I.Â. Ñêðèïíèêîì [9, 10, 11, 12] äëÿ âèâ÷åí-
íÿ ñïåöiàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ êîìïëåêñiâ. Ðîçãëÿíåìî ãëàäêèé ìåò-
ðè÷íèé ïðîñòið M , ùî ¹ âiäïîâiäíèì ÷èíîì êîìïàêòèôîâàíîþ ôîðìîþ
ïðîñòîðó Rm, m ∈ Z+. Òîäi íà MT := T × M ìîæíà âèçíà÷èòè ñòàí-
äàðòíó àëãåáðó Ãðàñìàíà Λ(MT;H) äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì íà T×M i
ðîçãëÿíóòè îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çîâíiøíüîãî àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ
dL : Λ(MT;H) → Λ(MT;H), ÿêèé äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ áóäü-ÿêèõ
β(k) ∈ Λk(MT;H), k = 0,m,

dLβ(k) :=
2∑

j=1

dtj ∧ Lj(t;x|∂)β(k)+

+
m∑

i=1

dxi ∧Ai(t;x|∂)β(k) ∈ Λk+1(MT;H),

(1.1)

äå Ai ∈ C2(T;L(H)), i = 1,m, � äåÿêi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðíi âiäî-
áðàæåííÿ i

Lj(t; x|∂) := ∂/∂tj − Lj(t; x|∂) (1.2)
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j = 1, 2, � âiäïîâiäíî âèçíà÷åíi ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè â H,
ùî êîìóòóþòü îäèí ç îäíèì, òîáòî

[L1,L2] = 0, [Ak, Ai] = 0 i [Lj , Ai] = 0 (1.3)

äëÿ âñiõ j = 1, 2 òà i, k = 1, m. Ìè ïîêëàäåìî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ùî
äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè

Lj(t;x|∂) :=
nj(L)∑

|α|=0

a(j)
α (t; x)

∂|α|

∂xα
, (1.4)

ç êîåôiöi¹íòàìè a
(j)
α ∈ C1(T;C∞(M ; EndCN )), |α| = 0, nj(L), nj(L) ∈ Z+,

j = 0, 1, ¹ äåÿêèìè çàìêíåíèìè íîðìàëüíèìè ùiëüíî âèçíà÷åíèìè îïå-
ðàòîðàìè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ T. Ëåãêî çàóâà-
æèòè, ùî àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ dL, îçíà÷åíå â (1.1), ¹ óçàãàëüíåííÿì
çâè÷àéíîãî çîâíiøíüîãî àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ

d =
m∑

j=1

dxj ∧ ∂

∂xj
+

2∑

s=1

dts ∧ ∂

∂ts
(1.5)

äëÿ ÿêîãî, î÷åâèäíî, âèêîíóþòüñÿ êîìóòàöiéíi óìîâè
[

∂

∂xj
,

∂

∂xk

]
= 0,

[
∂

∂ts
,

∂

∂tl

]
= 0,

[
∂

∂xj
,

∂

∂ts

]
= 0, (1.6)

äå j, k = 1, m, s, l = 1, 2. ßêùî òåïåð â (1.5) ïiäñòàâèòè ∂/∂xj −→ Aj ,
∂/∂ts −→ Ls, j = 1, m, s = 1, 2, òî îòðèìó¹ìî àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ

dA :=
m∑

j=1

dxj ∧Aj(t; x|∂) +
2∑

j=1

dts ∧ Ls(t; x|∂), (1.7)

â ÿêîìó äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè Aj , Ls : H −→ H äëÿ âñiõ j, k = 1,m
òà s, l = 1, 2, çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ [Aj , Ak] = 0,
[Ls, Ls] = 0, [Aj , Ls] = 0, i òîäi îïåðàöiÿ (1.7) âèçíà÷à¹ íà Λ(MT;H)
àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ ñòîñîâíî ÿêîãî êîëàíöþãîâèé êîìïëåêñ

H −→ Λ0(MT;H) dA−→ Λ1(MT;H) dA−→ ...
dA−→ Λm+2(MT;H) dA−→ 0 (1.8)

¹, î÷åâèäíî, òî÷íèì, òîáòî dAdA ≡ 0. Îñêiëüêè àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ
â (1.1) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (1.7), òî âiäïîâiäíèé éîìó êîëàíöþãîâèé
êîìïëåêñ (1.8) ¹ òàêîæ òî÷íèì.
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Íèæ÷å âèêîðèñòà¹ìî iäå¨, ðîçâèíóòi â [9, 10, 11, 12, 34]. Äèôåðåíöi-
àëüíó ôîðìó β ∈ Λ(MT;H) íàçèâàòèìåìî dA-çàìêíåíîþ, ÿêùî dAβ = 0,
ôîðìó γ ∈ Λ(MT;H) íàçâåìî òî÷íîþ àáî dA-ãîìîëîãi÷íîþ íóëþ, ÿêùî
íà MT iñíó¹ òàêà ôîðìà ω ∈ Λ(MT;H), ùî γ = dAω.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñòàíäàðòíó [16, 34, 38, 39] àëãåáðè÷íó ∗-îïåðàöiþ
Õîäæà

∗ : Λk(MT;H) −→ Λm+2−k(MT;H), (1.9)
k = 0,m + 2, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî ôîðìà β ∈
Λk(MT;H), òî ôîðìà ∗β ∈ Λm+2−k(MT;H) ¹ òàêîþ, ùî:

• (m − k + 2)-âèìiðíèé îá'¹ì | ∗ β| ôîðìè ∗β äîðiâíþ¹ k-âèìiðíîìó
îá'¹ìó |β| ôîðìè β;

• (m + 2)-âèìiðíà ìiðà β̄ᵀ ∧ ∗β > 0 ïðè ôiêñîâàíié îði¹íòàöi¨ íà MT.
Íà ïðîñòîði Λ(MT;H) âèçíà÷èìî òàêèé ïðèðîäíèé ñêàëÿðíèé äîáó-

òîê: äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðíîçíà÷íèõ ôîðì β, γ ∈ Λk(MT;H), k = 0,m,

(β, γ) :=
∫

MT

β̄ᵀ ∗ γ. (1.10)

Ìàþ÷è ñêàëÿðíèé äîáóòîê (1.10), ìîæíà ïðèðîäíiì ÷èíîì çáóäóâàòè
ãiëüáåðòiâ ïðîñòið

HΛ(MT) :=
m+2⊕
k=0

Hk
Λ(MT), (1.11)

ÿêèé áóäå êîðèñíèì äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó. Çàçíà÷èìî òóò, ùî ∗-
îïåðàöiÿ Õîäæà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü, ÿêó ëåãêî ïåðåâiðè-
òè: äëÿ áóäü-ÿêèõ β, γ ∈ Hk

Λ(MT), k = 0,m,

(β, γ) = (∗β, ∗γ), (1.12)

òîáòî îïåðàöiÿ Õîäæà ∗ : HΛ(MT) → HΛ(MT) ¹ óíiòàðíîþ i ñòàíäàðòíà
ñïðÿæåíà äî íå¨ îïåðàöiÿ ñòîñîâíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (1.10) çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó (∗)′ = (∗)−1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d
′
L ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé âèðàç äî ñëàáî¨ äèôåðåí-

öiàëüíî¨ îïåðàöi¨ (1.1). Ç äîïîìîãîþ îïåðàöié d′L i dL â HΛ(MT) ìîæíà
ïðèðîäíüî âèçíà÷èòè [9, 16, 34, 38, 39] óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà�
Õîäæà ∆L : HL(MT) −→ HL(MT) ÿê

∆L = d′LdL + dLd′L. (1.13)

Âiçüìåìî ôîðìó β ∈ HΛ(MT), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

∆Lβ = 0. (1.14)
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Òàêó ôîðìó íàçèâàþòü [9, 16, 34, 39] ãàðìîíi÷íîþ. Ìîæíà ïåðåâiðèòè,
ùî ãàðìîíi÷íà ôîðìà β ∈ HΛ(MT) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi äâi ñïðÿæåíi
óìîâè, ÿêi âèïëèâàþòü ç (1.13) òà (1.14):

d′Lβ = 0, dLβ = 0. (1.15)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð â HΛ(MT)

d∗L := ∗d′L(∗)−1 (1.16)

òàêîæ âèçíà÷à¹ íîâó çîâíiøíþ îïåðàöiþ àíòèäèôåíöiþâàííÿ âHΛ(MT).
Ëåìà 1.1. Âiäïîâiäíèé äóàëüíèé äî (1.8) êîëàíöþãîâèé êîìïëåêñ

H −→ Λ0(MT;H)
d∗L−→ Λ1(MT;H)

d∗L−→ . . .
d∗L−→ Λm+2(MT;H)

d∗L−→ 0 (1.17)

¹ òî÷íèì.
Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi d∗Ld∗L = 0, ùî âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî

ç îçíà÷åííÿì (1.16).
Ïîçíà÷èìî íàäàëi ÷åðåç Hk

Λ(L)(MT), k = 0,m + 2, ãðóïè êîãîìîëî-
ãié dL-çàìêíåíèõ i ÷åðåç Hk

Λ(L∗)(MT), k = 0,m + 2, k = 0,m + 2, ãðóïè
êîãîìîëîãié d∗L-çàìêíåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì, âiäïîâiäíî, i ÷åðåç
Hk

Λ(L∗L)(MT), k = 0,m + 2, àáåëåâi ãðóïè ãàðìîíi÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ôîðì ó ãiëüáåðòîâèõ ïiäïðîñòîðàõ Hk

Λ(MT), k = 0,m + 2.
Ïåðø íiæ ôîðìóëþâàòè íàñòóïíi ðåçóëüòàòè, âèçíà÷èìî ñòàíäàðò-

íèé ëàíöþã [1, 2] ïîçèòèâíîãî i íåãàòèâíîãî ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ôîðì, îñíàùåíèõ âêëàäåííÿìè Ãiëüáåðòà�Øìiäòà

Hk
Λ,+(MT) ⊂ Hk

Λ(MT) ⊂ Hk
Λ,−(MT), (1.18)

âiäïîâiäíèé ñïàäêîâèé îñíàùåíèé ëàíöþã ãàðìîíi÷íèõ ôîðì:

Hk
Λ(L∗L),+(MT) ⊂ Hk

Λ(L∗L)(MT) ⊂ Hk
Λ(L∗L),−(MT) (1.19)

òà ëàíöþãè âiäïîâiäíèõ ãðóï êîãîìîëîãié:

Hk
Λ(L),+(MT) ⊂ Hk

Λ(L)(MT) ⊂ Hk
Λ(L),−(MT), (1.20)

Hk
Λ(L∗),+(MT) ⊂ Hk

Λ(L∗)(MT) ⊂ Hk
Λ(L∗),−(MT)

äëÿ âñiõ k = 0, m + 2. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî îïåðàòîð Ëàïëàñà�Õîäæà
(1.13) ¹ ðåäóêîâàíèì íà ïðîñòið H0

Λ(M). Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è îáãðóí-
òóâàííÿ, ïîäiáíî ÿê ó [16, 34, 39], ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ïåâíå óçàãàëü-
íåííÿ [10, 11, 12, 34] òåîðåìè äå Ðàìà�Õîäæà.
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Òâåðäæåííÿ 1.1. Ãðóïè ãàðìîíi÷íèõ ôîðì Hk
Λ,+(MT), k = 0,m + 2,

¹, âiäïîâiäíî, içîìîðôíèìè äî ãðóï êîãîìîëîãié (Hk(MT;C))|Σ|, k =
0,m + 2, äå Hk(MT;C) ¹ k-þ êîãîìîëîãi÷íîþ ãðóïîþ ìíîãîâèäó MT ç
êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìíîæèíà Σ ⊂ Cp, p ∈ Z+, ¹ ìíîæèíîþ
âiäïîâiäíèõ ½ñïåêòðàëüíèõ� ïàðàìåòðiâ, ùî âèçíà÷àþòü ëiíiéíèé ïðî-
ñòið íåçàëåæíèõ d∗L-çàìêíåíèõ 0-ôîðì ç H0

Λ(L),−(MT), i, òèì áiëüøå,
íàñòóïíi ðîçêëàäè íà ïðÿìi ñóìè

Hk
Λ,+(MT) = Hk

Λ(L∗L),+(MT)⊕∆LHk
Λ,+(MT) (1.21)

= Hk
Λ(L∗L),+(MT)⊕ dLHk−1

Λ,+(MT)⊕ d′LHk+1
Λ,+(MT),

ÿêi ñïðàâåäëèâi äëÿ áóäü-ÿêèõ k = 0,m + 2.

Iíøèé âàðiàíò òâåðäæåííÿ, ïîäiáíîãî äî ïîäàíîãî âèùå, áóâ ñôîðìó-
ëüîâàíèé â [9, 10] i ¹ íàñòóïíèì óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè äå Ðàìà�Õîäæà.

Òåîðåìà 1.1. Óçàãàëüíåíi ãðóïè êîãîìîëîãié Hk
Λ(L),+(MT) ¹ içîìîðô-

íèìè ãðóïàì êîãîìîëîãié (Hk(MT;C))|Σ|, k = 0,m + 2.
Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ íàñëiä-

êàõ [9, 10, 11, 12, 26] ç òîòîæíîñòåé òèïó Ëàãðàíæà.
Âèçíà÷èìî íàñòóïíèé çàìêíåíèé ïiäïðîñòið

H∗0 := {ϕ(0)(η) ∈ H0
Λ(L∗),−(MT) : d∗Lϕ(0)(η) = 0, ϕ(0)(η)|Γ, η ∈ Σ} (1.22)

äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ (m + 1)-âèìiðíî¨ ãiïåðïîâåðõíi Γ ⊂ MT òà Σ ⊂
(σ(L) ∩ σ̄(L)) × Σσ ⊂ Cp, äå H0

Λ(L∗),−(MT) ¹, ÿê âèùå, âiäïîâiäíî îñíà-
ùåíà [1, 2] ãðóïà êîãîìîëîãié íóëüîâîãî ïîðÿäêó ç êîëàíöþãà, çàäàíîãî
â (1.20), σ(L) i σ(L∗) ¹, âiäïîâiäíî, âçà¹ìíi óçàãàëüíåíi ñïåêòðè ìíîæèí
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ L i L∗ â H ïðè t = 0 ∈ T. Òàêèì ÷èíîì,
ðîçìiðíiñòü dimH∗0 = card Σ := |Σ| ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ. Íàñòóïíà ëåìà
áóëà âïåðøå ñôîðìóëüîâàíà I.Â. Ñêðèïíèêîì [9, 10] i ìà¹ ôóíäàìåíòàëü-
íå çíà÷åííÿ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1.

Ëåìà 1.2. Iñíó¹ ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ (k + 1)-ôîðì

Z(k+1)[ϕ(0)(η), dLψ(k)] ∈ Λk+1(MT;C), k = 0,m + 2,

i ìíîæèíà k-ôîðì Z(k)[ϕ(0)(η), ψ(k)]∈Λk(MT;C), k = 0,m + 2, ïàðàìåò-
ðèçîâàíèõ ìíîæèíîþ Σ 3 η, ÿêi ¹ íàïiâëiíiéíèìè çà (ϕ(0)(η), ψ(k)) ∈
H∗0 ×Hk

Λ,+(MT), òàêi, ùî äëÿ âñiõ k = 0,m + 2, η ∈ Σ

Z(k+1)[ϕ(0)(η), dLψ(k)] = dZk[φ(0)(η ), ψ(k)] (1.23)
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Äîâåäåííÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òîòîæíîñòi òèïó Ëàãðàíæà,
ÿêà ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè (ϕ0(η), ψ(k)) ∈ H∗0 ×Hk

Λ,+(MT):

0 =< d∗Lφ(0)(η), ∗(ψ(k) ∧ γ) >=< ∗d′L(∗)−1ϕ(0)(η), ∗(ψ(k) ∧ γ) >= (1.24)

=< ∗d′L(∗)−1φ(0)(x), ψ(k) ∧ γ) >=< (∗)−1ϕ(0)(η), dLψ(k) ∧ γ > +

+Z(k+1)[ψ(0)(η), dLψ(k)] ∧ γ >=< (∗)−1ϕ
(0)(η), dLψ(k) ∧ γ > +

+dZ(k)[ϕ(0)(η), ψ(k)] ∧ γ,

äå Z(k+1)[ϕ(0)(η), dLψ(k)] ∈ Λk+1(MT;C), k = 0,m + 2, Z(k)[ϕ(0)(η), ψ(k)] ∈
Λk(MT;C), k = 0,m + 2, � äåÿêi íàïiâëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè
íà MT, ïàðàìåòðèçîâàíi ïàðàìåòðîì λ ∈ Σ, γ ∈ Λm+1−k(MT;C) � äî-
âiëüíà ñòàëà (m + 1 − k)-ôîðìà. Òàêèì ÷èíîì, íàïiâëiíiéíi äèôåðåí-
öiàëüíi (k + 1)-ôîðìè Z(k+1)[ϕ(0)(η), dLψ(k)] ∈ Λk+1(MT;C) i k-ôîðìè
Z(k)[ϕ(0)(η), ψ(k)] ∈ Λk(MT;C), k = 0,m + 2, λ ∈ Σ, ïîáóäîâàíi âèùå, ¹
ñàìå òèìè, ÿêi ïîòðiáíi â ëåìi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2, ìîæíà ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì ãðóï êîãî-
ìîëîãié, ïðî ÿêèé iäåòüñÿ â òåîðåìi 1.1. À ñàìå, ñëiäóþ÷è [9, 10], âiçüìå-
ìî äåÿêèé ñèíãóëÿðíèé ñèìïëiöiàëüíèé [34, 35, 38, 39] êîìïëåêñ K(MT)
íàøîãî êîìïàêòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó MT i ââåäåìî ìíîæèíó ëiíié-
íèõ âiäîáðàæåíü B

(k)
λ : Hk

Λ,+MT −→ Ck(MT;C), k = 0,m + 2, λ ∈ Σ,

äå Ck(MT;C), k = 0,m + 2, ¹ äîâiëüíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ íàä ïîëåì C,
ùî ãåíåðîâàíà, âiäïîâiäíî, âñiìà k-ëàíöþãàìè ñèíãóëÿðíèõ ñèìïëåêñiâ
S(k) ⊂ MT, k = 0,m + 2, ç ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñó K(MT) íàñòóïíèì
÷èíîì:

B
(k)
λ (ψ(k)) :=

∑

S(k)∈Ck(MT;C))

S(k)

∫

S(k)

Z(k)[ϕ(0)(λ), ψ(k)] (1.25)

äå ψ(k) ∈ Hk
Λ,+(MT), k = 0, m + 2. Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà [9, 10],

ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà ïîáóäîâàíèõ âiäîáðàæåííÿõ (1.25).
Òåîðåìà 1.2. Ìíîæèíà îïåðàòîðiâ (1.25), ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðà-

ìåòðîì λ ∈ Σ, ðåàëiçó¹ içîìîðôiçì ãðóï êîãîìîëîãié, ñôîðìóëüîâàíèé â
òåîðåìi 1.1.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà îòðèìàòè, ïåðåõîäÿ÷è â (1.25)
äî âiäïîâiäíèõ êîãîìîëîãi÷íèõ Hk

Λ(L),+(MT) i ãîìîëîãi÷íèõ Hk(MT;C)
ãðóï ïðîñòîðó MT äëÿ êîæíîãî k = 0,m + 2. ßêùî âçÿòè åëåìåíò
ψ(k) := ψ(k)(µ) ∈ Hk

Λ(L),+(MT), k = 0,m + 2, ÿêèé ðîçâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ
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dLψ(k)(µ) = 0 ç µ ∈ Σk, ùî ¹ äåÿêîþ ìíîæèíîþ àñîöiéîâàíèõ ½ñïåêòðàëü-
íèõ� ïàðàìåòðiâ, ùî ïîçíà÷àþòü åëåìåíòè ïiäïðîñòîðó Hk

Λ(L),−(MT), òî
ç (1.25) i òîòîæíîñòi (1.23) ëåãêî îòðèìàòè, ùî dZ(k)[ϕ(0)(λ), ψ(k)(µ)] = 0
äëÿ âñiõ (λ, µ) ∈ Σ × Σk, k = 0,m + 2. Çãiäíî ç ëåìîþ Ïóàíêàðå
[21, 34, 38], öå, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü äèôåðåíöiàëüíi (k − 1)-
ôîðìè Ω(k−1)[ϕ(0)(λ), ψ(k)(µ] ∈ Λk−1(M ;C), k = 0,m + 2, òàêi, ùî

Z(k)[ϕ(0)(λ), ψ(k)(µ)] = dΩ(k−1)[ϕ(0)(λ), ψ(k)(µ)] (1.26)

äëÿ âñiõ ïàð (ϕ(0)(λ), ψ(k)(µ)) ∈ H∗0 × Hk
Λ(L),+(MT), ïàðàìåòðèçîâàíèõ

åëåìåíòàìè (λ, µ) ∈ Σ×Σk, k = 0,m + 2. ßê ðåçóëüòàò ïåðåõîäó â ïðàâié
÷àñòèíi (1.25) äî ãðóï ãîìîëîãié Hk(MT;C), k = 0,m + 2, îòðèìó¹ìî,
âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ñòîêñà [21, 34, 38], ùî âiäîáðàæåííÿ

B
(k)
λ : Hk

Λ(L),+(MT) −→ Hk(MT;C) (1.27)

¹ içîìîðôiçìàìè äëÿ êîæíîãî k = 0,m + 2 òà λ ∈ Σ. Âèêîðèñòîâó-
þ÷è äóàëiçì Ïóàíêàðå [16, 34, 38] ìiæ ãðóïàìè ãîìîëîãié Hk(MT;C),
k = 0,m + 2, i ãðóïàìè êîãîìîëîãié Hk(M ;C), k = 0,m + 2, âiäïîâiäíî,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.

2. ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀ ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ
ÒÐÀÍÑÌÓÒÀÖI� ÒÈÏÓ ÄÅËÜÑÀÐÒÀ�ÄÀÐÁÓ Â
ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÎÌÓ ÂÈÏÀÄÊÓ

Âiçüìåìî òåïåð äî óâàãè, ùî äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè Lj : H → H,
j = 1, 2, ìàþòü ñïåöiàëüíèé âèãëÿä (1.2). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äèôå-
ðåíöiàëüíi âèðàçè (1.4) ¹ íîðìàëüíèìè çàìêíåíèìè îïåðàòîðàìè, âèçíà-
÷åíèìè íà ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði D(L) ⊂ L2(M ;CN ). Òîäi çà òåîðåìîþ
1.2 ìîæíà çíàéòè òàêó ïàðó (ϕ(0)(λ), ψ(k)(µ)) ∈ H∗0×Hk

Λ(L),+(MT), ïàðà-
ìåòðèçîâàíó åëåìåíòàìè (λ, µ) ∈ Σ× Σk, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

B
(m)
λ (ψ(0)(µ)dx) = S

(m)
(t;x)

∫

∂S
(m)
(t;x)

Ω(m−1)[ϕ(0)(λ), ψ(0)(µ)dx], (2.1)

äå S
(m)
(t;x) ∈ Hm(MT;C) � äåÿêèé äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé åëåìåíò, ïàðàìåò-

ðèçîâàíèé äîâiëüíî âèáðàíîþ òî÷êîþ (t; x) ∈ MT ∩ ∂S
(m)
(t;x).
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi iíòåãðàëüíi âèðàçè

Ω(t;x)(λ, µ) :=
∫

σ
(m−1)
(t;x)

Ω(m−1)[ϕ(0)(λ), ψ(0)(µ)dx],

Ω(t0;x0)(λ, µ) :=
∫

σ
(m−1)
(t0;x0)

Ω(m−1)[φ(0)(λ), ψ(0)(µ)dx],
(2.2)

ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ (t0;x0) ∈ MT ∩ ∂S
(m)
(t0;x0), ìåæàìè σ

(m−1)
(t;x) := ∂S

(m)
t;x ,

σ
(m−1)
(t0;x0) := ∂S

(m)
t0;x0

, ãîìîëîãi÷íèìè îäíà îäíié, (t;x0) −→ (t; x) ∈ MT,

(λ, µ) ∈ Σ×Σk, i ïðîiíòåðïðåòó¹ìî ¨õ ÿê ÿäðà [1, 2, 17] âiäïîâiäíèõ îáî-
ðîòíèõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ òèïó Ãiëüáåðòà�Øìiäòà Ω(t;x),Ω(t0;x0) :

L
(ρ)
2 (Σ;C) −→ L

(ρ)
2 (Σ;C), äå ρ � äåÿêà ôiíiòíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà ìíî-

æèíi ïàðàìåòðiâ Σ. Âèçíà÷èìî òåïåð îáîðîòíi îïåðàòîðíi âèðàçè

Ω± : ψ(0)(µ) −→ ψ̃(0)(µ) (2.3)

äëÿ ψ(0)(µ)dx ∈ Hm
Λ(L),+(MT) i äåÿêèõ ψ̃(0)(µ)dx ∈ Hm

Λ(L),+(MT), µ ∈ Σ,
äå, çà îçíà÷åííÿì, äëÿ áóäü-ÿêèõ η ∈ Σ

ψ̃(0)(η) := ψ(0)(η) · Ω−1
(t;x) · Ω(t0;x0) =

=
∫

Σ
dρ(µ)

∫

Σ
dρ(ξ)ψ(0)(µ)Ω−1

(t;x)(µ, ξ)Ω(t0;x0)(ξ, η),
(2.4)

áóäó÷è ìîòèâîâàíèì âèðàçîì (2.1). À ñàìå, ðîçãëÿíåìî òàêó äiàãðàìó

Hm
Λ(L),+(MT)

Ω±−→ Hm
Λ(L̃),+

(MT),

B
(m)
λ ↓ ↙ B̃

(m)
λ

Hm(MT;C)

(2.5)

ÿêà ïðèïóñêà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ äëÿ äåÿêîãî iíøîãî êîëàíöþãîâîãî
êîìïëåêñó

H −→ Λ0(MT;H)
dL̃−→ Λ1(MT;H)

dL̃−→ . . .
dL̃−→ Λm+2(MT;H)

dL̃−→ 0. (2.6)

Òóò, çà îçíà÷åííÿì, óçàãàëüíåíå àíòèäèôåðåíöiþâàííÿ dL̃ ¹

dL̃ :=
2∑

j=1

dtj ∧ L̃j(t; x|∂) (2.7)
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ç îïåðàòîðàìè

L̃j = ∂/∂tj − L̃j(t; x|∂), L̃j(t; x|∂) :=
nj(L̃)∑

|α|=0

ã(j)
α (t;x)

∂|α|

∂xα
, (2.8)

äå ã
(j)
α ∈ C1(T; C∞(M ; EndCN ), |α| = 0, nj(L̃), nj(L̃) := nj(L) ∈ Z+,

j = 1, 2. Âiäïîâiäíi içîìîðôiçìè B̃
(m)
λ : Hm

Λ(L),+(MT) −→ Hm(MT;C),
λ ∈ Σ, äiþòü, çà îçíà÷åííÿì, íàñòóïíèì ÷èíîì:

B̃
(m)
λ (ψ̃(0)(µ)dx) = S

(m)
(t;x)

∫

∂S
(m)
(t;x)

Ω̃(m−1)[ϕ̃(0)(λ), ψ̃(0)(µ)dx], (2.9)

äå ϕ̃(0)(λ) ∈ H̃∗0 ⊂ H0
Λ(L∗),−(MT), λ ∈ (σ(L̃) ∩ σ̄(L̃∗))× Σσ,

H̃∗0 := {ϕ̃(0)(λ) ∈ Hm
Λ(L∗),−(MT) : d∗L̃ϕ̃(0)(x) = 0,

ϕ̃(0)(λ)|Γ̃ = 0, λ ∈ Σ}
(2.10)

äëÿ äåÿêî¨ ãiïåðïîâåðõíi Γ̃ ⊂ MT. Âiäïîâiäíî âèçíà÷à¹ìî íàñòóïíèé
çàìêíåíèé ïiäïðîñòið

H̃0 := {ψ̃(0)(µ) ∈ H0
Λ(L∗),−(MT) : d∗L̃ψ̃(0)(λ) = 0,

ψ̃(0)(µ)|Γ̃ = 0, µ ∈ Σ}
(2.11)

äëÿ ãiïåðïîâåðõíi Γ̃ ⊂ MT, ùî ââåäåíà âèùå.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî åëåìåíòè (2.4) íàëåæàòü äî çàìêíåíîãî ïiä-

ïðîñòîðó (2.11), òîáòî
dL̃ψ̃(0)(µ) = 0. (2.12)

Âèçíà÷èìî ïîäiáíî äî (2.11) çàìêíåíèé ïiäïðîñòið H̃∗0 ⊂ Hm
Λ(L∗),−(MT)

íàñòóïíèì ÷èíîì:

H0 := {ψ(0)(λ) ∈ H0
Λ(L∗),−(MT) : dLψ(0)(λ) = 0,

ψ(0)(λ)|Γ = 0, λ ∈ Σ}
(2.13)

äëÿ âñiõ µ ∈ Σ. Òîäi, çàâäÿêè êîìóòàòèâíîñòi äiàãðàìè (2.5), iñíóþòü
âiäïîâiäíi äâà îáîðîòíi âiäîáðàæåííÿ

Ω± : H0 → H̃0, (2.14)
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çàëåæíî âiä øëÿõó ¨õ ðîçøèðåííÿ íà âåñü ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Hm
Λ,−(MT).

Ðîçøèðèìî òåïåð îïåðàòîðè (2.14) íà âåñü ãiëüáåðòiâ ïðîñòið Hm
Λ,−(MT)

çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäó [32, 36] âàðiàöi¨ ñòàëèõ, âðàõîâóþ-
÷è, ùî ÿäðà Ω(t;x)(λ, µ), Ω(t0;x0)(λ, µ) ∈ L

(p)
2 (Σ;C) ⊗ L

(p)
2 (Σ;C), λ, µ ∈ Σ.

Ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

Ω(t;x)(λ, µ)− Ω(t0;x0)(λ, µ) =
∫

∂S
(m)
(t;x)

Ω(m−1)[ϕ(0)(x), ψ(0)(µ)dx]−

−
∫

∂S
(m)
(t0;x0)

Ω(m−1)[ϕ(0)(λ), ψ(0)(µ)dx] =

=
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
(t;x)

,σ
(m−1)
(t0;x0)

)
dΩ(m−1)[ϕ(0)(λ), ψ(0)(µ)dx] =

=
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
(t;x)

,σ
(m−1)
(t0;x0)

)
Z(m)[ϕ(0)(λ), ψ(0)(µ)dx],

(2.15)

äå, çà îçíà÷åííÿì, m-âèìiðíi âiäêðèòi ïîâåðõíi S
(m)
± (σ(m−1)

(t;x) , σ
(m−1)
(t0;x0)) ⊂

MT � ãëàäêî íàïíóòi áåç ñàìîïåðåòèíiâ ìiæ äâîìà ãîìîëîãi÷íèìè öèê-
ëàìè σ

(m−1)
(t;x) = ∂S

(m)
(t;x) i σ

(m−1)
(t0;x0) = ∂S

(m)
(t0;x0) ∈ Cm−1(MT;C) òàêèì ÷èíîì,

ùî ãðàíèöÿ ∂(S(m)
+ (σ(m−1)

(t0;x0), σ
(m−1)
(t0;x0)) ∪ S

(m)
− (σ(m−1)

(t;x) , σ
(m−1)
(t0;x0))) = ∅. Âèêîðèñ-

òîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.15), ëåãêî çíàéòè òàêi âèðàçè â H−:

Ω± = 1−
∫

Σ
dρ(η)ψ̃(0)(ξ)Ω−1

(t0;x0)(ξ, η)×

×
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
(t;x)

,σ
(m−1)
(t0;x0)

)
Z(m)[ϕ(0)(η), (·)dx],

(2.16)

âèçíà÷åíi äëÿ ôiêñîâàíèõ ïàð

(ϕ(0)(ξ), ψ(0)(η)) ∈ H∗0 ×H0, (ϕ̃(0)(ξ), ψ̃(0)(µ)) ∈ H̃∗0 × H̃0, λ, µ ∈ Σ,

ÿê îáìåæåíi îáîðîòíi îïåðàòîðè òèïó Âîëüòåððà [3, 5, 17, 28] ó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H. Áiëüøå òîãî, äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ
L̃j : H −→ H, j = 1, 2, ëåãêî îòðèìàòè íàñòóïíi âèðàçè:

L̃j = Ω±LjΩ−1
± , (2.17)

äå ëiâà ÷àñòèíà (2.17) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó çíàêiâ ¾±¿ ó ïðàâié ÷àñ-
òèíi. Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè Âîëüòåððà (2.16) ¹ îïåðàòîðà-
ìè òðàíñìóòàöi¨ Äåëüñàðòà�Äàðáó, ùî âiäîáðàæàþòü çàäàíó ìíîæèíó L
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äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ â íîâó ìíîæèíó L̃ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðà-
òîðiâ, ïåðåòâîðåíèõ ç äîïîìîãîþ âèðàçiâ Äåëüñàðòà (2.17).

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi îïåðàòîðè Lj(t; x|∂), j = 1, 2, ðîçãëÿíóòi âèùå,
íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ t ∈ T. Òîäi, î÷åâèäíî, ìîæíà âçÿòè

H0 := {ψ(0)
µ (ξ) ∈ L2.−(M ;CN ) : Ljψ

(0)
µ (ξ) = µjψ

(0)
µ (ξ), j = 1, 2,

ψ
(0)
µ (ξ)|Γ̃ = 0, µ = (µ1, µ2) ∈ σ(L̃) ∩ σ(L∗), ξ ∈ Σσ},

H̃0 := {ψ̃(0)
µ (ξ) ∈ L2.−(M ;CN ) : L̃jψ̃

(0)
µ (ξ) = µjψ̃

(0)
µ (ξ), j = 1, 2,

ψ̃
(0)
µ (ξ)|Γ̃ = 0, µ = (µ1, µ2) ∈ σ(L̃) ∩ σ(L∗), ξ ∈ Σσ},

H∗0 := {ϕ(0)
λ (η) ∈ L2.−(M ;CN ) : L∗jϕ

(0)
λ (η) = λ̄jϕ

(0)
λ (η), j = 1, 2,

ϕ
(0)
λ (η)|Γ̃ = 0, λ = (λ1, λ2) ∈ σ(L̃) ∩ σ(L∗), η ∈ Σσ},

H̃∗0 := {ϕ̃(0)
λ (η) ∈ L2.−(M ;CN ) : L̃∗j ϕ̃

(0)
λ (η) = λ̄jϕ

(0)
λ (η), j = 1, 2,

ϕ̃
(0)
λ (η)|Γ̃ = 0, λ = (λ1, λ2) ∈ σ(L̃) ∩ σ(L∗), η ∈ Σσ},

(2.18)

i çáóäóâàòè âiäïîâiäíi îïåðàòîðè òðàíñìóòàöi¨ Äåëüñàðòà�Äàðáó

Ω± = 1−
∫

σ(L̃)∩σ(L∗)
dρσ(λ)

∫

Σσ×Σσ

dρΣσ(ξ)dρΣσ(η)×

×
∫

S
(m)
± σ

(m−1)
(t0;x0)

,σ
(m−1)
(t0;x0)

dxψ̃
(0)
λ (ξ)Ω−1

x0
(λ; ξ; η)ϕ̄(0),ᵀ

λ (η)(·),
(2.19)

ùî äiþòü â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L2,+(M ;CN ), äå äëÿ áóäü-ÿêèõ ïàðà-
ìåòðiâ (λ; ξ, η) ∈ (σ(L̃) ∩ σ(L∗)× Σ2

σ ÿäðà

Ω(x0)(λ; ξ, η) :=
∫

σ
(m−1)
x0

Ω(m−1)[ϕ(0)
λ (ξ), ψ(0)

λ (η)dx] (2.20)

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L
(ρ)
2 (Σσ;C) ⊗ L

(ρ)
2 (Σσ;C). Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè

∂Ω±/∂tj = 0, j = 1, 2, ëåãêî îòðèìàòè ìíîæèíó âèðàçiâ

L̃j(x|∂) := Ω±Lj(x|∂)Ω−1
± , j = 1, 2, (2.21)

ùî, î÷åâèäíî, êîìóòóþòü îäíå ç îäíèì.
Îïåðàòîðè Âîëüòåððà (2.19) âîëîäiþòü äåÿêèìè äîäàòêîâèìè âëàñ-

òèâîñòÿìè. À ñàìå, âèçíà÷èìî íàñòóïíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð òèïó
Ôðåäãîëüìà â H :

Ω := Ω−1
+ Ω−, (2.22)
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ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè â íàñòóïíié ôîðìi:

Ω = 1 + Φ(Ω), (2.23)

äå îïåðàòîð Φ(Ω) ∈ B∞(H) ¹ êîìïàêòíèì. Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ
(2.21), ëåãêî îòðèìàòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi êîìóòàòîðíi óìîâè

[Ω, Lj ] = 0, j = 1, 2. (2.24)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φ̂(Ω) ∈ H− ⊗H−, K̂+(Ω), K̂−(Ω) ∈ H− ⊗H− ÿäðà
âiäïîâiäíèõ [1, 2] îïåðàòîðiâ Φ(Ω) ∈ B∞(H) i Ω± − 1 ∈ B∞(H). Òîäi,
âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî suppK+(Ω) ∩ suppK−(Ω) = σ

(m−1)
x ∪ σ

(m−1)
x0 ,

iç (2.22) òà (2.23) îòðèìó¹ìî âiäîìå ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ òèïó
Ãåëüôàíäà�Ëåâiòàíà�Ìàð÷åíêà

K̂+(Ω) + ˆΦ(Ω) + K̂+(Ω)+ ∗ Φ̂(Ω) = K̂−(Ω), (2.25)

ÿêå äîçâîëÿ¹ çíàéòè ôàêòîðèçóþ÷å ÿäðî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà (2.22)
K̂+(Ω)(x; y) ∈ H− ⊗ H− äëÿ âñiõ y ∈ suppK+(Ω). Óìîâè (2.24) ìîæíà
çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

(Lj,ext ⊗ 1)Φ̂(Ω) = (1⊗ L∗j,ext)Φ̂(Ω), (2.26)

äå Lj,ext ∈ L(H−), j = 1, 2, i ¨õ ñïðÿæåííÿ L∗j,ext ∈ L(H−), j = 1, 2, ¹
âiäïîâiäíèìè ðîçøèðåííÿìè [1, 2, 33] äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ Lj i
L∗j ∈ L(H), j = 1, 2.

Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (2.21), ìîæíà, ïîäiáíî äî (2.26), çà-
ïèñàòè [1, 33] óìîâè íà âiäïîâiäíi ÿäðà:

(L̃j,ext ⊗ 1)K̂±(Ω) = (1⊗ L∗j,ext)K̂±(Ω), (2.27)

äå, ÿê i âèùå, L̃j,ext ∈ L(H−), j = 1, 2, � âiäïîâiäíî îñíàùåíi ðîçøèðåííÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ L̃j ∈ L(H), j = 1, 2.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî àíàëiçó ïèòàííÿ ïðî çàãàëüíó äèôåðåíöiàëüíó
ñòðóêòóðó òðàíñôîðìîâàíèõ îïåðàòîðíèõ âèðàçiâ (2.17). Î÷åâèäíî, ùî
çíàéäåíi âèùå óìîâè (2.25) òà (2.26) íà ÿäðà K̂±(Ω) ∈ H−⊗H− îïåðàòî-
ðiâ òðàíñìóòàöi¨ Äåëüñàðòà�Äàðáó ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ òîãî, ùîá iñíóâà-
ëè îïåðàòîðíi âèðàçè (2.17) i áóëè äèôåðåíöiàëüíèìè. Ïîñòàâèìî òåïåð
ïèòàííÿ, ÷è ¹ öi óìîâè äîñòàòíiìè? Äëÿ âèâ÷åííÿ öüîãî ïèòàííÿ ðîçãëÿ-
íåìî îïåðàòîðè Âîëüòåððà (2.16) òà (2.19) ç ÿäðàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (2.25) òà (2.26), ââàæàþ÷è, ùî âiäïîâiäíî îði¹íòîâàíi ïîâåðõíi
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S
(m)
± (σ(t;x)(m−1) , σ(t0;x0)(m−1)) ∈ Cm(MT;C) çàäàíi, íàïðèêëàä, íàñòóïíèì

÷èíîì:

S
(m)
+ (σ(t;x)(m−1) , σ(t0;x0)(m−1)) = {(t′; x′) ∈ MT : t′ = P (t;x|x′), t ∈ T},

S
(m)
− (σ(t;x)(m−1) , σ(t0;x0)(m−1)) = {(t′; x′) ∈ MT : t′ = P (t; x|x′) ∈ T\[t0, t]},

(2.28)
äå P ∈ C∞(MT × M ; T) � òàêå ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ, ùî ìåæi ∂S

(m)
±

(σ(m−1)
(t;x) , σ

(m−1)
(t0;x0)) = ±(σ(m−1)

(t;x) − σ
(m−1)
(t0;x0)) ç öèêëàìè σ

(m−1)
(t;x) òà σ

(m−1)
(t0;x0) ∈

K(MT), ãîìîëîãi÷íèìè îäíå îäíîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ âèáðàíèõ òî÷îê
(t0; x0) òà (t; x) ∈ MT. Òîäi ëåãêî áà÷èòè ç äîïîìîãîþ ïðîñòèõ, àëå äå-
ùî ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü, ÿêi ãðóíòóþòüñÿ íà ìiðêóâàííÿõ ç [4, 15], ùî
ðåçóëüòóþ÷i âèðàçè äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

L̃ = L + [K±(Ω), L] ·Ω−1
± (2.29)

¹ òî÷íî ðiâíèìè îäèí îäíîìó äèôåðåíöiàëüíèìè âèðàçàìè, ÿêùî òà-
êèì áóâ âèðàç äëÿ îïåðàòîðà L ∈ L(H). Ñòîñîâíî îáåðíåíèõ îïåðàòîðiâ
Ω−1
± ∈ B(H), ùî ¹ â (2.29), ìîæíà çàóâàæèòè, ùî çàâäÿêè ôóêöiîíàëü-

íié ñèìåòði¨ ìiæ çàìêíåíèìè ïiäïðîñòîðàìè H0 òà H̃0 ⊂ H̃−, âèçíà÷àëü-
íi ñïiââiäíîøåííÿ (2.14) òà (2.4) ¹ çâîðîòíiìè, òîáòî iñíóþòü îáåðíåíi
îïåðàòîðíi âiäîáðàæåííÿ Ω−1

± : H̃0 → H0 òàêi, ùî

Ω−1
± : ψ̃(0)(λ) −→ ψ(0)(λ) := ψ̃(0)(λ) · Ω̃−1

(t;x)Ω̃(t;x) (2.30)

äëÿ äåÿêèõ âiäïîâiäíèõ ÿäåð Ω̃(t;x)(λ, µ) òà Ω̃(t0;x0)(λ, µ) ∈ L
(ρ)
2 (Σ;C) ⊗

L
(ρ)
2 (Σ;C), ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðåòâîðåíèì äèôåðåíöiàëüíèì âèðà-

çîì L̃ ∈ L(H). Òàêèì ÷èíîì, çàâäÿêè âèðàçàì (2.30) ìîæíà çàïèñàòè,
ïîäiáíî äî (2.19), âiäïîâiäíi îáåðíåíi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè:

Ω−1
± = 1−

∫

Σ
dρ(ξ)

∫

Σ
dρ(η)ψ(0)(ξ)Ω̃−1

t0;x0
(ξ, η)×

×
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
(t;x)

,σ
(m−1)
(t0;x0)

)
Z̃(m)[ϕ̃(0)(η), (·)dx],

(2.31)

âèçíà÷åíi äëÿ ôiêñîâàíèõ ïàð

(ϕ̃(0)(ξ), ψ̃(0)(η)) ∈ H̃∗0 × H̃0, (ϕ(0)(ξ), ψ(0)(η)) ∈ H∗0 ×H0, ξ, η ∈ Σ,

i áóäó÷è îáìåæåíèìè îáîðîòíèìè îïåðàòîðàìè òèïó Âîëüòåððà â ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H. À ñàìå, óìîâè ñóìiñíîñòi Ω±Ω−1

± = 1 = Ω−1
± Ω±



Ñïåêòðàëüíi òà äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íi àñïåêòè ... 165

ïîâèííi áóòè âèêîíàíi òîòîæíî â H, òÿãíó÷è çà ñîáîþ äåÿêi îáìåæåííÿ,
ùî âèçíà÷àþòü ìiðó ρ òà Σ, à òàêîæ ìîæëèâi àñèìïòîòè÷íi óìîâè íà
êîåôiöi¹íòíi ôóíêöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó L ∈ L. Òàêîãî òèïó îáìå-
æåííÿ áóëè âæå âiäçíà÷åíi ðàíiøå â [6, 24, 41], äå, çîêðåìà, ðîçãëÿäàëèñÿ
çâ'ÿçêè ç ëîêàëüíîþ òà íåëîêàëüíîþ ïðîáëåìàìè Ðiìàíà.

Â ðàìêàõ çàãàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨, âèêëàäåíî¨ âèùå, ìîæíà äàòè ïðèðî-
äíþ iíòåðïðåòàöiþ òàê çâàíèõ òðàíñôîðìàöié Áåêëóíäà äëÿ êîôiöi¹íò-
íèõ ôóíêöié çàäàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðíîãî âèðàçó L ∈ L(H).
À ñàìå, ñëiäóþ÷è ñèìâîëi÷íîìó ðîçãëÿäó â [25], ìè ïåðåiíòåðïðåòó¹ìî
ïiäõiä, çàïðîïîíîâàíèé òàì, äëÿ ïîáóäîâè ïåðåòâîðåíü Áåêëóíäà, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òåõíiêó, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà òåîði¨ îïåðàòîðiâ òðàíñìóòàöi¨
Äåëüñàðòà. Âèçíà÷èìî äâà ðiçíi òðàíñôîðìîâàíi çà Äåëüñàðòîì�Äàðáó
äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðíi âèðàçè

L1 = Ω1,±LΩ−1
1,±, L2 = Ω2,±LΩ−1

2,±, (2.32)

äå Ω1,+,Ω2,− � äåÿêi îïåðàòîðè Âîëüòåððà òðàíñìóòàöié Äåëüñàðòà â H
ç áîðåëiâñüêèìè ñïåêòðàëüíèìè ìiðàìè ρ1 i ρ2 íà Σ òàêèìè, ùî ñïðàâå-
äëèâi íàñòóïíi óìîâè

Ω−1
1,+Ω1,− = Ω = Ω−1

2,+Ω2,−. (2.33)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð óìîâè (2.32) i ñïiââiäíîøåííÿ (2.33), ëåãêî çíàé-
òè, ùî îïåðàòîð B := Ω2,−Ω−1

1,+ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi îïåðàòîðíi ðiâíÿííÿ

L2B = BL1, Ω2,±B = BΩ1,±, (2.34)

ùî ìîòèâó¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 2.1. Îáîðîòíå ñèìâîëüíå âiäîáðàæåííÿ B̂ : L(H) −→ L

(H) áóäåìî íàçèâàòè ïåðåòâîðåííÿì Äàðáó-Áåêëóíäà îïåðàòîðà L1 ∈
L(H) â îïåðàòîð L2 ∈ L(H), ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî âèðàçó Q ∈ L(H) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà

[QB̂,L1] = 0. (2.35)

Óìîâó (2.35) ìîæíà ðåàëiçóâàòè òàêèì ÷èíîì. Âiçüìåìî áóäü-ÿêèé
äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç q ∈ L(H), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñèìâîëüíå ðiâíÿííÿ

[qB, L] = 0. (2.36)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ, ïîäiáíå äî (2.32), ç (2.33) çíàõîäèìî

[QB̂,L1] = 0, (2.37)
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äå, çàâäÿêè (2.34),

QB̂ := Ω1,+qB̂Ω−1
1,+ = Ω1,+qΩ−1

2,+B̂. (2.38)

Îòæå, âèðàç Q = Ω1,+qΩ−1
2,+ òàêîæ âèÿâëÿ¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì çàâäÿ-

êè óìîâàì (2.34).
Ìiðêóâàííÿ, ïîâ'ÿçàíå ç ñèìâîëüíèì âiäîáðàæåííÿì B̂ : L(H) →

L(H), ïðèâîäèòü äî åôåêòèâíîãî çíàðÿääÿ äëÿ ïîáóäîâè àâòîïåðåòâî-
ðåííÿ Áåêëóíäà äëÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðíèõ âèðàçiâ
L1,L2 ∈ L(H), ùî ìàþòü áàãàòî çàñòîñóâàíü [14, 17, 27, 31, 36] â ñïåêò-
ðàëüíié i ñîëiòîííié òåîðiÿõ.

Ïîâåðíåìîñü òåïåð äî âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðè òðàíñôîðìàöié Äåëüñàð-
òà�Äàðáó äëÿ ïó÷êiâ ïîëiíîìiàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

L(λ; x|∂) :=
n(L)∑

j=0

Lj(x|∂)λj , n(L) ∈ Z+, (2.39)

äå λ ∈ C � ïàðàìåòð. Ïîòðiáíî çíàéòè âiäïîâiäíi äî (2.39) ïåðåòâîðåííÿ
Äåëüñàðòà�Äàðáó Ωλ,±, λ ∈ C, òàêi, ùî äëÿ äåÿêèõ ïó÷êiâ ïîëiíîìiàëü-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ L̃(λ; x|∂) ∈ L(H) äëÿ ìàéæå âñiõ λ ∈ C
ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òðàñìóòàöiéíi óìîâè Äåëüñàðòà�Ëàéîíñà [20]

L̃Ωλ,± = Ωλ,±L. (2.40)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ðîçãëÿíåìî çàëåæíèé âiä ïàðàìåò-
ðà τ ∈ R äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Lτ (x|∂) ∈ L(Hτ ), äå

Lτ (x|∂) :=
n(L)∑

j=0

Lj(x|∂)
∂j

∂τ j
, (2.41)

äi¹ â ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði Hτ = Cq(L)(Rτ ;H) äëÿ äåÿêîãî q(L) ∈
Z+. Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ Äåëüñàðòà�Äàðáó
Ωτ,± ∈ L(Hτ ) òèïó Âîëüòåððà äëÿ äåÿêîãî äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó

L̃τ (x|∂) :=
n(L)∑

j=0

L̃j(x|∂)
∂j

∂τ j
, (2.42)

ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ [20] ïåðåñòàíîâî÷íi óìîâè Äåëüñàðòà-Ëiîíñà

L̃τΩτ,± = Ωτ,±Lτ (2.43)
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â ïðîñòîði Hτ . Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi âèùå, ìîæ-
íà çàïèñàòè, ùî

Ωτ,± = 1−
∫

Σ
dρΣ(ξ)

∫

Σ
dρΣ(η)ψ̃(0)

τ (λ; ξ)Ω−1
(τ0;x0)(λ; ξ, η)×

×
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
(τ ;x)

,σ
(m−1)
(τ0;x0)

)
Z(m)[ϕ(0)

τ (λ; η), (·)dx],
(2.44)

âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ çàìêíóòèõ ïiäïðîñòîðiâ Hτ,0 ⊂
Hτ,− òà H∗τ,0 ⊂ H∗τ,− :

Hτ,0 := {ψ(0)
τ (λ; ξ) ∈ Hτ,− : Lτψ

(0)
τ (λ; ξ) = 0,

ψ
(0)
τ (λ; ξ)|τ=0 = ψ(0)(λ; ξ) ∈ H, Lψ(0)(λ; ξ) = 0,

ψ(0)(λ; ξ)|Γ = 0, λ ∈ C, ξ ∈ Σ},
H∗τ,0 := {ϕ(0)

τ (λ; η) ∈ H∗τ,− : Lτϕ
(0)
τ (λ; η) = 0,

ϕ
(0)
τ (λ; η)|τ=0 = ϕ(0)(λ; η) ∈ H∗,Lϕ(0)(λ; η) = 0,

ϕ(0)(λ; η)|Γ = 0, λ ∈ C, η ∈ Σ}.

(2.45)

Ïðèãàäóþ÷è òåïåð, ùî îïåðàòîðè Lj ∈ L(H), j = 0, r(L), íå çàëåæàòü
âiä ïàðàìåòðà τ ∈ R, ç (2.44) ìîæíà ëåãêî âèçíà÷èòè

Ω± = 1−
∫

Σ
dρΣ(ξ)

∫

Σ
dρΣ(η)ψ̃(0)(λ; ξ)Ω−1

(x0)(λ; ξ, η)×

×
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
(x)

,σ
(m−1)
(x0)

)
Z

(m)
0 [ϕ(0)(λ; η), (·)dx],

(2.46)

äå σ
(m−1)
x := σ

(m−1)
(τ0;x) , σ

(m−1)
x0 := σ

(m−1)
(τ0;x0) ∈ Cm−1(Rm;C) i

Z
(m)
0 [ϕ(0)(λ; η), ψ(0)dx] := Z(m)[ϕ(0)

τ (λ; η), ψ(0)
τ dx]|dτ=0. (2.47)

Âiäïîâiäíî äî (2.46) çàìêíåíi ïiäïðîñòîðèH0 ∈ H− iH∗0 ∈ H∗− çàäàþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

H0 := {ψ(0)(λ; ξ) ∈ H− : Lψ(0)(λ; ξ) = 0,

ψ(0)(λ; ξ)|Γ = 0, λ ∈ C, ξ ∈ Σ},
H∗τ,0 := {ϕ(0)(λ; η) ∈ H∗− : Lϕ(0)(λ; η) = 0,

ϕ(0)(λ; η)|Γ = 0, λ ∈ C, η ∈ Σ}.

(2.48)
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Òèì ñàìèì, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (2.46), ìîæíà ïîáóäóâàòè ïåðåòâî-
ðåíèé çà Äåëüñàðòîì-Äàðáó ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé ïó÷îê L̃ ∈ L(H),
êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ïîâ'ÿçàíi ç êîåôiöi¹íòàìè ïó÷êà L ∈ L(H) ÷åðåç äå-
ÿêi ñïiââiäíîøåííÿ òèïó Áåêëóíäà, ÿêi êîðèñíi äëÿ çàñòîñóâàíü â òåîði¨
ñîëiòîíiâ (äèâ. [23, 24, 36, 37, 40]).

3. ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÒÐÀÍÑÌÓÒÀÖI� ÄÅËÜÑÀÐÒÀ�ÄÀÐÁÓ
ÄËß ÑÏÅÖIÀËÜÍÈÕ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖI-
ÀËÜÍÈÕ ÂÈÐÀÇIÂ ÒÀ �Õ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

3.1. Çáóðåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rn. Ðîçãëÿ-
íåìî îïåðàòîð Ëàïëàñà −∆m â H := L(Rm;C), çáóðåíèé îïåðàòîðîì
ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ q ∈ W 2

2 (Rm;C), òîáòî îïåðàòîð

L(x|∂) := −∆m + q(x), x ∈ Rm. (3.1)

Îïåðàòîð (3.1) ¹, î÷åâèäíî, ñàìîñïðÿæåíèì â H. Çàñòîñîâóþ÷è ðåçóëüòà-
òè ðîçäiëó 1 äî äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó (3.1) â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
H, ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíi îáîðîòíi îïåðàòîðè òðàíñìóòàöi¨ Äåëüñàð-
òà�Äàðáó:

Ω± = 1−
∫

σ(L)
dρσ(ξ)

∫

σ(L)
dρσ(ξ)

∫

Σσ

dρΣσ(ξ)
∫

Σσ

dρΣσ(η)×

×ψ̃(0)(λ; ξ)Ω−1
(x0)(λ; ξ, η)

∫ (0)

S
(m)
± (σ

(m−1)
(x)

,σ
(m−1)
(x0)

)
dyϕ̄(0)ᵀ(λ; η), (·),

(3.2)

äå σ
(m−1)
x ∈ K(Rm) � çàìêíåíà, ìîæëèâî íå êîìïàêòíà, ñèìïëiöiàëü-

íà ãiïåðïîâåðõíÿ â Rm, ïàðàìåòðèçîâàíà áiæó÷îþ òî÷êîþ x ∈ σ
(m−1)
x ,

i σ
(m−1)
x0 ∈ K(Rm) � âiäïîâiäíà ãîìîëîãi÷íà äî σ

(m−1)
x ñèìïëiöiàëüíà ãi-

ïåðïîâåðõíÿ â Rm, ïàðàìåòðèçîâàíà òî÷êîþ x0 ∈ σ
(m−1)
x0 . Iñíóþòü äâà m-

âèìiðíi ïiäïðîñòîðè, ùî ïîâ'ÿçóþòü ¨õ, ñêàæiìî S
(m)
± (σ(m−1)

x , σ
(m−1)
x0 ) ∈

K(Rm), i òàêi, ùî S
(m)
+ (σ(m−1)

x , σ
(m−1)
x0 )∪ S

(m)
− (σ(m−1)

x , σ
(m−1)
x0 ) = Rm. Áå-

ðó÷è äî óâàãè öi ïiäïðîñòîðè, ìîæíà êîìïàêòíî ïåðåïèñàòè îïåðàòîðè
òðàíñìóòàöi¨ Äåëüñàðòà�Äàðáó (3.2) äëÿ (3.1) ó âèãëÿäi

Ω± = 1+
∫

S
(m)
± (σ

(m−1)
x ,σ

(m−1)
x0

)
dyK̂±(Ω)(x; y)(·), (3.3)

äå, ÿê i ðàíiøå, x ∈ σ
(m−1)
x i ÿäðà K̂±(Ω) ∈ H− ⊗ H− çàäîâîëüíÿþòü



Ñïåêòðàëüíi òà äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íi àñïåêòè ... 169

ðiâíÿííÿ (2.27), àáî, åêâiâàëåíòíî,

−∆m(x; ∂)K̂±(Ω)(x; y) + ∆m(y; ∂)K̂±(Ω)(x; y) =

= (q(y)− q̃(x))K̂±(Ω)(x; y)
(3.4)

äëÿ âñiõ x, y ∈ supp K̂±(Ω). Âiçüìåìî äëÿ ïðîñòîòè íå êîìïàêòíó çàìê-
íåíó ñèìïëiöiàëüíó ãiïåðïîâåðõíþ σ

(m−1)
x = σ

(m−1)
x,γ := {y ∈ Rm :< x −

y, γ >= 0} i âèðîäæåíèé ñèìïëiöiàëüíèé öèêë σ
(m−1)
x0 := x0 = ∞ ∈ Rm,

äå γ ∈ Sm−1 � äîâiëüíèé âåêòîð, ||γ|| = 1. Òîäi, î÷åâèäíî,

S
(m)
± (σ(m−1)

x,γ , σ(m−1)
∞ ) := S

(m)
±γ,x = {y ∈ Rm :< x− y,±γ > ≥ 0} (3.5)

i îïåðàòîðè òðàíñìóòàöi¨ (3.3) íàáóâàþòü ôîðìó

Ω±γ = 1 +
∫

S
(m)
±γ,x

dyK̂±γ(Ω)(x; y)(·), (3.6)

äå supp K̂±γ(Ω) = S
(m)
±γ,x, S

(m)
+γ,x ∩S

(m)
−γ,x = σ

(m−1)
x,γ ∪σ

(m−1)
∞ i S

(m)
+γ,x ∪S

(m)
−γ,x =

Rm äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìêó γ ∈ Sm−1.
Îáîðîòíi îïåðàòîðè òðàíñìóòàöi¨ Âîëüòåððà, ïîäiáíi äî (3.6), áóëè

ïîáóäîâàíi ðàíiøå Ë.Ä. Ôàää¹¹âèì [15] äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî çáóðåíîãî
îïåðàòîðà Ëàïëàñà (3.1) â R3. Âií íàçâàâ ¨õ [15] îïåðàòîðàìè ïåðåòâî-
ðåííÿ ç âîëüòåððiâñüêèì íàïðÿìêîì γ ∈ Sm−1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèðàçè
Ë.Ä. Ôàää¹¹âà (3.6) ¹ äóæå ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì çàãàëüíîãî âèðàçó
(3.3), îòðèìàíîãî âèùå.

Âèçíà÷èìî òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.3), íàñòóïíèé îïåðàòîð Ôðåä-
ãîëüìà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H :

Ω := (1 + K+(Ω))−1(1 + K−(Ω)) = 1 + Φ(Ω) (3.7)

ç êîìïàêòíîþ ÷àñòèíîþ Φ(Ω) ∈ B∞(H). Òîäi ñïðàâåäëèâà êîìóòàöiéíà
òîòîæíiñòü

[L,Φ(Ω)] = 0 (3.8)
ðàçîì ç ðiâíÿííÿì òèïó Ãåëüôàíäà�Ëåâiòàíà�Ìàð÷åíêà

K+(Ω) + Φ̂(Ω) + K̂+(Ω) + Φ̂(Ω) = K̂−(Ω) (3.9)

äëÿ âiäïîâiäíèõ ÿäåð K̂±(Ω) òà Φ̂(Ω) ∈H− ⊗H−.
Ó [15] áóëà ðåòåëüíî ïðîàíàëiçîâàíà ñïåêòðàëüíà ñòðóêòóðà ÿäåð

K̂±(Ω) ∈H− ⊗ H− â (3.6), âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi âiä-
ïîâiäíèõ ôóíêöié Ãðiíà îïåðàòîðà (3.1). ßê ìîæíà ïîáà÷èòè ç (3.2), öi
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âëàñòèâîñòi ñèëüíî çàëåæàòü âiä ñòðóêòóðè ñïåêòðàëüíèõ ìið ρσ íà σ(L)
i ρΣσ íà Σσ i âiä àíàëiòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ÿäðà Ω∞(λ; ξ, η) ∈ L

(ρ)
2 (Σσ;C) ⊗

L
(ρ)
2 (Σσ;C), ξ, η ∈ Σσ, äëÿ âñiõ λ ∈ σ(L). Ó [15] áóëî òàêîæ âñòàíîâëåíî

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìêó γ ∈ Sm−1 çàëåæíiñòü ÿäåð K̂±(Ω) ∈H− ⊗ H−
âiä ðåãóëÿðèçîâàíîãî âèçíà÷íèêà ðåçîëüâåíòè Rµ(L) ∈ B(H) îïåðàòîðà
(3.1), äå µ ∈ C/σ(L) � ðåãóëÿðíà òî÷êà. Öþ çàëåæíiñòü ìîæíà òàêîæ
ïðîÿñíèòè, ÿêùî âèêîðèñòàòè ïiäõiä ðîçäiëó 2.

3.2. Äâîâèìiðíèé îïåðàòîð Äiðàêà. Âèçíà÷èìî â H := L2(R2;C2)
äâîâèìiðíèé îïåðàòîð òèïó Äiðàêà

L̃1(x; ∂) :=
(

∂/∂x1 ũ1(x)
ũ2(x) ∂/∂x2

)
, (3.10)

äå x := (x1, x2) ∈ R2, ũj ∈ W 1
2 ( R2;C), j = 1, 2. Òðàíñôîðìàöiéíi âëà-

ñòèâîñòi îïåðàòîðà (3.10) áóëè âèâ÷åíi â [7] ðåòåëüíî Ë.Ï. Íèæíèêîì.
Çîêðåìà, íèì ïîáóäîâàíî äåÿêèé ñïåöiàëüíèé êëàñ îïåðàòîðiâ òðàíñìó-
òàöi¨ òèïó Äåëüñàðòà�Äàðáó ó âèãëÿäi

Ω± = 1 +
∫

S
(2)
± (σ

(1)
x ,σ

(1)
∞ )

dyK̂±(Ω)(x; y)(·), (3.11)

äå äëÿ äâîõ îðòîíîðìîâàíèõ âåðñîðiâ γ1 òà γ2 ∈ S1, ||γ1|| = 1 = ||γ2||,

S
(2)
+ (σ(1)

x , σ
(1)
∞ ) := {y ∈ R2 :< x− y, γ1 >≥ 0}

∩{y ∈ R2 :< x− y, γ2 >≥ 0},
S

(2)
− (σ(1)

x , σ
(1)
∞ ) := {y ∈ R2 :< x− y, γ1 >≤ 0}

∪{y ∈ R2 :< x− y, γ2 >≤ 0}.

(3.12)

Ó âèïàäêó, êîëè < x, γj >= xj ∈ R, j = 1, 2, âiäïîâiäíå ÿäðî

K̂+(Ω) =

(
K

(1)
+,11δ<y−x,γ1> + K

(0)
+,11(x; y) K

(1)
+,12δ<y−x,γ2> + K

(0)
+,12)

K
(1)
+,21δ<y−x,γ1> + K

(0)
+,21(x; y) K

(1)
+,22δ<y−x,γ2> + K

(0)
+,22

)

(3.13)
¹ ñèíãóëÿðíèì ç îñîáëèâiñòþ òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ Äiðàêà, ëîêàëiçîâàíîþ
íà ïðîìåíÿõ < y − x, γ2 >= 0 i < y − x, γ1 >= 0, ç óñiìà ðåãóëÿðíèìè
êîåôiöi¹íòàìè K

(l)
+,ij ∈ C1(R2 × R2;C) äëÿ âñiõ i, j = 1, 2 òà l = 0, 1.

Òàêà âëàñòèâiñòü òðàíñìóòàöiéíèõ ÿäåð äëÿ âèïàäêó çáóðåíîãî îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà (3.1) ñïîñòåðiãàëàñÿ òàêîæ ó [15], äå âîíî ìîòèâóâàëîñü
íåîáõiäíèìè óìîâàìè äèôåðåíöiàëüíîñòi äëÿ ïåðåòâîðåíîãî îïåðàòîðà
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L̃(x; ∂) ∈ L(H). ßê ìîæíà ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, öi æ ïðè÷èíè iñíóâàííÿ
ñèíãóëÿðíîñòåé ìiñòÿòüñÿ â (3.13).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíèé âèðàç òèïó (3.3) äëÿ âiäïîâiäíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ S

(2)
± (σ(1)

x , σ
(1)
∞ ), ùî íàïèíàþòü çàìêíåíèé íåêîìïàêòíèé öèêë σ

(1)
x

∈ K(R2) i íåñêií÷åííó òî÷êó σ
(1)
∞ := ∞ ∈ K(R2). Áiæó÷à òî÷êà x ∈ σ

(1)
x

âèáèðà¹òüñÿ äîâiëüíîþ, àëå, ÿê çâè÷àéíî, ôiêñîâàíîþ. ßäðà K̂±(Ω) ∈
H−×H− â (3.11) çàäîâîëüíÿþòü ñòàíäàðòíi óìîâè (2.26) òà (2.27), òîáòî

(L̃1,ext ⊗ 1)K̂±(Ω) = (1⊗ L∗1,ext)K̂±(Ω), [L1, Φ(Ω)] = 0 (3.14)

äëÿ äåÿêîãî ìàòðè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà Äiðàêà L1 ∈ L(H)
ó ôîðìi (3.10). Ðàçîì ç öèì îïåðàòîðîì Äiðàêà â [7, 8] âèâ÷àâñÿ íàñòó-
ïíèé ìàòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó

L̃2(x; ∂) := 1
∂

∂t
+

(
∂2

∂x2
1
± ∂2

∂x2
2
− ṽ2 −2∂ũ1

∂x2

−2∂ũ2
∂x1

∂2

∂x2
1
± ∂2

∂x2
2
− ṽ1

)
(3.15)

â ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði H := C1(R; H), äëÿ ÿêîãî áóëà ðîçâèíóòà
òåîðiÿ ðîçñiÿííÿ i ïîäàíå ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî ïîáóäîâè ñîëiòîíîïîäiáíèõ
òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ òàê çâàíî¨ íåëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè Äåâi�
Ñòþàðòñîíà â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Îñòàíí¹ ãðóíòóâàëîñÿ íà ôàêòi, ùî
äâà îïåðàòîðè L̃1 i L̃2 ∈ L(H) êîìóòóþòü îäèí ç îäíèì. À ñàìå, ðîçãëÿ-
íåìî îïåðàòîðè Âîëüòåððà Ω± ∈ L(H), ùî ðåàëiçóþòü íàñòóïíi òðàíñ-
ìóòàöi¨ Äåëüñàðòà�Äàðáó:

L̃1Ω± = Ω±L1, L̃2Ω± = Ω±L2. (3.16)

Òóò ìè ïîêëàëè

L1(x; ∂) :=
(

∂/∂x1 0
0 ∂/∂x2

)
,

L2(x; ∂) := 1 ∂
∂t +

(
∂2

∂x2
1
± ∂2

∂x2
2
− α2(x2) 0

0 ∂2

∂x2
1
± ∂2

∂x2
2
− α1(x1)

)
,

(3.17)

äå αj ∈ W 1
2 (R;C), j = 1, 2, � äåÿêi çàäàíi ôóíêöi¨. Î÷åâèäíî, ùî îïåðà-

òîðè (3.17) êîìóòóþòü îäèí ç îäíèì. Òîäi, ÿêùî îïåðàòîðè Ω± ∈ L(H)
iñíóþòü i çàäîâîëüíÿþòü (3.16), òî òîäi òàêîæ ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi
êîìóòàöiéíi óìîâè

[L̃1, L̃2] = 0, (3.18)
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ùî ñòâåðäæóâàëîñÿ âèùå i âèêîðèñòîâóâàëîñÿ ðàíiøå â [7, 8].
Ïðèãàäà¹ìî òåïåð, ùî äëÿ iñíóâàííÿ îáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ Ω± ∈

L(H) ïîâèííi çàäîâîëüíÿòèñÿ äîäàòêîâi óìîâè íà ÿäðà (3.14) i

(L̃2,ext ⊗ 1)K̂±(Ω) = (1⊗ L∗2,ext)K̂±(Ω), [L2, Φ(Ω)] = 0, (3.19)

äå, ÿê i ðàíiøå, îïåðàòîð Φ(Ω) ∈B∞(H) âèçíà÷åíèé âèðàçîì (3.7) ÿê

Ω := 1 + Φ(Ω). (3.20)

Çàâäÿêè î÷åâèäíié êîìóòàöiéíié óìîâi (3.18) ìíîæèíà ðiâíÿíü (3.14) òà
(3.19) ¹ ñóìiñíîþ i ïðèâîäèòü äî âèðàçó òèïó (3.11), äå ÿäðî K̂+(Ω) ∈
H− ⊗ H− çàäîâîëüíÿ¹ ìíîæèíó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî óçàãàëü-
íþþòü ðiâíÿííÿ ç [7, 8]:

∂K+,11

∂x1
+

∂K+,11

∂y1
+ ũ1K+,21 = 0,

∂K+,12

∂x1
+

∂K+,12

∂y1
+ ũ1K+,22 = 0,

∂K+,21

∂x2
+

∂K+,21

∂x1
+ ũ2K+,11 = 0,

∂K+,22

∂x2
+

∂K+,22

∂y2
+ ũ2K+,12 = 0,

(3.21)

±∂ũ1

∂x2
K+,21 =

∂K+,11

∂t
+

[(
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂y2
1

)
±

(
∂2

∂x2
2

− ∂2

∂y2
2

)]
K+,11+

+(α2(x2)− ṽ2(x))K+,11,

±∂ũ1

∂x2
K+,21 =

∂K+,22

∂t
+

[(
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂y2
1

)
±

(
∂2

∂x2
2

− ∂2

∂y2
2

)]
K+,22+

+(α1(x1)− ṽ1(x))K+,22,

∓2
∂ũ1

∂x2
K+,22 =

∂K+,12

∂t
+

[(
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂y2
1

)
±

(
∂2

∂x2
2

− ∂2

∂y2
2

)]
K+,12+

+(α1(x1)− ṽ2(x))K+,22,

2
∂ũ2

∂x1
K+,22 =

∂K+,21

∂t
+

[(
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂y2
1

)
±

(
∂2

∂x2
2

− ∂2

∂y2
2

)]
K+,21+

+(α2(x2)− ṽ1(x))K+,11.
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Áiëüøå òîãî, âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

ũ1(x) = −K
(0)
+,12|y=x, ũ2(x) = −K

(0)
+,21|y=x,

ṽ2(x)|x1=−∞ = α2(x2), ṽ1(x)|x2=−∞ = α1(x1)
(3.22)

äëÿ âñiõ x ∈ R2 òà y ∈ supp K̂+(Ω), äå âðàõîâàíî ðîçêëàä

K̂+(Ω) =
p(K+)∑

s=0

K
(s)
+ δ

(s−1)

σ
(1)
x

(3.23)

äëÿ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî öiëîãî p(K+) ∈ Z+ ñòîñîâíî ôóíêöi¨ Äiðàêà
δ
σ

(1)
x

: W q
2 (R2;C) → R, q ∈ Z+, òà ¨¨ ïîõiäíèõ, ç íîñi¹ì (äèâ. [4, ðîçä. 3]),

ùî çáiãà¹òüñÿ iç çàìêíåíèì öèêëîì σ
(1)
x ∈ K(R2).

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ùîäî ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó (3.13), îáãîâîðåíîãî
ðàíiøå â [7, 8], ëåãêî îòðèìàòè, ùî p(K+) = 1 i σ

(1)
x = ∂(∩j=1,2{y ∈

R2 :< y − x, γj >= 0}) ⊂ supp K̂+(Ω). Ðàíiøå áóëî òàêîæ ïîêàçàíî,
ùî ðiâíÿííÿ òèïó (3.21) i (3.22) ìàþòü ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ Ãåëüôàíäà�Ëåâiòàíà�Ìàð÷åíêà (2.25).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð òî÷íi ôîðìè ½îäÿãíåíèõ� îïåðàòîðiâ L1 i
L2 ∈ L(H), ç (3.14) òà (3.19) ëåãêî îòðèìàòè âiäïîâiäíó ìíîæèíó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ êîìïîíåíò ÿäðà Φ̂(Ω) ∈ H− ⊗H− :

∂Φ11

∂x1
+

∂Φ11

∂y1
= 0,

∂Φ12

∂x1
+

∂Φ12

∂y1
= 0,

∂Φ21

∂x2
+

∂Φ21

∂y2
= 0,

∂Φ22

∂x2
+

∂Φ22

∂y2
= 0,

(3.24)

∂Φ11

∂t
±

(
∂2

∂x2
2

− ∂2

∂y2
2

)
Φ11 + (α2(y2)− α2(x2))Φ11 = 0,

∂Φ12

∂t
±

(
∂2

∂x2
2

− ∂2

∂y2
2

)
Φ12 + (α1(y1)− α2(x2))Φ12 = 0,

∂Φ21

∂t
+

(
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂y2
1

)
Φ21 + (α2(y2)− α1(x1))Φ21 = 0,

∂Φ22

∂t
+

(
∂2

∂x2
1

− ∂2

∂y2
1

)
Φ22 + (α1(y1)− α1(x1))Φ22 = 0

äëÿ âñiõ (x, y) ∈ R2 × R2. Îòðèìàíi âèùå ðiâíÿííÿ (3.24) óçàãàëüíþ-
þòü ðiâíÿííÿ, çíàéäåíi ðàíiøå â [7, 8] i âèêîðèñòàíi äëÿ iíòåãðóâàí-
íÿ âiäîìîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Äåâi�Ñòþàðòñîíà [6, 13, 14] i
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çíàõîäæåííÿ òàê çâàíèõ ñîëiòîííèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñòîñîâíî íàøîãî óçà-
ãàëüíåíîãî âèïàäêó, ÿäðî (3.23) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíèõ ðiâíÿíü òèïó
Ãåëüôàíäà�Ëåâiòàíà�Ìàð÷åíêà:

K
(0)
+ (x; y) + Φ(0)(x; y) +

∫

S
(2)
+ (σ

(1)
x ,σ

(1)
∞ )

K
(0)
+ (x; ξ)Φ(0)(ξ; y)dξ+

+
∫

σ
(1)
x

K
(1)
+ (x; ξ)Φ(0)(ξ; y)dσ(1)

x = 0,

K
(1)
+ (x; y) + Φ(1)(x; y) +

∫

S
(2)
+ (σ

(1)
x ,σ

(1)
∞ )

K
(0)
+ (x; ξ)Φ(1)(ξ; y)dξ+

+
∫

σ
(1)
x

K
(1)
+ (x; ξ)Φ(1)(ξ; y)dσ(1)

x = 0,

(3.25)

äå y ∈ S
(2)
+ (σ(1)

x , σ
(1)
∞ ) äëÿ âñiõ x ∈ R2 i, çà îçíà÷åííÿì,

Φ̂(Ω) := Φ(0) + Φ(1)δ
σ

(1)
x

(3.26)

¹ âiäïîâiäíèì äî (3.23) ðîçêëàäîì ÿäðà. Îñêiëüêè ÿäðî (3.26) ¹ ñèíãó-
ëÿðíèì, äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (3.24) ïîâèííi òðàêòóâàòèñÿ â ñåíñi
ðîçïîäiëiâ [4].

Áåðó÷è äî óâàãè òî÷íó ôîðìó ½îäÿãíåíèõ� äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðà-
òîðiâ Lj ∈ L(H), j = 1, 2, çàäàíèõ ÷åðåç (3.10) i (3.15), ëåãêî îòðèìó¹-
ìî, ùî óìîâà êîìóòàòèâíîñòi (3.18) ïðèâîäèòü äî óìîâè êîìóòàòèâíîñòi
L̃j ∈ L(H), j = 1, 2, ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî çãàäàíî¨ âèùå äèíàìi÷íî¨ ñèñòå-
ìè Äåâi�Ñòþàðòñîíà

dũ1/dt = −(ũ1,xx + ũ1,yy) + 2(ṽ1 − ṽ2),

dũ2/dt = ũ2,xx + ũ2,yy + 2(ṽ2 − ṽ1),

ṽ1,x = (ũ1ũ2)y, ṽ2,x = (ũ1ũ2)x

(3.27)

íà ôóíêöiîíàëüíîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ìíîãîâèäi Mu ⊂ S(R2;C).
Òî÷íi ñîëiòîíîïîäiáíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ (3.27) çàäàþòüñÿ âèðàçàìè (3.22), äå
ÿäðî K

(1)
+ (Ω) ðîçâ'ÿçó¹ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.25). Ç iíøîãî áîêó,

iñíó¹ òî÷íèé âèðàç (2.4), ÿêèé ðîçâ'ÿçó¹ ìíîæèíó ½îäÿãíåíèõ� ðiâíÿíü

L̃1ψ̃
(0)(η) = 0, L̃2ψ̃

(0)(η) = 0. (3.28)

Îñêiëüêè ÿäðà Ω(λ, µ) ∈ L
(ρ)
2 (Σ;C)⊗L

(ρ)
2 (Σ;C) äëÿ λ, µ ∈ Σ, (t; x) ∈ MT∩

S
(2)
+ (σ(1)

x , σ
(1)
∞ ) çàäàíi çà äîïîìîãîþ òî÷íèõ âèðàçiâ (2.2), òî çà äîïîìî-

ãîþ ïðîñòèõ îá÷èñëåíü ìîæíà çíàéòè âiäïîâiäíi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ



Ñïåêòðàëüíi òà äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íi àñïåêòè ... 175

ôóíêöié (ũ1, ũ2) ∈ Mu, ùî ðîçâ'ÿçóþòü äèíàìi÷íó ñèñòåìó (3.27). Öþ
ïðîöåäóðó ÷àñòî íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿì òèïó Äàðáó i ÿêó áóëî âèêî-
ðèñòàíî â [36] ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê êîíñòðóêöi¨ âèùå äëÿ çíàõîäæåííÿ
ñîëiòîíîïîäiáíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè Äåâi�Ñòþàðòñîíà (3.27)
i àñîöiéîâàíîãî ç íåþ ìîäèôiêîâàíîãî äâî-âèìiðíîãî ïîòîêó Êîðòåâåãà�
äå Ôðiçà íà Mu. Áiëüøå òîãî, ÿê öå ìîæíà çàóâàæèòè ç òåõíiêè, âèêîðèñ-
òàíî¨ äëÿ ïîáóäîâè îïåðàòîðiâ òðàñìóòàöi¨ Äåëüñàðòà�ÄàðáóΩ± ∈ L(H),
ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ (3.27), îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü Äàð-
áó çáiãà¹òüñÿ ïîâíiñòþ ç âiäïîâiäíîþ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìà-
íèõ çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó àñîöiéîâàíî¨ ìíîæèíè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Ãåëüôàíäà�Ëåâiòàíà�Ìàð÷åíêà (3.24) òà (3.25).

3.3. Óçàãàëüíåíèé àôiííèé äèôåðåíöiàëüíèé êîìïëåêñ äå
Ðàìà�Õîäæà i àñîöiéîâàíi óçàãàëüíåíi ñàìîäóàëüíi ïîòîêè ßí-
ãà�Ìiëñà. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó àôiííèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ â
H := C1(Rm+1; H), H := L2(Rm;CN ) :

Li(λ) := 1
∂

∂pi
− λ

∂

∂xi
+ Ai(x; p|t), (3.29)

äå x ∈ Rm, (t, p) ∈ Rm+1, Ai ∈ C1(Rm+1; S(Rm; EndCN )), i = 1,m, � ìàò-
ðèöi, λ ∈ C � ïàðàìåòð. Ìîæíà ëåãêî ïîáóäóâàòè òî÷íèé óçàãàëüíåíèé
äèôåðåíöiàëüíèé êîìïëåêñ äå Ðàìà�Õîäæà íà MT := Rm+1×Rm ÿê

H → Λ(MT;H)
dL(λ)→ Λ1(MT;H) → dL(λ). . . → Λ2m+1(MT;H)

dL(λ)→ 0, (3.30)

äå, çà îçíà÷åííÿì, äèôåðåíöiþâàííÿ

dL(λ) := dt ∧ B(λ) +
m∑

i=1

dpi ∧ Li(λ) (3.31)

i àôiííà ìàòðèöÿ

B(λ) := ∂/∂t−
n(B)+q∑

s=0

Bs(x; p|t)λn(B)−s (3.32)

ç ìàòðèöÿìè Bs ∈ C1(Rm+1; S(Rm; EndCN )), s = 0, n(B) + q, n(B), q ∈
Z+. Äèôåðåíöiàëüíèé êîìïëåêñ (3.30) áóäå òî÷íèì äëÿ âñiõ λ ∈ C òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi [23] óçàãàëüíåíi ñàìîäóàëüíi
ðiâíÿííÿ ßíãà�Ìiëñà

∂Ai

∂pj
− ∂Aj

∂pi
− [Ai, Aj ] = 0,

∂Ai

∂xj
− ∂Aj

∂xi
= 0,
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∂B0

∂xi
= 0,

∂Bn(B)+q

∂pi
= 0,

∂Bs

∂xi
=

∂Bs−1

∂pi
+ [Ai, Bs−1] = 0,

∂Ai

∂t
+

∂Bn(B)

∂pi
− ∂Bn(B)+1

∂xi
+ [Ai, Bn(B)] = 0 (3.33)

äå i, j = 1,m i s = 0, n(B) ∨ n(B) + q, n(B) + 2. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî
âèêîíàíi óìîâè (3.33) íà MT. Òîäi, âèêîíóþ÷è çàìiíó C 3λ → ∂/∂τ :
H → H, τ ∈ R, çíàõîäèìî ìíîæèíó ñóòî äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ

Li(τ) := 1
∂

∂pi
− ∂2

∂τ∂xi
+ Ai(x; p|t),

B(τ) := ∂/∂t−
n(B)+q∑

s=0

Bs(x; p|t)
(

∂

∂τ

)n(B)−s

,

(3.34)

äå ìàòðèöi Ai, i = 1,m, i Bs, s = 0, n(B) + q, íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨
τ ∈ R. Ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðíèõ âèðàçiâ (3.34) ìîæíà òåïåð ïîáóäóâàòè
íîâèé äèôåðåíöiàëüíèé êîìïëåêñ, ïîâ'ÿçàíèé ç êîìïëåêñîì (3.30):

H(τ) → Λ(MT,τ ;H(τ))
dL→ Λ1(MT,τ ;H(τ)) → dL. . . →

→ Λ2m+2(MT,τ ;H(τ))
dL→ 0,

(3.35)

äå, çà îçíà÷åííÿì, H(τ) := C1(Rm+1; H(τ)), H(τ) := L2(Rm × Rτ ;CN ) i

dL := dt ∧ B(τ) +
m∑

i=1

dpi ∧ Li(τ). (3.36)

Ç îãëÿäó íà óìîâó (3.33), ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.1. Äèôåðåíöiàëüíèé êîìïëåêñ (3.35) ¹ òî÷íèì.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ïîáóäóâàòè ñòàíäàðòíèé óçàãàëüíåíèé ðîçêëàä
òèïó äå Ðàìà�Õîäæà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

HΛ(MT,τ ) :=
k=2m+2⊕

k=0
Hk

Λ(MT,τ ), (3.37)

à òàêîæ âiäïîâiäíèé ëàíöþæîê Ãåëüôàíäà, îñíàùåíèé çà Ãiëüáåðòîì�
Øìiäòîì

HΛ,+(MT,τ ) ⊂ HΛ(MT,τ ) ⊂ HΛ,−(MT,τ ). (3.38)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ðîçäiëi 1, ìîæíà âèçíà-
÷èòè çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè Äåëüñàðòà H0(τ) i H̃0(τ) ⊂ H(τ)−, àñîöiéîâàíi
ç òî÷íèì êîìïëåêñîì (3.35):

H0(τ) :={ψ(0)
(τ)(ξ)∈ H0

Λ,−(MT,τ ) : Lj(τ)ψ
(0)
(τ)(ξ)= 0,B(τ)ψ

(0)
(τ)(ξ) =0,

ψ
(0)
(τ)(ξ)|Γ = 0, ψ

(0)
(τ)(ξ)|t=0 = eλτψ

(0)
λ (η) ∈ H0

Λ,−(MRm,τ ),

Lj(λ)ψ(0)
λ (η) = 0, ξ = (λ; η) ∈ Σ : = C× Σ(m)

C },
H̃0(τ) := {ψ̃(0)

(τ)(ξ) ∈ H0
Λ,−(MT,τ ) : L̃(0)

j(τ)ψ̃
(0)
(τ)(ξ) = 0,

B̃(τ)ψ̃
(0)
(τ)(ξ) = 0, ψ̃

(0)
(τ)(ξ)|Γ̃ = 0, ψ̃

(0)
(τ)(ξ)|t=0 = eλτ ψ̃

(0)
λ (η) ∈

∈ H0
Λ,−(MRm,τ ), L̃j(λ)ψ̃(0)

λ (η) = 0, ξ = (λ; η) ∈ Σ : = C× Σ(m)
C },

(3.39)

äå Γ i Γ̃ ⊂ MT,τ � äåÿêi ãëàäêi ãiïåðïîâåðõíi. Ïîäiáíi âèðàçè âiäïîâiäà-
þòü ñïðÿæåíèì çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðàì H∗0(τ) i H̃∗0(τ) ⊂ H∗τ,−:

H̃0(τ) :={ϕ(0)
(τ)(ξ) ∈ H0

Λ,−(MT,τ ) : L∗j(τ)ϕ
(0)
(τ)(ξ) = 0, B(τ)ϕ

(0)
(τ)(ξ) = 0,

ϕ
(0)
(τ)(ξ)|Γ = 0, ϕ

(0)
(τ)(ξ)|t=0 = e−λ̄τϕ

(0)
λ (η) ∈ H0

Λ,−(MRm,τ ),

L∗j (λ)ϕ(0)
λ (η) = 0, ξ = (λ; η) ∈ Σ : = C× Σ(m)

C },
H̃0(τ) := {ϕ̃(0)

(τ)(ξ) ∈ H0
Λ,−(MT,τ ) : L̃∗j(τ)ϕ̃

(0)
(τ)(ξ) = 0,

B̃∗(τ)ϕ̃
(0)
(τ)(ξ) = 0, ϕ̃

(0)
(τ)(ξ)|Γ̃ = 0, ϕ̃

(0)
(τ)(ξ)|t=0 = e−λ̄τ ϕ̃

(0)
λ (η) ∈

∈ H0
Λ,−(MRm,τ ), L̃∗j (λ)ϕ̃(0)

λ (η) = 0, ξ = (λ; η) ∈ Σ : = C× Σ(m)
C }.

(3.40)

Âðàõîâóþ÷è çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè (3.40) i (3.39), ìîæíà âiäïîâiäíî ïî-
áóäóâàòè ÿäðî òèïó Äàðáó Ω̃(t,x;τ)(η, ξ) ∈ L

(ρ)
2 (Σ(m)

C ;C) ⊗ L
(ρ)
2 (Σ(m)

C ;C),

η, ξ ∈ Σ(m)
C , i äàëi âiäïîâiäíi âiäîáðàæåííÿ òðàíñìóòàöié Äåëüñàðòà

Ω± ∈ L(H(τ)). À ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi óìîâè

ψ
(0)
(τ)(ξ) := ψ̃

(0)
(τ)(ξ) · Ω̃−1

(t,p;x;τ)Ω̃(t0,p0,x0;τ) (3.41)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈ C×Σ(m)
C , äå

Ω̃(t,x;τ)(µ, ξ) :=
∫

σ(t;x;τ)

Ω̃(2m+1)
(τ) [e−λ̄τ ϕ̃(0)(µ), eλτ ψ̃(0)(η)dx ∧ dp ∧ dt],
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Z̃
(2m+1)
(τ) [e−λ̄τ ϕ̃(0)(µ),

m∑

i=1

eλτ ψ̃(0)(ξ(i)) ∧ dτ ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj ] :=

= dΩ̃(2m)
(τ) [e−λ̄τ ϕ̃(0)(µ),

m∑

i=1

eλτ ψ̃(0)(ξ(i)) ∧ dτ ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj ],

(3.42)

i, âiäïîâiäíî äî (1.24), ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

< d∗L̃ϕ̃(0)(µ)e−λ̄τ , ∗
m∑

i=1

eλτ ψ̃(0)(ξ(i))dt ∧ dτ ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj >=

=< (∗)−1ϕ̃(0)(µ)e−λ̄τ , dL̃(
m∑

i=1

eλτ ψ̃(0)(ξ(i))dt ∧ dτ ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj) > +

+dZ̃
(2m+1)
(τ) [ϕ̃(0)(µ)e−λ̄τ ,

m∑

i=1

eλτ ψ̃(0)(ξ(i))dt ∧ dτ ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj ],

(3.43)

ùî âèçíà÷à¹ òî÷íó (2m+1)-ôîðìó Z̃
(2m+1)
(τ) ∈ Λ2m+1(MT,τ ;C). Îá÷èñëèìî

òåïåð òðàíñôîðìîâàíi çà Äåëüñàðòîì äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè

Lj(τ) := Ω̂−1
(τ)±L̃j(τ)Ω̂(τ)±, B(τ) := Ω̂−1

(τ)±B̃(τ)Ω̂(τ)± (3.44)

äëÿ êîæíîãî j = 1,m, äå, çà îçíà÷åííÿì,

L̃j(τ) := 1
∂

∂pj
− ∂2

∂τ∂xj
+ Āj ,

B̃(τ) := ∂/∂t−
n(B)+q∑

s=0

B̄s

(
∂

∂τ

)n(B)−s
(3.45)

ç óñiìà ìàòðèöÿìè Āj ∈ EndCm, j = 1,m, i B̄s ∈ EndCm, s = 0, n(B) + q,
ùî ¹ êîíñòàíòàìè. Öå îçíà÷à¹, çîêðåìà, ùî äëÿ âñiõ i, j = 1,m, ñïðàâåä-
ëèâi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[L̃j(τ), L̃i(τ)] = 0, [L̃j(τ), B̃(τ)] = 0. (3.46)

Çàâäÿêè âèðàçàì (3.44), ñïðàâäæóþòüñÿ iíäóêîâàíi ñïiââiäíîøåííÿ

[Lj(τ), Li(τ)] = 0, [Lj(τ), B(τ)] = 0, (3.47)

ùî òî÷íî çáiãàþòüñÿ ç ñïiââiäíîøåííÿìè (3.33). Áiëüøå òîãî, ðåäóêóþ-
÷è äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè (3.44) íà ôóíêöiîíàëüíi ïiäïðîñòîðè H(λ) :=
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eλτH, λ ∈ C, îòðèìó¹ìî ìíîæèíó àôiííèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ
(3.29) òà (3.32). Çàïèøåìî òåïåð âiäïîâiäíî çðåäóêîâàíi îïåðàòîðè òðàíñ-
ìóòàöi¨ Äåëüñàðòà

Ω̂± = 1−
∫

Σ
(m)
C

dρ
Σ

(m)
C

(ν)
∫

Σ
(m)
C

dρ
Σ

(m)
C

(η)ψ(0)(λ; ν)Ω̃−1
(t0,p0;x0)(λ; ν, η)×

×
∫

S
(2m+1)
± (σ

(2m)
(t,p;x)

,σ
(2m)
(tt0,p0;x0)

)
Z̃(2m+1)[ϕ̃(0)(λ; ν), (·)

m∑

i=1

dt ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj ],

(3.48)
äå σ

(2m)
(t,p;x) i σ

(2m)
(tt0,p0;x0) ∈ K(MT) � äåÿêi 2m-âèìiðíi çàìêíåíi ñèíãóëÿðíi

ñèìïëåêñè, i, çà îçíà÷åííÿì,

Z̃(2m+1)[ϕ̃(0)(λ; ν),
∑m

i=1 ψ̃(0)(λ; η(i))dt ∧ dx
m∧

j 6=i
dpj ] :=

= Z̃
(2m+1)
(τ) [e−λ̄τ ϕ̃(0)(λ; ν),

∑m
i=1 eλτ ψ̃(0)(λ; η(i))dτ ∧ dt ∧ dx

m∧
j 6=i

dpj ]|dτ=0,

dΩ̃(t,p;x)(λ; ν, η) := Z̃(2m+1)[ϕ̃(0)(λ; ν),
m∑

i=1

ψ̃(0)(λ; η(i))dt∧dx
m∧

j 6=i
dpj ], (3.49)

îñêiëüêè (2m + 1)-ôîðìà (3.49) ¹, çàâäÿêè (3.43), òàêîæ òî÷íîþ äëÿ
áóäü-ÿêèõ (λ; ν, η) ∈ C× (Σ(m)

C × Σ(m)
C ). Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîðíèé âè-

ðàç (3.48), ÿêùî éîãî çàñòîñóâàòè äî îïåðàòîðà (3.45), çðåäóêîâàíîãî íà
ôóíêöiîíàëüíèé ïiäïðîñòið H(λ) ' H, λ ∈ C, ïðèâîäèòü äî äèôåðåíöi-
àëüíèõ âèðàçiâ

Lj(λ) := Ω̂−1
± L̃j(λ)Ω̂±, B(λ) := Ω̂−1

± B̃(λ)Ω̂±, (3.50)

äå Lj(λ)H(λ) = Lj(τ)H(λ), B(λ)H(λ) = B(τ)(λ)H(λ), j = 1,m, ùî çáiãàþ-
òüñÿ ç àôiííèìè äèôåðåíöiàëüíèìè âèðàçàìè (3.29) i (3.32). Ñòîñîâíî
çàñòîñóâàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ äî çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ñîëiòîíîïîäiáíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ñàìîäóàëüíèõ ðiâíÿíü ßíãà�Ìiëñà (3.33), òî äîñòàòíüî çãà-
äàòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.41), çðåäóêîâàíå íà ïiäïðîñòið H(λ) ' H,
λ ∈ C, ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî âiäîáðàæåííÿ:

ψ(0)(λ; η) := ψ̃(0)(λ; η) · Ω̃−1
(t,p;x)Ω̃(t0,p0;x0), (3.51)

äå ÿäðà Ω̃(t,p;x;τ)(λ; η, ξ) ∈ L
(ρ)
2 (Σ(m)

C ;C) ⊗ L
(ρ)
2 (Σ(m)

C ;C), η, ξ ∈ Σ(m)
C , äëÿ

âñiõ (t, p; x) ∈ MT i λ ∈ C. Îñêiëüêè åëåìåíò ψ(0)(λ; η) ∈ H− äëÿ áóäü-
ÿêèõ (λ; ξ) ∈ C×Σ(m)

C çàäîâîëüíÿ¹ ìíîæèíó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Li(λ)ψ(0)(λ; η) = 0, B(λ)ψ(0)(λ; η) = 0 (3.52)
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äëÿ âñiõ i = 1,m, ç (3.51) òà (3.52) çíàõîäèìî òî÷íi âèðàçè äëÿ âiä-
ïîâiäíèõ ìàòðèöü Aj i Bs ∈ C1(R × Rm+1; S(Rm; EndCN )), j = 1,m,

s = 0, n(B) + q, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñàìîäóàëüíi ðiâíÿííÿ ßíãà�Ìiëñà
(3.33). Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Iíòåãðàëüíi âèðàçè (3.48) â H ¹ îïåðàòîðàìè òðàíñ-
ìóòàöi¨ Äåëüñàðòà, ùî âiäïîâiäàþòü àôiííèì äèôåðåíöiàëüíèì âèðà-
çàì (3.29), (3.33) i êîíñòàíòíèì îïåðàòîðàì

L̃i(λ) := 1
∂

∂pi
− λ

∂

∂xi
+ Ā, B̃(λ) := ∂/∂t−

n(B)+q∑

s=0

B̄sλ
n(B)−s (3.53)

äëÿ áóäü-ÿêèõ λ ∈ C. Âiäîáðàæåííÿ (3.51) ðåàëiçó¹ içîìîðôiçìè (3.48)
ìiæ çàìêíåíèìè ïiäïðîñòîðàìè

H0 := {ψ(0)(λ; η) ∈ H− : dL̃(λ)ψ
(0)(λ; η) = 0, ψ(0)(λ; η)|t=0 =

= ψ
(0)
λ (η) ∈ H−, ψ(0)(λ; η)|Γ = 0, (λ; η) ∈ C× Σ(m)

C }
(3.54)

òà
H̃0 := {ψ̃(0)(λ; η) ∈ H− : d

(0)

L̃(λ)
ψ̃(λ; η) = 0, ψ̃(0)(λ; η)|t=0 =

= ψ̃
(0)
λ (η) ∈ H−, ψ̃(0)(λ; η)|Γ̃ = 0, (λ; η) ∈ C×Σ(m)

C }
(3.55)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà λ ∈ C. Áiëüøå òîãî, âèðàçè (3.51) ïîðîäæó-
þòü ñòàíäàðòíi ïåðåòâîðåííÿ òèïó Äàðáó äëÿ ìíîæèíè îïåðàòîðiâ
(3.53) òà (3.29), (3.32) çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè ëiíiéíèõ ði-
âíÿíü (3.52), òèì ñàìèì ïðîäóêóþ÷è òî÷íi ñîëiòîíîïîäiáíi ðîçâ'ÿçêè
ñàìîäóàëüíèõ ðiâíÿíü ßíãà�Ìiëñà (3.33).

ßê ïðîñòèé ÷àñòêîâèé íàñëiäîê, ç òåîðåìè 3.1 âiäòâîðþþòüñÿ âñi
ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ðàíiøå â [23], äå âiäîáðàæåííÿ Äåëüñàðòà�Äàðáó
(3.51) áóëî âèáðàíå àïðiîði áåç áóäü-ÿêîãî äîâåäåííÿ i ìîòèâàöi¨ â ôîðìi
äåÿêîãî àôiííîãî êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ðåçóëüòàòè, ïîäiáíi äî îòðèìàíèõ âèùå, ìîæóòü áóòè ç íåçíà÷íèìè
çìiíàìè çàñòîñîâàíi òàêîæ äî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî êîìïëåê-
ñó äå Ðàìà�Õîäæà (3.30) iç çîâíiøíiì äèôåðåíöiþâàííÿì (3.31), äå

Li(λ) := 1
∂

∂pi
−




ni(L)∑

k=0

aikλ
k+1


 ∂

∂xi
+

ni(L)∑

k=0

Aikλ
k,

B̃(λ) := ∂/∂t−
n(B)+q∑

s=0

B̄sλ
n(B)−s,

(3.56)
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àáî

Li(λ) := 1
∂

∂pi
−




ni(L)∑

k=0

a
(j)
ik λk+1


 ∂

∂xj
+

ni(L)∑

k=0

Aikλ
k,

B̃(λ) := ∂/∂t−
n(B)+q∑

s=0

B̄sλ
n(B)−s,

(3.57)

äëÿ i = 1,m, λ ∈ C. Âèïàäîê (3.56) áóâ ïðîàíàëiçîâàíèé íåäàâíî â [40]
çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíîãî àôiííîãî ïåðåòâîðåííÿ êàëiáðóâàëüíîãî òè-
ïó, ÿêå áóëî âèêîðèñòàíå ðàíiøå â [23]. Íà æàëü, îòðèìàíi òàì ðåçóëüòà-
òè ¹ íàäòî ñêëàäíèìè i çàïëóòàíèìè, òîìó ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè áiëüø
ìîòèâîâàíi ìàòåìàòè÷íî, çðîçóìiëi i ìåíø ãðîìiçäêi òåõíiêè äëÿ çíàõîä-
æåííÿ ïåðåòâîðåíü òèïó Äåëüñàðòà�Äàðáó i ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè òî÷íèõ
ñîëiòîíîïîäiáíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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THE SPECTRAL AND DIFFERENTIAL GEOMETRIC
ASPECTS OF A GENERALIZED DE RHAM�HODGE

THEORY: ASSOCIATED DELSARTE TRANSMUTATION
OPERATORS IN MULTIDIMENSION AND THEIR

APPLICATIONS
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The di�erential-geometric and topological structure of Delsarte trans-
mutation operators and associated with them Gelfand�Levitan�Marchenko
type eqautions are studied making use of the De Rham�Hodge di�erential
complex. The relationships with spectral theory and special Berezansky type
congruence properties of Delsarte transmuted operators are stated. Some
applications to multidimensional di�erential operators are done including
three-dimensional Laplace operator, two-dimensional classical Dirac operator
and its multidimensional a�ne extension, related with self-dual Yang-Mills
eqautions. The soliton like solutions to the related set of nonlinear dynamical
systemare discussed.




