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Äîâåäåíî, ùî ãiïåðïðîñòið êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè â R3, ÿêi ïðî-
åêòóþòüñÿ íà êîëî â R2, ãîìåîìîðôíèé äîáóòêîâi ãiëüáåðòîâîãî
êóáà íà ïðÿìó.

1. ÂÑÒÓÏ

Çàìêíåíó êðèâó K â ïðîñòîði R3 íàçèâàþòü êðèâîþ ñòàëî¨ øèðèíè w,
ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ K iñíó¹ òî÷êà y ∈ K, äëÿ ÿêî¨ d(x, y) =
max{d(x, z) | z ∈ K} = w (òóò i äàëi ÷åðåç d ïîçíà÷åíî åâêëiäîâó ìåòðèêó
â R3). Öå îçíà÷åííÿ ¹ ïðèðîäíèì àíàëîãîì äëÿ êðèâèõ ïîíÿòòÿ îïóêëîãî
òiëà ñòàëî¨ øèðèíè; íàãàäà¹ìî, ùî òàêèì íàçèâà¹òüñÿ îïóêëèé êîìïàêò
ç âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíîãî íàïðÿìêó âiäñòàíü ìiæ äâîìà îïîðíèìè äî
òiëà ïëîùèíàìè, îðòîãîíàëüíèìè äî öüîãî íàïðÿìêó, ñòàëà.

Êîæíó ïëîñêó êðèâó ñòàëî¨ øèðèíè ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîæ i ÿê
ïðîñòîðîâó êðèâó ñòàëî¨ øèðèíè. Iñíóþòü ïðîñòîðîâi êðèâi ñòàëî¨ øè-
ðèíè, ùî íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi; îäèí ç íàéïðîñòiøèõ ñïîñîáiâ ïî-
áóäîâè òàêèõ êðèâèõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà îïóêëîìó òiëi ñòàëî¨ øèðèíè
ðîçãëÿäàþòüñÿ äâi òî÷êè äîòèêó ïàðàëåëüíèõ îïîðíèõ ïëîùèí (áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî òàêi òî÷êè äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi), ÿêi ïîòiì ç'¹äíó-
þòüñÿ íà ïîâåðõíi îïóêëîãî òiëà äóãîþ ç âëàñòèâiñòþ, ùî îá'¹äíàííÿ
öi¹¨ äóãè ç äóãîþ, ñêëàäåíîþ ç ¨¨ äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ òî÷îê, áóäå
ïðîñòîþ çàìêíåíîþ êðèâîþ.

1991 Mathematics Subject Classi�cation. 54B20, 52A20, 46A55
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Ïðîñòîðîâi êðèâi ñòàëî¨ øèðèíè ðîçãëÿäàëèñÿ â ðiçíèõ ïðàöÿõ (äèâ.,
íàïðèêëàä, [5], [6]).

Â [1] äîâåäåíî, ùî ãiïåðïðîñòið îïóêëèõ òië ñòàëî¨ øèðèíè â Rn,
n ≥ 2, ¹ ñòÿãóâàíèì ìíîãîâèäîì, ìîäåëüîâàíèì íàä ãiëüáåðòîâèì êóáîì.
Iíøå äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó äèâ. â [4].

Î÷åâèäíî, ùî ãiïåðïðîñòið êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè â R2 i ãiïåðïðîñòið
îïóêëèõ òië ñòàëî¨ øèðèíè â R2 ¹ ãîìåîìîðôíèìè. Ïðî æîäåí òàêèé ãî-
ìåîìîðôiçì íå ìîæå áóòè ìîâè, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ãiïåðïðîñòîðè êðèâèõ
ñòàëî¨ øèðèíè i îïóêëèõ òië ñòàëî¨ øèðèíè â R3. Ó öié ïðàöi ìè îïèñó¹ìî
òîïîëîãiþ ãiïåðïðîñòîðó ïðîñòîðîâèõ çàìêíåíèõ êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè,
ùî ìàþòü ïîðiâíÿíî ïðîñòó ïðîåêöiþ íà ïëîùèíó.

2. ÒÅÐÌIÍÎËÎÃIß I ÏÎÇÍÀ×ÅÍÍß

Äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, ρ) ÷åðåç exp(X) ïîçíà÷à¹ìî ãiïåðïðîñòið
ïðîñòîðó X, òîáòî ìíîæèíó íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí â X,
íàäiëåíó ìåòðèêîþ Ãàóñäîðôà ρH:

ρH(A, B) = inf{ε > 0 | A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.

Âiäîáðàæåííÿ f : Y → expX íàçèâàþòü íàïiâíåïåðåðâíèì çãîðè, ÿêùî
äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè U ìíîæèíà U ] = {y ∈ Y | f(A) ⊂ U}
¹ âiäêðèòîþ â X.

ßêùî X � ïiäìíîæèíà äåÿêîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó, òî ìè
ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ïiäïðîñòið cc(X) = {A ∈ exp(X) | A − îïóêëà ìíî-
æèíà} (ãiïåðïðîñòið êîìïàêòíèõ îïóêëèõ ïiäìíîæèí).

Íåõàé I = [−1, 1] � îäèíè÷íèé âiäðiçîê, Q = Iω � ãiëüáåðòiâ êóá.
Ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹ìî Q-ìíîãîâèäîì, ÿêùî âií
ìà¹ áàçó ç ìíîæèí, ãîìåîìîðôíèõ ãiëüáåðòîâîìó êóáîâi Q.

Äëÿ ïiäìíîæèíè A â ëîêàëüíî îïóêëîìó ïðîñòîði L ÷åðåç conv(A)
ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ çàìêíåíó îïóêëó îáîëîíêó.

3. ÎÑÍÎÂÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç pr: R3 → R2 ïðîåêòóâàííÿ. Íåõàé X � ãiïåðïðîñòið
êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè w > 0, ïðîåêöiÿ ÿêèõ íà R2 � êîëî S ðàäióñà
w/2.

Ëåìà 1. Íåõàé Y � ãiïåðïðîñòið îïóêëèõ òië â R3, ïðîåêöiÿ ÿêèõ
íà R2 ¹ äèñêîì D ç ìåæåþ S. Òîäi âiäîáðàæåííÿ α : Y → X, α(A) =
A ∩ pr−1(S), ¹ íåïåðåðâíèì.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíå îïóêëå òiëî ñòàëî¨ øèðèíè ìà¹ îäíî-
òî÷êîâèé ïåðåòèí ç êîæíîþ îïîðíîþ ïëîùèíîþ, îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ êî-
æíèõ A ∈ Y i z ∈ S ìíîæèíà pr−1(z) ∩ A ¹ îäíîòî÷êîâîþ. Ç òîãî, ùî
ìíîæèíà α(A) = A∩pr−1(S) − çàìêíåíà, à, îòæå, êîìïàêòíà, âèïëèâà¹,
ùî âiäîáðàæåííÿ pr|α(A) : α(A) → S � ãîìåîìîðôiçì.

Íåõàé (Ai)∞i=1 � ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ç Y i A = lim
i→∞

Ai. Îñêiëüêè
âiäîáðàæåííÿ ïåðåòèíó â ãiïåðïðîñòîði íàïiâíåïåðåðâíå çãîðè, ìà¹ìî

A′ = lim
i→∞

α(Ai) ⊂ α(A).

Êðiì òîãî, ÿêùî pr(xi, yi, ti) ∈ S, i = 1, 2, òî |t1 − t2| ≤ ‖(x1, y1) −
(x2, y2)‖. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A′ â ïåðåòèíi ç êîæíîþ ïðÿìîþ
pr−1(z), äå z ∈ S, � îäíîòî÷êîâà. Çãiäíî iç çàóâàæåíèì âèùå, A′ = A,
òîáòî âiäîáðàæåííÿ α ¹ íåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà 1. Ïðîñòið X ¹ ãîìåîìîðôíèì ïðîñòîðîâi Q× R.
Äîâåäåííÿ. Íàøi ìiðêóâàííÿ ïðèäàòíi äëÿ äîâiëüíîãî w > 0, òîìó,

äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü, ââàæàòèìåìî, ùî w = 2. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi,
íåõàé S = {z ∈ C | |z| = 1}. Äëÿ êîæíèõ K1, K2 ∈ X i t ∈ [0, 1] ïðèéìåìî

tK1+̃(1− t)K2 = {tx1 + (1− t)x2 | x1 ∈ K1, x2 ∈ K2, pr(x1) = pr(x2)}.

Ïîêàæåìî, ùî tK1+̃(1 − t)K2 ∈ X. Ñïðàâäi, iñíóþòü òiëà L1 i L2

ñòàëî¨ øèðèíè 2, ùî ìiñòÿòü, âiäïîâiäíî, K1 i K2. Òîäi tL1 + (1− t)L2 �
òiëî ñòàëî¨ øèðèíè 2, ùî ìiñòèòü tK1+̃(1− t)K2, çâiäêè ëåãêî âèïëèâà¹,
ùî tK1+̃(1− t)K2 ∈ X. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

conv(tK1+̃(1− t)K2) = tconv(K1) + (1− t)conv(K2),

òîáòî âiäîáðàæåííÿ conv âêëàäà¹ X ÿê îïóêëó ìíîæèíó â ãiïåðïðîñòið
cc(R3) êîìïàêòíèõ îïóêëèõ ïiäìíîæèí â R3.

Çàóâàæèìî, ùî X = X0 × R, äå ïðîñòið X0 ñêëàäà¹òüñÿ ç êðèâèõ ç
X, ùî ìiñòÿòü òî÷êó (1, 0) ∈ C× R = R3.

Äîâåäåìî, ùî ïðîñòið X0 ¹ êîìïàêòíèì. Öå ëåãêî âèïëèâà¹ ç òàêèõ
ìiðêóâàíü. Ïðîñòið âñiõ îïóêëèõ òië ñòàëî¨ øèðèíè 2 ¹ ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíèì [4]. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíèì ¹ ïðîñòið âñiõ
îïóêëèõ òië ñòàëî¨ øèðèíè, ùî ïðîåêòóþòüñÿ íà S, à òàêîæ ïiäïðîñòið
Y0 îñòàííüîãî ïðîñòîðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îïóêëèõ òië, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êó
(1, 0). Áiëüøå òîãî, ïðîñòið Y0 ¹ êîìïàêòíèì, à òîìó ç ëåìè 1 âèïëèâà¹,
ùî êîìïàêòíèì ¹ i X0.
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Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið X0 ¹ îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ ùîäî ââåäåíî¨
âèùå îïåðàöi¨. Ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið X0 ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì. Äëÿ
êîæíîãî n ≥ 2 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Kn êðèâó, ùî îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíîþ
êîíñòðóêöi¹þ. Îòîòîæíèìî R2 ç C, îòæå, R3 = C× R.

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 i êîæíîãî öiëîãî m ïðèéìåìî

am =
(
e(2πmi)/n, 0

)
, bm =

(
e(2πmi+π)/n,

√
2− 2 cos(π/n)

)
.

Êðèâó Kn îòðèìó¹ìî, ïîñëiäîâíî ç'¹äíóþ÷è òî÷êè am i bm+1, à òàêîæ
bm i am+1, íàéêîðîòøèìè ãåîäåçiéíèìè íà öèëiíäði |z| = 1 â R3. Ïðîñòi
ãåîìåòðè÷íi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî Kn � êðèâà ñòàëî¨ øèðèíè â R3.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 iñíó¹ íàòóðàëüíå p
òàêå, ùî

Kp /∈
{

n∑

j=2

λjKj | λ2, . . . , λn ∈ R,
n∑

j=2

λj = 1

}
.

Öå ëåãêî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî çàóâàæåííÿ: ÿêùî îòîòîæíèòè êîæíå
K ∈ X ç ãðàôiêîì âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ ç S â R, òî, ïðè çàôiêñîâàíèõ
λ2, . . . , λn ∈ R, äëÿ ÿêèõ

∑n
j=2 λj = 1, ãðàôiê ôóíêöi¨

∑n
j=2 λjKj áóäå

ìàòè íå áiëüøå íiæ 2n2 iíòåðâàëiâ ìîíîòîííîñòi íà S. Ó òîé æå ÷àñ,
ãðàôiê ôóíêöi¨ Kp, ÿê âèäíî ç ïîáóäîâè, ìà¹ 2p iíòåðâàëiâ ìîíîòîííîñòi
i äîñèòü âçÿòè p > n2. Çâiäñè âèïëèâà¹ íåñêií÷åííîâèìiðíiñòü ïðîñòîðó
X0.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñèòü çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè íåñêií÷åí-
íîâèìiðíî¨ òîïîëîãi¨ îïóêëèõ êîìïàêòiâ. Ç òåîðåìè Êåëëåðà (äèâ., íà-
ïðèêëàä, [3]) âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið X0 ¹ ãîìåîìîðôíèì Q.

Ïðîåêòèâíó ïëîùèíó RP2 ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ìíîæèíó ïðÿìèõ, ùî ïðî-
õîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò â R3. Äëÿ êîæíîãî l ∈ RP2 ïîçíà÷èìî
÷åðåç pl ïëîùèíó, îðòîãîíàëüíó äî l, à ÷åðåç πl : R3 → Pl � îðòîãîíàëüíå
ïðîåêòóâàííÿ. Íåõàé w > 0 i
Sw ={K | K � êðèâà ñòàëî¨ øèðèíè w i πl(K) � êîëî ðàäióñà w/2

äëÿ äåÿêîãî l ∈ RP2}.
Òåîðåìà 2. Ïðîñòið Sw ¹ ãîìåîìîðôíèì Q× RP2 × R3.
Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ ïðèðîäíî¨ ñòðóêòóðè äîáóòêó â

ïðîñòîði Sw i òåîðåìè 1.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lw, w > 0, ìíîæèíó âñiõ êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè w

â R2 i íåõàé Xw � ãiïåðïðîñòið êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè â R3, ùî ïðîåêòó-
þòüñÿ íà êðèâi ç Lw. Ðîçãëÿäà¹ìî ïðîåêòóâàííÿ pr ÿê âiäîáðàæåííÿ ç
Xw â Lw.
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Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç êî-
æíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèì.

Òåîðåìà 3. Âiäîáðàæåííÿ pr: Xw → Lw íå ¹ âiäêðèòèì.
Äîâåäåííÿ.Ìîäèôiêó¹ìî êîíñòðóêöiþ ç [4]. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëü-

íîãî i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ki êðèâó â R2, îïèñàíó òàêîþ ïðîöåäóðîþ. Íåõàé

xj = (cos(2πj/(2i + 1)), sin(2πj/(2i + 1))), j = 0, 1, . . . , 2i.

Êðèâà Ki ¹ ìåæåþ ïåðåòèíó äèñêiâ ðàäióñà ‖x0−xi‖ ç öåíòðàìè â òî÷êàõ
xj , j = 0, 1, . . . , 2i. Î÷åâèäíî, ùî Ki � êðèâi ñòàëî¨ øèðèíè â R2 i

lim
i→∞

Ki = K = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

â ìåòðèöi Ãàóñäîðôà. ßê i â [4], ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî êîæíà êðèâà ñòà-
ëî¨ øèðèíè, ùî ïðîåêòó¹òüñÿ íà Ki, ëåæèòü â îäíié ïëîùèíi. Ðåçóëüòàò
òåïåð ëåãêî âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ íåïëîñêèõ îïóêëèõ êðèâèõ ñòàëî¨ øè-
ðèíè, ùî ïðîåêòóþòüñÿ íà K (äèâ. [4] àáî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1).

4. ÇÀÓÂÀÆÅÍÍß I ÂIÄÊÐÈÒI ÏÈÒÀÍÍß

Àíàëîã òåîðåìè 1, âçàãàëi êàæó÷è, íå âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî çàìiíèòè êîëî
ðàäióñà w/2 íà äîâiëüíó êðèâó â R2 ñòàëî¨ øèðèíè w. Ïðèêëàäîì ìîæå
ñëóæèòè òðèêóòíèê Ðåëî i, áiëüø çàãàëüíî, êðèâi ñòàëî¨ øèðèíè, êîæíà
ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç äóã êië ç öåíòðàìè, ùî ëåæàòü íà íié.

Ïèòàííÿ 1. Äàòè õàðàêòåðèçàöiþ êðèâèõ Y ñòàëî¨ øèðèíè â R2, ùî
ìàþòü âëàñòèâiñòü: ãiïåðïðîñòið êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè â R3, ïðîåêöiÿ
ÿêèõ íà R2 ðiâíà Y , ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì.

Ïèòàííÿ 2. Íåõàé L � ãiïåðïðîñòið îïóêëèõ òië ñòàëî¨ øèðèíè â R3,
ïðîåêöi¹þ ÿêèõ íà R2 ¹ äèñê D ðàäióñà w/2, X � ãiïåðïðîñòið êðèâèõ
ñòàëî¨ øèðèíè â R3, ïðîåêöi¹þ ÿêèõ íà R2 ¹ ìåæà ∂D äèñêà D. Iñíó¹
ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ h : L → X, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó
A ∈ L ìíîæèíó A ∩ f−1(S).

Îïèñàòè ãåîìåòðiþ âiäîáðàæåííÿ h. Çîêðåìà, ÷è âiäîáðàæåííÿ h ¹
òðèâiàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì ç øàðîì ãiëüáåðòiâ êóá?

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ ñòàòòi íà
òðèâèìiðíèé ïðîñòið Ìiíêîâñüêîãî.

Ïèòàííÿ 3. Îõàðàêòåðèçóâàòè òðèâèìiðíi ïðîñòîðè Ìiíêîâñüêîãî,
äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâèé àíàëîã òåîðåìè 1.
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Çàóâàæèìî, ùî àíàëîã òåîðåìè 1 íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ òðèâè-
ìiðíèõ ïðîñòîðiâ Ìiíêîâñüêîãî; çîêðåìà, äëÿ ïðîñòîðó (R3, ‖ · ‖∞) ïðî-
ñòið âñiõ êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè, ùî ïðîåêòóþòüñÿ íà îäèíè÷íó ñôåðó â
(R2, ‖ · ‖∞), íå ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì. Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî äîñòà-
òíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ àíàëîãà òåîðåìè 1 ¹ ñòðîãà îïóêëiñòü îäèíè÷íî¨
êóëi.

Êðèâi ñòàëî¨ øèðèíè ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ â ãiïåðáîëi÷íié ïëîùèíi
H2 (äèâ., íàïðèêëàä, [2]).

Ïèòàííÿ 4. Ïîêàçàòè, ùî ãiïåðïðîñòið êðèâèõ ñòàëî¨ øèðèíè â H2 ¹
ñòÿãóâàíèì Q-ìíîãîâèäîì.
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It is proved that the hyperspace of space curves of constant width whose
plane projection is a circle is homeomorphic to the product of the Hilbert
cube and a line.




