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Ó êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó ïðîñòî-
ðàõ àíàëiòè÷íèõ â äîâiëüíèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ôóíêöié, îäåð-
æàíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñ-
òÿòü óçàãàëüíåíèé çñóâ, ïîðîäæåíèé îïåðàòîðîì Ïîìì'¹. Îäåðæà-
íi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi ðiçíèõ îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî çñóâó.

Îïåðàòîðè çñóâó âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ðiçíèõ ïèòàííÿõ ñó÷àñ-
íî¨ ìàòåìàòèêè. Íåõàé h � ôiêñîâàíå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Îïåðàòîð çñóâó
Eh ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ â ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié A∞ çà ïðàâèëîì
(Ehf)(z) = f(z + h). Ó ðîáîòi [5] îïèñàíî êîìóòàíò îïåðàòîðà çñóâó
â ïðîñòîði A∞, à â [3] îäåðæàíî çîáðàæåííÿ êîìóòàíòà îäíîãî êëàñó
îïåðàòîðiâ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç îïåðàòîðîì çñóâó.

Îïåðàòîð çñóâó Eh : A∞ → A∞ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (Ehf)(z) =
∞∑

n=0

hn

n! f
(n)(z). Îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ d

dz ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îïå-
ðàòîðà óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα, ïîðîäæåíîãî ïîñëiäîâíiñòþ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {αn : n ≥ 0}, äå αn = 1

n! [1]. Òîìó â [2] äëÿ ïåâíîãî
êëàñó îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα i äîñèòü ìàëèõ çà
ìîäóëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë h ôîðìóëîþ (Thf)(z) =

∞∑
n=0

αnhn(Dn
αf)(z)

âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó Th, ÿêèé âiäïîâiäà¹ îïåðàòî-
ðó Dα.

ÓÄÊ 517.983; MSC 2000: 47G30
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Âàæëèâèì ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôåðåí-
öiþâàííÿ ¹ îïåðàòîð Ïîìì'¹, ùî ïîáóäîâàíèé çà îäèíè÷íîþ ïîñëiäîâíi-
ñòþ. Ó [4] ñèñòåìàòèçîâàíî ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî îïåðàòîðiâ Ïîìì'¹, ÿêi
äiþòü ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó êðóãîâèõ îáëàñòÿõ.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. ×åðåç H(G) ïî-
çíà÷èìî ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé
òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi [6]. ßêùî 0 ∈ G, òî îïåðàòîð Ïîìì'¹ ∆
ëiíiéíî i íåïåðåðâíî äi¹ â ïðîñòîðiH(G) çà ïðàâèëîì: (∆f)(z) = f(z)−f(0)

z
ïðè z 6= 0 i (∆f)(0) = f ′(0). Íåõàé ρ = inf{|z| : z 6∈ G}, à h � âiäìiííå âiä
íóëÿ êîìïëåêñíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî |h| < ρ. ×åðåç Th ïîçíà÷èìî îïåðàòîð
óçàãàëüíåíîãî çñóâó, ÿêèé âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó Ïîìì'¹ ∆, òîáòî

(Thf)(z) =
∞∑

n=0

hn(∆nf)(z). (1)

Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G) ðÿä ó ïðàâié
÷àñòèíi (1) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âñåðåäèíi êðóãà {z ∈ C : |z| < ρ} i éîãî
ñóìà ïðè z 6= h äîðiâíþ¹ zf(z)−hf(h)

z−h . Òîìó íàäàëi äëÿ ÷èñëà h ∈ G\{0}
÷åðåç Th ïîçíà÷àòèìåìî îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó, ÿêèé ëiíiéíî i
íåïåðåðâíî äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì

(Thf)(z) =
zf(z)− hf(h)

z − h
(2)

ïðè z 6= h i (Thf)(h) = f(h) + hf ′(h).
1. Äîñëiäèìî ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçêè îäíîãî êëàñó îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü,

ùî ìiñòÿòü îïåðàòîðè óçàãàëüíåíèõ çñóâiâ.
Íåõàé Gi (i = 1, 2) � äîâiëüíi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-

íè, ÿêi ìiñòÿòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à hi ∈ Gi\{0}. ×åðåç Thi ïîçíà÷èìî
îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó, ùî ïîðîäæåíèé îïåðàòîðîì Ïîìì'¹ i äi¹
â H(Gi) çà ïðàâèëîì:

(Thi
f)(z) =

zf(z)− hif(hi)
z − hi

(3)

ïðè z 6= hi i (Thif)(hi) = f(hi)+hif
′(hi), i = 1, 2. Ç'ÿñó¹ìî óìîâè iñíóâàí-

íÿ òà çàãàëüíèé âèãëÿä íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

TTh1 = Th2T (4)

â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ T , ùî äiþòü ç ïðîñòîðó H(G1)
â H(G2), òîáòî T ∈ L(H(G1),H(G2)). Ó âèïàäêó, êîëè G1 = G2 = G,
âiäïîâiäíó ìíîæèíó îïåðàòîðiâ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç L(H(G)).
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Îñíîâíèì àïàðàòîì äîñëiäæåíü áóäå iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ Êåòå
îïåðàòîðiâ T ∈ L(H(G1),H(G2)) [6]. Íàâåäåìî éîãî â ñòèñëîìó âèãëÿäi.
Íåõàé G

(n)
i , i = 1, 2, n = 1, 2, . . . � ïîñëiäîâíîñòi îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé,

êîæíà ç ÿêèõ îáìåæåíà çàìêíåíîþ ñïðÿìíîþ æîðäàíîâîþ êðèâîþ, ùî
àïðîêñèìóþòü çñåðåäèíè âiäïîâiäíó îáëàñòü Gi, òîáòî G

(n)
i ⊂ G

(n+1)
i ,

Gi =
∞⋃

n=1
G

(n)
i . Äëÿ îïåðàòîðà T ∈ L(H(G1),H(G2)) éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà

ôóíêöiÿ t(λ, z) = T
[

1
λ−z̃

]
, λ ∈ {G1, z̃ ∈ G1, ëîêàëüíî àíàëiòè÷íà íà

ìíîæèíi {G1×G2 â íàñòóïíîìó ñåíñi: äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n iñíó¹ N(n) òàêå, ùî t(λ, z) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G

(N(n))
1 ×G

(n)
2 ,

ïðè öüîìó t(∞, z) = 0; êðiì òîãî, ÿêùî m > n, òî ôóíêöiÿ t(λ, z), ÿêà
âèçíà÷åíà íà ìíîæèíàõ {G

(N(n))
1 ×G

(n)
2 i {G

(N(m))
1 ×G

(m)
2 , çáiãà¹òüñÿ íà

¨õíüîìó ïåðåòèíi {G
(N(m))
1 × G

(n)
2 (çàâæäè ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ

N(n) ìîíîòîííî çðîñòà¹). Ïðè öüîìó äëÿ g ∈ H(G1) ïðè z ∈ G
(n)
2

(Tg)(z) =
1

2πi

∫

γn

t(λ, z)g(λ)dλ , (5)

äå γn � ìåæà îáëàñòi G
(N(n)+1)
1 .

Òåîðåìà 1. Íåõàé G1 òà G2 � äîâiëüíi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi êîìï-
ëåêñíî¨ ïëîùèíè, ïðè÷îìó 0 ∈ Gi, à hi ∈ Gi\{0}, i = 1, 2. Äëÿ òîãî ùîá
îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ (4) â êëàñi îïåðàòîðiâ T ∈ L(H(G1),H(G2)) ìàëî
íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

h1

h2
G2 ⊂ G1. (6)

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (6) çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) â êëàñi îïå-
ðàòîðiâ T ∈ L(H(G1),H(G2)) çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Tf)(z) = KL
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
, (7)

äå L � äåÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði H(G1), à
îïåðàòîð K ∈ L(H(G1),H(G2)) äi¹ çà ïðàâèëîì:

(Kf)(z) = f

(
h1

h2
z

)
. (8)
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(H(G1),H(G2)) ç õà-
ðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) = T

[
1

λ−z̃

]
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4).

Çàñòîñîâóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4) äî ôóíêöi¨ 1
λ−z , îäåðæèìî, ùî

íà ìíîæèíi F=
∞⋃

n=1
{G

(N(n))
1 ×G

(n)
2 (äèâ. [6]) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(
λ− h1

h2
z

)
t(λ, z) = (λ− h1)t(λ, h2). (9)

Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî hi ∈ G
(n)
i ïðè i = 1, 2;

n = 1, 2, . . .. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâè (6) ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî.
Íåõàé iñíó¹ òàêà òî÷êà z0 ∈ G2 òàêà, ùî λ0 =

(
h1
h2

z0

)
∈ {G1. Çàôiê-

ñó¹ìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêèì, ùîá z0 ∈ G
(n)
2 i çíàéäåíå

äëÿ íüîãî N(n) òàêi, ùî ïðè z ∈ G
(n)
2 i λ ∈ {G

(N(n))
1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü (9). Îñêiëüêè ìíîæèíè {G
(N(n))
1 , G

(n)
2 � âiäêðèòi, òî iñíó¹ îêië

Vδ(λ0) = {λ ∈ C : |λ − λ0| < δ} òî÷êè λ0, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi
{G

(N(n))
1 i ïåðåòâîðåííÿì z = h2

h1
λ âiäîáðàæà¹òüñÿ â îáëàñòü G

(n)
2 . Ïîêëà-

äàþ÷è â ðiâíîñòi (9) äîâiëüíå λ ∈ Vδ(λ0) i âiäïîâiäíå z = h2
h1

λ, îäåðæèìî,
ùî (λ − h1)t(λ, h2) = 0 ïðè λ ∈ Vδ(λ0). Çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié îòðèìó¹ìî, ùî t(λ, h2) = 0 ïðè λ ∈ {G

(N(n))
1 , à òîäi ç

(9) îäåðæó¹ìî, ùî t(λ, z) = 0 ïðè (λ, z) ∈ F ; òîìó T = 0. Òàêèì ÷èíîì,
ÿêùî T ∈ L(H(G1),H(G2)) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4) i T 6= 0, òî óìîâà
(6) âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé óìîâà (6) âèêîíó¹òüñÿ. Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(4). Õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ t(λ, z) îïåðàòîðà T ∈ L(H(G1),H(G2)),
ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4), ïîäàìî ó âèãëÿäi

t(λ, z) =
λ(1− h1

λ )t(λ, h2)

λ− h1
h2

z
. (10)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G1 ×G2,
òî ôóíêöiÿ l(λ) = (1 − h1

λ )t(λ, h2) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G1. Òîìó
iñíó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë L ∈ H′(G1), äëÿ ÿêîãî ôóíê-
öiÿ l(λ) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ, òîáòî l(λ) = L

ζ

[
1

λ−ζ

]
[6]. Òîäi ôîðìóëîþ

(T1f)(z) = L
ζ

[
zf(z)−ζf(ζ)

z−ζ

]
âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð T1 ∈ L(H(G1)).

Îñêiëüêè óìîâà (6) âèêîíó¹òüñÿ, òî ôîðìóëîþ (8) âèçíà÷à¹òüñÿ îïå-
ðàòîð K ∈ L(H(G1),H(G2)). Ïîçíà÷èìî T2 = KT1. Áåçïîñåðåäíüîþ ïå-
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ðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà
T2 çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ t(λ, z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (10). Òîìó
T = T2 i íåîáõiäíiñòü óìîâ òåîðåìè 1 äîâåäåíî.

�õ äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ îïåðàòîðà T , ÿêèé âèçíà÷à-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (7), õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ TTh1 òà Th2T
ñïiâïàäàþòü.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé Gi òà hi (i = 1, 2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðå-
ìè 1. Äëÿ òîãî ùîá îïåðàòîð Th1 ó ïðîñòîði H(G1) áóâ åêâiâàëåíòíèì
îïåðàòîðîâi Th2 â ïðîñòîði H(G2) íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëàñü
óìîâà

h1G2 = h2G1. (11)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïåðàòîð Th1 ó ïðîñòîði H(G1) åê-
âiâàëåíòíèé îïåðàòîðîâi Th2 â ïðîñòîðiH(G2). Òîäi iñíó¹ içîìîðôiçì T ∈
L(H(G1),H(G2)), äëÿ ÿêîãî ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü TTh1 = Th2T . Òîìó çà
òåîðåìîþ 1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6). Îñêiëüêè T � içîìîðôiçì, òî ç ïîïå-
ðåäíüî¨ îïåðàòîðíî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî T−1Th2 = Th1T

−1, äå T−1 �
îïåðàòîð, îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà T . Çà òåîðåìîþ 1 îäåðæó¹ìî, ùî

h2

h1
G1 ⊂ G2. (12)

Iç âêëþ÷åíü (6) i (12) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (11).
Äîñòàòíiñòü. Ïðè âèêîíàííi óìîâè (11) îïåðàòîð K, ùî âèçíà÷à-

¹òüñÿ ôîðìóëîþ (8), içîìîðôíî âiäîáðàæà¹ ïðîñòið H(G1) íà ïðîñòið
H(G2). Îñêiëüêè KTh1 = Th2K, òî îïåðàòîð Th1 â H(G1) åêâiâàëåíòíèé
îïåðàòîðîâi Th2 â H(G2).

Ó âèïàäêó, êîëè G1 = G2 = G, h1 = h2 = h ∈ G\{0}, ç òåîðåìè 1
îäåðæó¹ìî îïèñ êîìóòàíòà îïåðàòîðà Th â ïðîñòîði H(G).

Íàñëiäîê 2. Íåõàé G � äîâiëüíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à h ∈ G\{0} . Äëÿ òîãî ùîá
îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì óçàãàëüíåíîãî
çñóâó Th íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âií ìàâ òàêèé âèãëÿä:

(Tf)(z) = L
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
, (13)

äå L � äåÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði H(G).
2. Ó [3] îäåðæàíî îïèñ êîìóòàíòà îïåðàòîðà Eh+E−h â êëàñi ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié. Ðîçâ'ÿæåìî
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àíàëîãi÷íó çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî çñóâó, ùî ïîðîäæåíi
îïåðàòîðîì Ïîìì'¹.

Íåõàé G � äîâiëüíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà
ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, h � òàêå íåíóëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ùî h
i −h íàëåæàòü äî G. Îïèøåìî êîìóòàíò îïåðàòîðà Th + T−h â ïðîñòîði
H(G), òîáòî çíàéäåìî âñi ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè T ∈ L(H(G)), äëÿ
ÿêèõ

T (Th + T−h) = (Th + T−h)T. (14)

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i iñòîòíî çàëåæèòü âiä òîãî, ÷è ¹ îáëàñòü G ñèìåòðè÷-
íîþ âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i h ∈ G\{0}. Äëÿ òîãî ùîá
îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) çàäîâîëüíÿâ ðiâíiñòü (14) íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá âií ìàâ òàêèé âèãëÿä:

(Tf)(z) = (z+h)L1
ζ

P
z

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
+(z−h)L2

ζ
P
z

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
, (15)

äå Li (i = 1, 2) � äåÿêi ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè íà ïðîñòîði
H(G), à îïåðàòîð P ∈ L(H(G)) äi¹ çà ïðàâèëîì: (Pf)(z) = f(z)+f(−z).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) ç õàðàêòå-
ðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (14). Çàñòîñî-
âóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (14) äî ôóíêöi¨ 1

λ−z , îäåðæèìî, ùî íà

ìíîæèíi F=
∞⋃

n=1
{G(N(n)) ×G(n) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(
λ

λ− h
+

λ

λ + h

)
t(λ, z) =

zt(λ, z)− ht(λ, h)
z − h

+
zt(λ, z) + ht(λ,−h)

z + h
.

Ðîçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî t(λ, z), îäåðæèìî, ùî íà ìíîæèíi F

t(λ, z) =
λ

4h

(
1− h2

λ2

)
×

× ((z + h)t(λ, h)− (z − h)t(λ,−h))
(

1
λ− z

+
1

λ + z

)
.

(16)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G×G, òî
ôóíêöi¨ t(λ, h), t(λ,−h) ¹ àíàëiòè÷íèìè íà ìíîæèíi {G i íà áåçìåæíîñòi
îáåðòàþòüñÿ â íóëü. Ïîçíà÷èìî

l1(λ) =
1
4h

(
1− h2

λ2

)
t(λ, h), l2(λ) = − 1

4h

(
1− h2

λ2

)
t(λ,−h).
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Êîæíà ç ôóíêöié li(λ) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G, òîìó âîíà ¹ õà-
ðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ äåÿêîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî íà ïðîñòîði
H(G) ôóíêöiîíàëà Li [6], òîáòî li(λ) = Li

ζ

[
1

λ−ζ

]
, i = 1, 2. Îçíà÷èìî îïå-

ðàòîð T1 ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ôîðìóëè (15), â ÿêié L1 òà L2 � ôóíêöiîíàëè,
ââåäåíi âèùå. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà T1 çáiãà¹òüñÿ ç
ôóíêöi¹þ t(λ, z), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (16). Îñêiëüêè çà õàðàê-
òåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîð âiäíîâëþ¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, òî çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî T = T1, i îòæå, T ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (15).

Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåí-
íÿì.

Çàóâàæåííÿ. Íåõàé îáëàñòü G òà ÷èñëî h çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
òåîðåìè 2. Ç íàñëiäêà 2 âèïëèâà¹, ùî êîæåí ç îïåðàòîðiâ T ∈ L(H(G)),
ÿêèé ¹ ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Th, áóäå òàêîæ ïåðåñòàâíèì ç îïåðà-
òîðîì T−h, à îòæå, i ç îïåðàòîðîì Th + T−h. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå ¹
ïðàâèëüíèì. Íàâåäåìî âiäïîâiäíèé ïðèêëàä.

Íåõàé L1(f) = f(0), L2(f) = 0. Òîäi âiäïîâiäíèé îïåðàòîð T2, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (15), äi¹ çà ïðàâèëîì:

(T2f)(z) = (z + h)(f(z) + f(−z)).

Çà òåîðåìîþ 2 îïåðàòîð T2 ïåðåñòàâíèé ç îïåðàòîðîì Th +T−h. Ïîêàæå-
ìî, ùî îïåðàòîð T2 íå ¹ ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Th. Äiéñíî, îñêiëü-
êè T2Th1 = T21 = 2(z + h), à ThT21 = 2Th(z + h) = 2(z + h) + 2h, òî
T2Th 6= ThT2.

Ðîçãëÿíåìî äàëi âèïàäîê, êîëè îáëàñòü G íå ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé G � äîâiëüíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êè 0, h,−h (h 6= 0) i íå ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiä-
íîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Äëÿ òîãî ùîá îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) áóâ
ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Th + T−h íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âií ìàâ
òàêèé âèãëÿä:

(Tf)(z) = L
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
, (17)

äå L � äåÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði H(G).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïåðàòîð T ∈ H(G) ç õàðàêòåðè-
ñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (14). Òîäi àíàëîãi÷íî,
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ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî íà ìíîæèíi
F=

∞⋃
n=1

{G(N(n)) ×G(n) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

2h
λ2 − z2

λ2 − h2
t(λ, z) = (z + h)t(λ, h)− (z − h)t(λ,−h). (18)

Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî h òà −h íàëåæàòü âñiì
ìíîæèíàì G(n). Îñêiëüêè G 6= −G, òî âèáåðåìî òî÷êó z0 ∈ G òàêó, ùî
λ0 = −z0 6∈ G. Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå n òàêèì, ùîá z0 ∈ G(n). Âèáåðåìî
δ > 0 íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá îêië Vδ(λ0) = {λ ∈ C : |λ − λ0| < δ} òî÷êè
λ0 ìiñòèâñÿ â {G(N(n)), à îêië Vδ(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < δ} ìiñòèâñÿ â
G(n). Ïîêëàäåìî ó (18) äîâiëüíå λ ∈ Vδ(λ0) i z = −λ. Îäåðæèìî, ùî ïðè
λ ∈ Vδ(λ0)

(−λ + h)t(λ, h) + (λ + h)t(λ,−h) = 0. (19)

Çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâ-
íiñòü (19) áóäå âèêîíóâàòèñÿ äëÿ âñiõ λ ∈ {G(N(n)). Îòæå,

t(λ,−h) =
λ− h

λ + h
t(λ, h), λ ∈ {G(N(n)).

Òîäi ç ðiâíîñòi (18) îäåðæèìî, ùî

t(λ, z) =
λ

(
1− h

λ

)
t(λ, h)

λ− z
(20)

ïðè λ ∈ {G(N(n)) i z ∈ G(n). Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà (20) ¹ ëîêàëüíî
àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà {G × G, òî ðiâíiñòü (20) áóäå ïðàâèëüíîþ i
íà ìíîæèíi F . Âiäíîâëþþ÷è çà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) îïå-
ðàòîð T , ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî âií
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (17), äå L � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà
ïðîñòîði H(G), õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
l(λ) =

(
1− h

λ

)
t(λ, h).

Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè çà íàñëiäêîì 2 äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî íå-
ïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà L íà ïðîñòîði H(G) ôîðìóëîþ (17) âèçíà÷à¹òü-
ñÿ îïåðàòîð T ∈ L(H(G)), ÿêèé ïåðåñòàâíèé ç êîæíèì ç îïåðàòîðiâ Th i
T−h, òî âií ¹ ïåðåñòàâíèì ç ¨õíüîþ ñóìîþ.
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