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Äîâîäèòüñÿ ïîëiíîìiàëüíiñòü íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó äiéñíèõ áà-
íàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

A. Plichko, Polynomiality of separately polynomial operators, Math. Bull. T. Shevchenko
Sci. Soc. 11 (2014), 33–35.

We show that separately polynomial operators in real Banach spaces are polynomial.

Äîáðå âiäîìî (äèâ. íàïð. [1, Satz III*], [2, Lemma 1]), ùî êîæíà íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f ç Rn â ëiíiéíèé ïðîñòið Z ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñó-
êóïíiñòþ çìiííèõ. Ïîíÿòòÿ ïîëiíîìà ìîæíà ïåðåíåñòè íà âiäîáðàæåííÿ â
ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi òðàäèöiéíî íàçèâàþòüñÿ îïåðàòîðàìè. À ñàìå, îïå-
ðàòîð P ç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X â ëiíiéíèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì
ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ k, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiëiíiéíèé îïåðàòîð
T : Xk → Y , ùî P (x) = T (x, . . . , x) íà X. Äîâiëüíà ñóìà P =

∑n
k=0 Pk, äå

êîæåí Pk : X → Y � îäíîðiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ k, íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìîì.
Êîëè õî÷åìî ïiäêðåñëèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ P äi¹ ç îäíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
â iíøèé, òî ãîâîðèìî ïðî ïîëiíîìiàëüíèé îïåðàòîð, à êîëè õî÷åìî ïiäêðå-
ñëèòè, ùî âîíî äi¹ ç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó â ïîëå ñêàëÿðiâ, òî âæèâà¹ìî òåðìií
ïîëiíîìiàëüíèé ôóíêöiîíàë. Îïåðàòîð U : X × Y → Z, äå X,Y, Z � ëiíiéíi
ïðîñòîðè, íàçèâà¹ìî ïîëiíîìîì çà ïåðøîþ çìiííîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ôiê-
ñîâàíîãî y ∈ Y îïåðàòîð Uy(x) = U(x, y) áóäå ïîëiíîìîì âiä çìiííî¨ x ∈ X.
Öåé îïåðàòîð íàçèâà¹ìî ïîëiíîìîì çà ïåðøîþ çìiííîþ ñòåïåíÿ íå âèùîãî
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âiä n, ÿêùî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y îïåðàòîð Uy(x) áóäå ïîëiíîìîì çà çìiííîþ x
ñòåïåíÿ íå âèùîãî âiä n. Òå æ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ äðóãî¨ çìiííî¨.

Êîñîâàí i Ìàñëþ÷åíêî [3] äîâåëè, ùî êîëè âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → C
íà äîáóòêó êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ X,Y ¹ íàðiçíî íåïåðåðâíèì
ïîëiíîìiàëüíèì ôóíêöiîíàëîì, òî âîíî áóäå íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì çà ñó-
êóïíiñòþ çìiííèõ i ïîñòàâèëè ïèòàííÿ ïðî ñïðàâåäëèâiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ
äëÿ ïðîñòîðiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîäiáíi ïèòàííÿ äëÿ ïîëiíîìiàëü-
íèõ îïåðàòîðiâ ðîçãëÿäàëè Ìàçóð i Îðëi÷ [1]. Ìè ïîêàæåìî, ùî âiäïîâiäü
íà ïèòàííÿ Êîñîâàíà i Ìàñëþ÷åíêà ñòâåðäíà i ùî âîíà çíà÷íîþ ìiðîþ ìi-
ñòèòüñÿ âñåðåäèíi äîâåäåíü ïðàöi Ìàçóðà é Îðëi÷à. Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó
îáìåæèìîñÿ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè i äiéñíèìè ñêàëÿðàìè.

Òåîðåìà 1. [1, Satz II], [2, Corollary 3]. Íåõàé U � îïåðàòîð ç ëiíiéíîãî ïðî-

ñòîðó X â ëiíiéíèé ïðîñòið Y . Äëÿ òîãî, ùîá U áóâ ïîëiíîìîì ùîíàéáiëüøå

n-ãî ñòåïåíÿ, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá äëÿ êîæíèõ åëåìåíòiâ x, h ç X iñíóâàëè

åëåìåíòè y0, . . . , yn ç Y , äëÿ ÿêèõ U(x+ th) = t0y0+ · · ·+ tnyn äëÿ äîâiëüíîãî

äiéñíîãî t.

Òåîðåìà 2. (Ïîð. [1, Satz III*]). Íåõàé U � íàðiçíî íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ç

äåêàðòîâîãî äîáóòêó X × Y áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ ó áàíàõiâ ïðîñòið Z. ßêùî
U(x, y) ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ ùîíàéáiëüøå m âiäíîñíî x i ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ

ùîíàéáiëüøå n âiäíîñíî y, òî âií áóäå íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì çà ñóêóïíiñòþ

çìiííèõ ñòåïåíÿ ùîíàéáiëüøå m+ n.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó ïîëiíîìiàëüíiñòü U . Ç öi¹þ ìåòîþ âiçüìåìî
äîâiëüíi åëåìåíòè x, h ∈ X i y, k ∈ Y . Çà òåîðåìîþ 1, ôóíêöiÿ U(x+sh, y+tk),
s, t ∈ R, áóäå ïîëiíîìîì ñòåïåíiâ íå âèùå m çà çìiííîþ s i íå âèùå n çà
çìiííîþ t. Çà çãàäàíèì ðåçóëüòàòîì ç [1, Satz III*], [2, Lemma 1] âîíà áóäå
ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå âèùå m+ n çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Çîêðåìà, ôóíêöiÿ
U(x+th, y+tk), t ∈ R, áóäå ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå âèùå m+n. Òîäi, âíàñëiäîê
òåîðåìè 1, îïåðàòîð U áóäå ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå âèùå m+ n.

Ïåðåâiðèìî òåïåð íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà U . Ââåäåìî íà X × Y íîðìó,
íàïðèêëàä ‖(x, y)‖ = ‖x‖ + ‖y‖. Íåïåðåðâíiñòü ïîëiíîìiàëüíîãî îïåðàòîðà
íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði åêâiâàëåíòíà éîãî îáìåæåíîñòi íà îäèíè÷íié êóëi
[1, ñ. 179]. À îáìåæåíiñòü âèïëèâà¹ ç ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi [1,
Satz VII].

Òåîðåìà 3. (Ïîð. [1, Satz IV]). Íåõàé U � íàðiçíî íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ç

äåêàðòîâîãî äîáóòêó X × Y áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ ó áàíàõiâ ïðîñòið Z. ßêùî
U(x, y) ¹ ïîëiíîìîì âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨, òî âií áóäå íåïåðåðâíèì ïîëi-

íîìîì çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ òåîðåìè, äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ X , Ux(y) =
U(x, y) ¹ íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì çà çìiííîþ y ïåâíîãî ñòåïåíÿ n(x). Äëÿ
êîæíîãî öiëîãî n ≥ 0 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó An = {x ∈ X : n(x) ≤ n}. Ïîêà-
æåìî, ùî öÿ ìíîæèíà çàìêíåíà. Ñïðàâäi, íåõàé xk ∈ An , k ∈ N, i xk → x
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ïðè k → ∞. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ Uxk
, k ∈ N, ñòåïå-

íÿ ùîíàéáiëüøå n ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî Ux. Óíàñëiäîê [1, ñ. 182], ñòåïiíü
ïîëiíîìà Ux íå ìîæå áóòè áiëüøèì çà n, òîáòî x ∈ An.

Äàëi, ç ðiâíîñòi X =
⋃∞

n=0An i òåîðåìè Áåðà ïðî êàòåãîði¨ âèïëèâà¹, ùî
îäíà ç ìíîæèí An, ìiñòèòü ïåâíó êóëþ ç öåíòðîì x0 i ðàäióñîì r > 0.

Äîâåäåìî, ùî U(x, y) áóäå ïîëiíîìîì çà çìiííîþ y ñòåïåíÿ ùîíàéáiëüøå n.
Óíàñëiäîê òåîðåìè 1, äëÿ ïåðåâiðêè öüîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ åëåìåíòiâ x ∈ X òà y, h ∈ Y ôóíêöiÿ U(x, y + th)
äiéñíî¨ çìiííî¨ t áóäå ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ íå âèùîãî çà n. Ïîêëàäåìî

V (s, t) = U(x0 + s(x− x0), y + th) , s, t ∈ R,

òà S = {s ∈ R : ‖s(x− x0)‖ ≤ r}. Äëÿ ôiêñîâàíîãî s ∈ S, íà ïiäñòàâi îíà÷åíü
x0 òà r, îïåðàòîð U(x0 + s(x − x0), y) áóäå ïîëiíîìîì çà çìiííîþ y ñòåïåíÿ
íå âèùîãî âiä n. Òîäi, çà òåîðåìîþ 1, V (s, t) äëÿ öüîãî ôiêñîâàíîãî s áóäå
ïîëiíîìîì çà çìiííîþ t ñòåïåíÿ íå áiëüøîãî âiä n. Òîìó â Z ìîæíà âèáðàòè
òàêi åëåìåíòè zk(s) , k = 0, . . . , n, ùî

V (s, t) =
∑n

k=0
tkzk(s) , s ∈ S , t ∈ R. (1)

Äàëi, ïîêëàâøè ïîñëiäîâíî t = i , i = 1, . . . , n + 1, îòðèìà¹ìî â (1) íåâè-
ðîäæåíó ñèñòåìó n+ 1 ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçàâøè ÿêó äiñòàíåìî

zk(s) =
∑n+1

i=1
akiV (s, i) , aki ∈ R , k = 0, . . . , n

(äèâ. òàêîæ äîâåäåííÿ ëåìè 1 ç [2]).
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî i ôóíêöiÿ V (s, i) ¹ ïîëiíîìîì çìiííî¨ s ∈ R, òî êî-

æíà ôóíêöiÿ zk(s), ïî÷àòêîâî âèçíà÷åíà äëÿ s ∈ S, ïðèðîäíî ðîçøèðþ¹òüñÿ
äî ïîëiíîìà íà R. Êîëè çàôiêñóâàòè t, òî ÿê ç ëiâîãî, òàê i ç ïðàâîãî áîêó (1)
äiñòàíåìî ïîëiíîìè çìiííî¨ s, ÿêi äëÿ s ∈ S ðiâíi; îòæå âîíè iäåíòè÷íi. Òàêèì
÷èíîì, ðiâíiñòü (1) âèêîíàíà äëÿ âñiõ s, t ∈ R. Çîêðåìà, U(x, y+ th) = V (1, t)
òàêîæ áóäå ïîëiíîìîì çà çìiííîþ t ñòåïåíÿ íå áiëüøîãî âiä n. Âíàñëiäîê
òåîðåìè 1, U(x, y) áóäå ïîëiíîìîì çà çìiííîþ y ñòåïåíÿ íå âèùå n.

Òàê ñàìî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî Uy(x) áóäå ïîëiíîìîì çà çìiííîþ x ñêií-
÷åííîãî ñòåïåíÿ, ðiâíîìiðíî îáìåæåíîãî çà y ∈ Y . Òåïåð äëÿ çàêií÷åííÿ äî-
âåäåííÿ äîñèòü çàñòîñóâàòè òåîðåìó 2.
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