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Вводиться поняття загальної N-перiодної триномiальної цiнової моделi та симетри-
чної N-перiодної триномiальної цiнової моделi. Доведено критерiй безарбiтражностi для
загальної N-перiодної триномiальної цiнової моделi. Отримано безарбiтражну цiну де-
ривативу для N-перiодної симетричної триномiальної цiнової моделi з використанням
бiномiального дерева. Отримано оцiнку безарбiтражної цiни деривативу в загальнiй N-
перiоднiй триномiальнiй цiновiй моделi.

S. Pidkuyko, M. Babiak, On price of derivative in trinomial asset-pricing model, Math. Bull.
Shevchenko Sci. Soc. 12 (2015), 109–129.

The general and symmetric N-period trinomial asset-pricing models are defined. For gen-
eral N-period trinomial model the criterion of no-arbitrage is proved. For symmetric N-period
trinomial model the no-arbitrage price of a derivative security is obtained. For general N-
period trinomial model the estimation of no-arbitrage price is obtained.

Вступ

В роботi вводиться поняття загальної N -перiодної триномiальної цiнової
моделi як аналога i узагальнення добре вiдомої класичної бiномiальної цiнової
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моделi (Shreve S. [1], Hull J. [3] ). Для цiєї моделi виводиться критерiй безар-
бiтражностi. Використовуючи пiдхiд, запропонований в роботi (Pliska S.R. [4]),
отримано оцiнку безарбiтражної цiни деривативу в загальнiй N -перiоднiй три-
номiальнiй цiновiй моделi. В роботi вводиться поняття симетричноїN -перiодної
триномiальної цiнової моделi (як пiдкласу загальної N -перiодної триномiальної
цiнової моделi). Отримано безарбiтражну цiну деривативу для симетричної N -
перiодної триномiальної цiнової моделi, спираючись на цiну деривативу у вiд-
повiднiй (яку в роботi названо асоцiйованою) бiномiальнiй цiновiй моделi.

1. Мультиперiодна триномiальна модель

Означення 1.1. Загальна N-перiодна триномiальна цiнова модель з параме-
трами S0; u;m; d; r; p1; p2; p3 визначається так:

(1) починається в момент часу 0, завершується в момент часу N i має N перiо-
дiв;

(2) наявний ринок акцiй;
(3) в момент часу 0 цiна акцiї вiдома i становить S0 > 0;
(4) в момент часу n 2 f1; : : : ; N g пiдкидається “тригранна монета”, результа-

том пiдкидання є !n 2 fH;M; T g W

Pf!n D H g D p1 > 0; Pf!n DM g D p2 > 0; Pf!n D T g D p3 > 0:

Цiна акцiї позначається Sn, є випадковою величиною i залежить вiд резуль-
тату !1 : : : !n перших n пiдкидань монети .0 < d < m < u/ W

Sn D Sn.!1 : : : !n/ D

8̂̂<̂
:̂
uSn�1.!1 : : : !n�1/; !n D H;

mSn�1.!1 : : : !n�1/; !n DM;

dSn�1.!1 : : : !n�1/; !n D T:

(5) наявний ринок грошей з фiксованою вiдсотковою ставкою r > 0.

ЗагальнуN -перiодну триномiальну цiнову модель з параметрами S0; u;m; d ,
r; p1; p2; p3 будемо позначати через .S0; u;m; d; r; p1; p2; p3/. Оскiльки в по-
дальших дослiдженнях справжнi ймовiрностi p1; p2; p3 участi не беруть i на
результати (як формулювання, так i доведення) не впливають (важливу роль
вiдiграють безризиковi ймовiрностi — функцiї вiд параметрiв u;m; d; r/; то бу-
демо вживати поняттяN -перiодної триномiальної цiнової моделi з параметрами
S0; u;m; d; r i позначати її через .S0; u;m; d; r/: Те ж стосується позначень для
бiномiальної цiнової моделi.
Нехай

]H.!i : : : !j /; ]M.!i : : : !j /; ]T .!i : : : !j /; i � j;
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позначає кiлькостi випадань H , M i T у довiльному наборi .!i : : : !j /. Ймо-
вiрнiсним простором N-перiодної триномiальної цiнової моделi є пара .�;P/;
де

� D
˚
.!1 : : : !N / j !n 2 fH;M; T g; n D 1; : : : ; N

	
;

P.!1 : : : !N / D p
]H.!1::: !N /
1 p

]M.!1::: !N /
2 p

]T .!1::: !N /
3 :

Теорема 1.2 (Критерiй безарбiтражностi триномiальної цiнової моделi). Три-
номiальна цiнова модель з параметрами S0; u;m; d; r безарбiтражна тодi й лише
тодi, коли

d < 1C r < u: (1.1)

Доведення. ()) Обидвi нерiвностi доводимо вiд супротивного.

Зауваження 1.3. d < 1C r:

Припустимо, що d � 1C r: Арбiтражна торговельна стратегiя виглядає так:

(1) в момент часу 0 позичаємо в банку суму S0 i купуємо одну акцiю;
(2) в момент часу N продаємо 1 акцiю за суму SN i повертаємо в банк суму

S0.1C r/
N :

Отже, на руках залишається невiд’ємна сума (незалежно вiд результату пiдки-
дань):

SN .!1 : : : !N /�S0.1Cr/
N
� S0.d

N
�.1Cr/N / � 0; 8.!1 : : : !N / 2 �;

та з ймовiрнiстю не меншою, нiж 1 � pN
3 ; ця сума буде строго додатньою:

SN .!1 : : : !N / � S0.1C r/
N
� SN .!1 : : : !N / � S0d

N > 0;

8.!1 : : : !N / 2 � W .!1 : : : !N / ¤ .T : : : T /:

Тобто маємо арбiтраж, що суперечить умовi.

Зауваження 1.4. u > 1C r:

Припустимо, що u � 1C r: У цьому випадку дiємо так:

(1) в момент часу 0 продаємо одну акцiю i отриману суму S0 кладемо в банк;
(2) в момент часу N забираємо з банку суму S0.1C r/

N i купуємо одну акцiю.

Отже, на руках маємо невiд’ємну суму (незалежно вiд результату пiдкидань):

S0.1C r/
N
� SN .!1 : : : !N / � S0..1C r/

N
� uN / � 0; 8.!1 : : : !N / 2 �;
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та з ймовiрнiстю не меншою, нiж 1 � pN
1 ; ця сума буде строго додатньою:

S0.1C r/
N
� SN .!1 : : : !N / � S0u

N
� SN .!1 : : : !N / > 0;

8.!1 : : : !N / 2 � W .!1 : : : !N / ¤ .H : : :H/:

Отже, i в цьому випадку маємо арбiтраж, що суперечить умовi.

(() Нехай справджується умова (1.1). Позначимо через X0; : : : ; XN процес по-
точного капiталу учасника ринку i через�0; : : : ; �N�1 – вiдповiдний портфель-
ний процес. Тодi цiна акцiї, поточний капiтал та величина портфелю пов’язанi
рiвнянням поточного капiталу:

XnC1 D �nSnC1 C .1C r/ŒXn ��nSn�:

Зазначимо, що процес поточного капiталу i портфельний процес, так само, як
i процес цiни акцiї, є адаптованими, оскiльки Xn; �n; Sn залежать лише вiд
перших n пiдкидань монети.

Зауваження 1.5. Якщо N D 1, то модель безарбiтражна.

Припустимо, що в моделi iснує арбiтраж. Тодi:

8! 2 fH;M; T g X1.!/ � 0 ^ 9! 2 fH;M; T g W X1.!/ > 0; (1.2)

де згiдно з рiвнянням поточного капiталу

X1.!/ D �0S1.!/C .1C r/ŒX0 ��0S0� D �0ŒS1.!/ � .1C r/S0�:

Звiдси i з умови (1.2) зокрема отримуємо, що �0 ¤ 0. Тодi, враховуючи (1.1),
маємо:

X1.H/X1.T / D �
2
0S

2
0 Œu � .1C r/�Œd � .1C r/� < 0:

Отже, X1.H/ та X1.T / мають рiзнi знаки, зокрема одна з цих величин вiд’ємна,
що суперечить умовi (1.2).

Зауваження 1.6. ЯкщоN -перiодна модель має арбiтраж, то має арбiтраж також
.N � 1/-перiодна модель.

Нехай�0; : : : ; �N�1 — портфельний процес, що реалiзує арбiтраж вN -перiоднiй
моделi. Тодi:

8! D .!1 : : : !N / XN .!/ � 0 ^ 9! D .!1 : : : !N / W XN .!/ > 0; (1.3)

де згiдно з рiвнянням поточного капiталу

XN .!/ D �N�1.e!/SN .!/C .1C r/ŒXN�1.e!/ ��N�1.e!/SN�1.e!/� D
D .1Cr/XN�1.e!/C�N�1.e!/ŒSN .!/�.1Cr/SN�1.e!/�; e! D .!1; : : : ; !N�1/:
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З останньої рiвностi зокрема отримуємо:

XN .!/ � .1C r/XN�1.e!/ D �N�1.e!/ŒSN .!/ � .1C r/SN�1.e!/�: (1.4)

З (1.4) та умови (1.1) маємо:

ŒXN .e!H/ � .1C r/XN�1.e!/� � ŒXN .e!T / � .1C r/XN�1.e!/� D
D �2

N�1.e!/S2
N�1.e!/Œu � .1C r/�Œd � .1C r/� � 0: (1.5)

Отже,

8e! D .!1 : : : !N�1/ XN�1.e!/ � 1

1C r
minfXN .e!H/; XN .e!T /g � 0:

Залишається обгрунтувати, що

9e! D .!1 : : : !N�1/ W XN�1.e!/ > 0: (1.6)

Якщо
8e! D .!1 : : : !N�1/ �N�1.e!/ D 0;

то з (1.3) та (1.4) отримуємо (1.6). Якщо

9e! D .!1 : : : !N�1/ W �N�1.e!/ ¤ 0;
то для такого e! з (1.5) маємо:

ŒXN .e!H/ � .1C r/XN�1.e!/� � ŒXN .e!T / � .1C r/XN�1.e!/� < 0:
Звiдси i з (1.3) знову отримуємо (1.6):

9e! D .!1 : : : !N�1/ W XN�1.e!/ > 1

1C r
minfXN .e!H/; XN .e!T /g � 0;

що завершує доведення зауваження 1.6. Твердження (достатнiсть) теореми ви-
пливає тепер iз зауважень 1.5 i 1.6.

2. Безарбiтражна цiна деривативу в симетричнiй
триномiальнiй моделi

Означення 2.1. N -перiодна триномiальна цiнова модель з параметрами S0; u;m,
d; r називається симетричною, якщо m D ud D 1.

Означення 2.2. 2N -перiодна бiномiальна цiнова модель з параметрами S 00; u
0,

d 0; r 0 називається асоцiйованою зN -перiодною симетричною триномiальною цi-
новою моделлю з параметрами S0; u;m; d; r; якщо

S 00 D S0; u0 D
p
u; r 0 D

p
1C r � 1; d 0 D

p
d; (2.7)

i для кожного n 2 f1; : : : ; N g кiнець n-го перiоду бiномiальної моделi збiгається
з кiнцем 2n-го перiоду триномiальної моделi.
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Нехай .S0; u;m; d; r/, .S 00; u
0; d 0; r 0/ — N -перiодна безарбiтражна симетрична

триномiальна цiнова модель та асоцiйована з нею 2N -перiодна бiномiальна цi-
нова модель з безризиковими ймовiрностями

ep D 1C r 0 � d 0

u0 � d 0
; eq D u0 � .1C r 0/

u0 � d 0
: (2.8)

Зазначимо, що ep Ceq D 1; epu0 Ceqd 0 D 1C r 0: (2.9)

Означення 2.3. Величини ep1; ep2; ep3; що визначаються формулами

ep1 D ep 2; ep2 D 2epeq; ep3 Deq 2; (2.10)

називаються безризиковими ймовiрностями (випадання H;M; T вiдповiдно) у
симетричнiй триномiальнiй цiновiй моделi, а вiдповiдна ймовiрнiсна мiра eP —
безризиковою ймовiрнiсною мiрою в цiй моделi.

З (2.7), (2.9) i (2.10) випливають рiвностi:

ep1 C ep2 C ep3 D 1; ep1uC ep2mC ep3d D .1C r
0/2 D 1C r: (2.11)

Теорема 2.4. Дисконтована цiна акцiї

Sn

.1C r/n
; n D 0; : : : ; N;

у симетричнiй триномiальнiй цiновiй моделi є мартингалом вiдносно безризико-
вої мiри eP; що визначається формулами (2.10).

Доведення. Покажемо, що

eEn

�
SnC1

.1C r/nC1

�
D

Sn

.1C r/n
; n D 0; : : : ; N � 1; (2.12)

де eEn позначає умовне математичне сподiвання вiдносно безризикової мiри eP:
Використовуючи означення та властивостi умовного математичного сподiван-
ня, а також (2.11), отримуємо:

eEn

�SnC1

1Cr

�
.!1 : : : !n/ D

D
1

1Cr

�ep1SnC1.!1 : : : !nH/Cep2SnC1.!1 : : : !nM/Cep3SnC1.!1 : : : !nT /
�
D

D
1

1Cr
.ep1uC ep2mC ep3d/Sn.!1 : : : !n/ D Sn.!1 : : : !n/:

Отже, (2.12) доведено.
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Нехай для довiльного n 2 f1; : : : ; N g множини

�n D
˚
.!1 : : : !n/ j !i 2 fH;M; T g

	
; �02n D

˚
.!01 : : : !

0
2n/ j !

0
i 2 fH

0; T 0g
	

позначають ймовiрнiснi простори симетричної n-перiодної триномiальної та асо-
цiйованої з нею 2n-перiодної бiномiальної моделей.

Означення 2.5. Вiдображення (сiм’ю вiдображень) ' W �02n ! �n; що визнача-
ється формулою:

'.!01 : : : !
0
2n/ D

�
'.!01!

0
2/ : : : '.!

0
2n�1!

0
2n/
�
; n D 1; : : : ; N;

де

'.!01!
0
2/ D

8̂̂<̂
:̂
H; !01!

0
2 D H

0H 0;

M; !01!
0
2 2 fH

0T 0; T 0H 0g;

T; !01!
0
2 D T

0T 0;

будемо називати вiдображенням асоцiацiї.

Теорема 2.6. Нехай в N -перiоднiй безарбiтражнiй симетричнiй триномiальнiй
цiновiй моделi .N; S0; u;m; d; r/ з безризиковими ймовiрностями (2.10) задано
похiдний цiнний папiр (дериватив) з функцiєю виплат

VN D VN .!1 : : : !N /

в момент часу N. Визначимо рекурсивно в порядку спадання послiдовнiсть ви-
падкових величин VN�1; : : : ; V0 W

Vn.!1 : : : !n/ D

D
1

1C r
Œep1VnC1.!1 : : : !nH/Cep2VnC1.!1 : : : !nM/Cep3VnC1.!1 : : : !nT /�;

n D 0; : : : ; N � 1. Нехай на ринку iснує 2N -перiодна безарбiтражна бiномiаль-
на цiнова модель .2N; S 00; u

0; d 0; r 0/; асоцiйована з .N; S0; u;m; d; r/: Тодi V0 —
безарбiтражна цiна деривативу в момент часу нуль.

Доведення. Результат пiдкидання (звичайної) монети в 2N -перiоднiй бiномi-
альнiй моделi в момент часу k позначимо !0

k
2 fH 0; T 0g: У бiномiальнiй моделi

розглянемо похiдний цiнний папiр з функцiєю виплат V 02N , що визначається рiв-
нiстю:

V 02N .!
0
1 : : : !

0
2N / D VN .'.!

0
1 : : : !

0
2N //; .!01 : : : !

0
2N / 2 �

0
2N ; (2.13)

де ' — вiдображення асоцiацiї.
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Визначимо в цiй моделi рекурсивно в порядку спадання набiр випадкових
величин V 02N�1; : : : ; V

0
0 W

V 0n.!
0
1 : : : !

0
n/ D

1

1C r 0
Œep V 0nC1.!

0
1 : : : !

0
nH
0/Ceq V 0nC1.!

0
1 : : : !

0
nT
0/�;

n D 2N � 1; : : : ; 0, а також портфельний процес �00; : : : ; �
0
2N�1 W

�0n.!
0
1 : : : !

0
n/ D

V 0nC1.!
0
1 : : : !

0
nH
0/ � V 0nC1.!

0
1 : : : !

0
nT
0/

S 0nC1.!
0
1 : : : !

0
nH
0/ � S 0nC1.!

0
1 : : : !

0
nT
0/
;

n D 0; : : : ; 2N � 1, та процес поточного капiталу X 00; : : : ; X
0
2N W

X 00 D V
0

0; X 0nC1 D �
0
nS
0
nC1 C .1C r

0/.X 0n ��
0
nS
0
n/; n D 0; : : : ; 2N � 1:

Застосовуючи теорему про реплiкацiю у мультиперiоднiй бiномiальнiй цiновiй
моделi [1] до нашої 2N -перiодної бiномiальної моделi, отримуємо:

(1) V 00 — безарбiтражна цiна в момент часу нуль деривативу з функцiєю виплат
V 02N ;

(2) X 0n D V
0

n; n D 0; : : : ; 2N :

Покажемо, що

V 02n.!
0
1 : : : !

0
2n/ D Vn

�
'.!01 : : : !

0
2n/
�
D Vn.!1 : : : !n/; n D 0; : : : ; N:

Доводимо спадною iндукцiєю по n. Для N твердження випливає з (2.13). Об-
грунтуємо це твердження для n у припущеннi його справедливостi для nC1. Ви-
користовуючи властивостi умовного математичного сподiвання i теорему про
(поточну) цiну деривативу [1], маємо:

V 02n D
eE02n

h V 02N

.1Cr 0/2N�2n

i
D eE02n

heE02.nC1/

h V 02N

.1Cr 0/2N�2.nC1/

i 1

.1Cr 0/2

i
D

D eE02n

h V 0
2.nC1/

.1C r 0/2

i
; n D 0; : : : ; N � 1; (2.14)

деeE0 позначає математичне сподiвання в 2N -перiоднiй бiномiальнiй моделi вiд-
носно безризикової мiри, що визначається рiвностями (2.8).

З означення вiдображення асоцiацiї, рiвностей (2.10) i (2.14) та припущення
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iндукцiї отримуємо:

V 02n.!
0
1 : : : !

0
2n/ D

1

.1C r 0/2

�ep 2 V 02.nC1/.!
0
1 : : : !

0
2nH

0H 0/C

C epeq V 02.nC1/.!
0
1 : : : !

0
2nH

0T 0/Ceq ep V 02.nC1/.!
0
1 : : : !

0
2nT

0H 0/C

Ceq 2 V 02.nC1/.!
0
1 : : : !

0
2nT

0T 0/
�
D

1

1C r
Œep1VnC1.'.!

0
1 : : : !

0
2nH

0H 0//C

C
ep2

2
VnC1.'.!

0
1 : : : !

0
3nH

0T 0//C
ep2

2
VnC1.'.!

0
1 : : : !

0
2nT

0H 0//C

C
ep2

2
VnC1.'.!

0
1 : : : !

0
3nH

0T 0//CCep3VnC1.'.!
0
1 : : : !

0
3nT

0T 0//� D

D
1

1C r
Œep1VnC1.!1 : : : !nH/C ep2VnC1.!1 : : : !nM/C

C ep3VnC1.!1 : : : !nT /� D Vn.!1 : : : !n/:

Зокрема V 00 D V0; що завершує доведення теореми.

3. Безарбiтражна цiна деривативу в загальнiй
мультиперiоднiй триномiальнiй моделi

Розглянемо загальну N -перiодну триномiальну модель. Нехай

VN D VN .!/ D VN .!1 : : : !N /; !i 2 fH;M; T g;

позначає функцiю виплат (випадкову величину) за деяким деривативом. Мета
подальшого дослiдження — оцiнити безарбiтражну цiну V0 такого цiнного па-
перу, використовуючи пiдхiд Плiски ([4])

НехайX0; : : : ; XN позначає процес поточного капiталу iнвестора, деX0 —
початковий капiтал, Xn D Xn.!1 : : : !n/ — поточний капiтал в момент часу
n 2 f0; 1; : : : ; N g: Протягом кожного перiоду n 2 f0; 1; : : : ; N � 1g iнвестор во-
лодiє�n D �n.!1 : : : !n/ акцiями. Тодi процес поточного капiталу задовiльняє
рiвняння поточного капiталу

XnC1 D SnC1�n C .1C r/.Xn � Sn�n/; n D 0; : : : ; N � 1; (3.15)

де Sn D Sn.!1 : : : !n/ позначає цiну однiєї акцiї в момент часу n:
Набiр � D f�0; : : : ; �N�1g; а також пару .X0; �/; будемо називати торго-

вельною стратегiєю. Позначимо

S�n D
Sn

.1C r/n
; X�n D

Xn

.1C r/n
; n D 0; : : : ; N I (3.16)

ıS�nC1 D S
�
nC1 � S

�
n ; n D 0; : : : ; N � 1: (3.17)
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Використовуючи цi позначення, рiвняння (3.15) переписується так

X�nC1 D X
�
n C�nıS

�
nC1; n D 0; : : : ; N � 1:

Позначимо

G�nC1 D

nX
iD0

�iıS
�
iC1; n D 0; : : : ; N � 1:

Тодi

X�nC1 D X
�
0 C

nX
iD0

�iıS
�
iC1 D X

�
0 CG

�
nC1 D X0 CG

�
nC1 (3.18)

для n D 0; : : : ; N � 1.

Означення 3.1. Торговельна стратегiя .X0; �/ називається арбiтражною, якщо

X�0 D 0; X�N � 0; EX�N > 0: (3.19)

Згiдно з (3.16), (3.17) i (3.18) умова (3.19) еквiвалентна кожнiй з двох умов (3.20)
i (3.21):

X0 D 0; XN � 0; EXN > 0I (3.20)

G�N � 0; EG�N > 0: (3.21)

Означення 3.2. Ймовiрнiсна мiра eP називається безризиковою, якщо

(1) eP.!/ > 0; 8! 2 �I
(2) S�n — мартингал, тобто

eEnŒS
�
m� D S

�
n ; 0 � n � m � N; (3.22)

деeEnŒS
�
m� позначає умовне математичне сподiвання S�m в момент часу n.

Нехай M — множина всiх безризикових мiр в триномiальнiй моделi.

Теорема 3.3. Множина M ¤ ∅ тодi i лише тодi, коли d < 1C r < u.

Доведення. Спершу зазначимо, що M ¤ ∅ тодi й лише тодi, коли iснує розв’я-
зок задачi 8̂̂<̂

:̂
ep1uC ep2mC ep3d D 1C r;ep1 C ep2 C ep3 D 1;ep1; ep2; ep3 > 0:

(3.23)

Це випливає з такої низки рiвностей та умови (3.22) (означення 3.2):
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eEnŒS
�
nC1�.!1 : : : !n/ D eE � SnC1

.1C r/nC1

�
.!1 : : : !n/ D

D
1

.1C r/nC1
eEŒSnC1�.!1 : : : !n/ D

1

.1C r/nC1

�ep1SnC1.!1 : : : !nH/C

C ep2SnC1.!1 : : : !nM/C ep3SnC1.!1 : : : !nT /
�
D

D
ep1uC ep2mC ep3d

.1C r/nC1
Sn.!1 : : : !n/ D

ep1uC ep2mC ep3d

1C r
S�n .!1 : : : !n/:

()) Нехай M ¤ ∅: Тодi з (3.23) отримуємо:

1C r D ep1uC ep2mC ep3d < u.ep1 C ep2 C ep3/ D uI

1C r D ep1uC ep2mC ep3d > d.ep1 C ep2 C ep3/ D d:

(() Нехай d < 1C r < u: Вiдразу зазначимо, що тодi

0 <
.1C r/ �m

u �m
<
.1C r/ � d

u � d
< 1: (3.24)

Позначимо ep1 D ˛: З перших двох рiвнянь (3.23) маємо:

ep2 D
.1C r/ � d

m � d
� ˛

u � d

m � d
; ep3 D

.1C r/ � d

d �m
� ˛

u �m

d �m
:

Звiдси зокрема отримуємо:

ep2 > 0 () ˛ <
.1C r/ � d

u � d
I ep3 > 0 () ˛ >

.1C r/ �m

u �m
:

Отже, ep2; ep3 > 0; 8˛ 2

�
.1C r/ �m

u �m
;
.1C r/ � d

u � d

�
Враховуючи (3.24), маємо: M ¤ ∅:

Означення 3.4. Статок (капiтал) X називається досяжним, якщо iснує торго-
вельна стратегiя .X0; �/; для якої XN .!/ D X.!/ для усiх ! 2 �.

Нехай X позначає множину всiх досяжних статкiв, X .X0/ — множину всiх
досяжних статкiв з початковим капiталом X0:

Теорема 3.5 (Про властивостi досяжних статкiв i безризикових ймовiрнi-
сних мiр). Нехай X 2 X ; eP 2M: Тодi:

eEnŒıS
�
m� D 0; 0 � n � m � N I (3.25)eEŒG�n � D 0; n D 1; : : : ; N: (3.26)
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Доведення. Рiвнiсть (3.25) випливає з (3.22). Рiвнiсть (3.26) є наслiдком (3.25).

Наслiдок 3.6. Нехай X 2 X .X0/; X
� D X=.1C r/N : Тодi

8eP 2M eE �X�� D X�0 D X0:

Доведення. Виберемо торговельну стратегiю � D f�0; : : : ; �N�1g для якої
XN .!/ D X.!/ для усiх ! 2 �. Тодi X� D X�N D X

�
0 CG

�
N . Використовуючи

(3.26), маємоeEŒX�� D eEŒX�0 CG�N � D eEŒX�0 � D X�0 .

Наслiдок 3.7. Якщо M ¤ ∅; то триномiальна модель не має арбiтражних стра-
тегiй.

Доведення. Нехай eP 2M; .X0; �/— деяка арбiтражна стратегiя. З означення
3.1 отримуємо: X�0 D 0, X�N � 0, EX�N > 0. Отже,

.8! 2 � X�N .!/ � 0/ ^ .9! 2 � W X
�
N .!/ > 0/:

Звiдcи випливає, щоeEX�N > 0; оскiльки 8! 2 � P.!/ > 0: Але тодi з наслiдку
3.6 приходимо до суперечностi: 0 < eEX�N D X�0 D 0.

Ймовiрнiсний простiр � N -перiодної триномiальної цiнової моделi скiн-
ченний i мiстить рiвно 3N елементiв. Занумеруємо їх у довiльному порядку
!1; : : : ; !3N

: Ототожнюючи випадкову величину X з вектором�
X.!1/; : : : ; X.!3N

/
�
2 R

3N

;

отримуємо iзоморфiзм простору всiх випадкових величин в� на арифметичний
простiр R3N

: Нехай
� D .1; : : : ; 1/ 2 R3N

:

Тодi стала випадкова величина � вiдповiдає вектору ��: А кiнцевий статок тор-
говельної стратегiї� D f0; : : : ; 0g з початковим капiталом � вiдповiдає вектору
�.1C r/N �: Якщо його дисконтувати на момент часу 0, отримаємо вектор ��:
Позначимо

W D fX 2 R3N

W X D G�N g; де G�N D

N�1X
iD0

�iıS
�
iC1

для деякої торговельної стратегiї �: Отже, W — це множина випадкових вели-
чин, що складається з дисконтованих (на момент часу 0) кiнцевих (на момент
часу N) статкiв торговельної стратегiї .0;�/: Тобто

W D fX� 2 R3N

W X 2 X .0/g:
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З iншого боку, W — це пiдпростiр простору R3N

; оскiльки, по-перше, лiнiйна
комбiнацiя торговельних стратегiй з нульовим початковим капiталом знову є
торговельною стратегiєю з нульовим початковим капiталом, i по-друге, G�n лi-
нiна вiдносно �: Нехай A D fX 2 R3N

W X > 0 ^ X ¤ 0g позначає множину
всiх невiд’ємних статкiв. Очевидно, що арбiтражна стратегiя iснує тодi й лише
тодi, коли W \ A ¤ ∅: Позначимо через h�; �i стандартний скалярний добуток
в R3N

W

hX; Y i D

3NX
iD1

XiYi ; X; Y 2 R3N

:

Тодi W? D fY 2 R3N

W hX; Y i D 0 8X 2 Wg. Множина всiх ймовiрнiсних
мiр на � має вигляд:

P D fX 2 A W hX; � i D
3NX
iD1

Xi D 1g:

Отже, для довiльної випадкової величини Y (згiдно з нашим ототожненням)
EY D hP; Y i, P 2 P . Позначимо

PC D fX 2 P W Xi > 0; i D 1; : : : ; 3
N
g:

Тодi W? \ PC DM: Нехай M ¤ ∅: Тодi у W? можна вибрати базу векторiв
e1; : : : ; eJ ; всi координати яких — додатнi. Використовуючи її, будуємо базу
векторiв у W?; що складається зi строго додатнiх лiнiйних цiнових мiр:

Qj D
ej

h ej ; � i
2W? \ PC; j D 1; : : : ; J:

Нехай Y;Z 2 X .�/: Тодi Y �Z 2 X .0/:Отже, Y ��Z� 2W : Зокрема, Y ���� 2
W; що еквiвалентне умовi Y � � �� ?W?; тобто

0 D hY � � ��;Qj i D hY
�;Qj i � �h �;Qj i D hY

�;Qj i � � ; j D 1; : : : ; J:

Отже, доведено, що

Y 2 X .�/ () � D hY �;Qj i; j D 1; : : : ; J: (3.27)

Теорема 3.8. Нехай X 2 X ; eP 2M: Якщо функцiя виплат VN за деривативом
задовольняє рiвнiсть VN .!/ D X.!/ для усiх ! 2 �, то величина

X0 D
eEh X

.1C r/N

i
D eEh VN

.1C r/N

i
(3.28)

є безарбiтражною цiною цього цiнного паперу.
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Доведення. Нехай V0 — безарбiтражна цiна деривативу. За означенням дося-
жного статку iснує така торговельна стратегiя .X0; �/; для якої

XN .!/ D X.!/ D VN .!/; 8! 2 �: (3.29)

Зауваження 3.9. X0 визначається однозначно рiвнiстю (3.28).

Випливає з наслiдку 3.6 теореми про властивостi досяжних статкiв i безризико-
вих ймовiрнiсних мiр.

Зауваження 3.10. Якщо V0 > X0; то iснує арбiтраж.

Розглянемо iнвестора, що продає в момент часу 0 дериватив з функцiєю виплат
VN за цiною V0; дiє згiдно з торговельною стратегiєю .X0; �/ та кладе додатнiй
грошовий залишок V0 � X0 > 0 в банк пiд безризикову вiдсоткову ставку r:
У момент виконання угоди (виплат) за деривативом iнвестор згiдно з рiвнiстю
(3.29) буде платоспроможним i крiм того матиме прибуток .V0�X0/.1Cr/

N>0.

Зауваження 3.11. Якщо V0 < X0; то iснує арбiтраж.

Спершу зазначимо, що згiдно з рiвнянням поточного капiталу для дзеркаль-
ної стратегiї .�X0; f��1; : : : ;��N�1g/; кiнцевий статок становитиме �XN D

�X D �VN : Отже, для стратегiї .0; f��1; : : : ;��N�1g/; статок у момент часу
N становитиме X0.1C r/

N �XN : Це твердження можна отримати аналiтично:
якщо до кожного рiвняння поточного капiталу

�XnC1 D ��nSnC1 C .1C r/Œ�Xn C�nSn�; n D 0; : : : ; N � 1;

торговельної стратегiї .�X0; f��1; : : : ;��N�1g/; додати до обох частин рiв-
ностi вираз X0.1 C r/

nC1; то перше рiвняння .n D 0/ поточного капiталу вiд-
повiдатиме торговельнiй стратегiї з нульовим поточним капiталом, а останнє
.n D N � 1/ в лiвiй частинi матиме вираз (поточний капiтал в момент часу N)

X0.1C r/
N
�XN : (3.30)

Отож розглянемо iнвестора, що позичає в банку сумуX0, купує за V0 дериватив
з функцiєю виплат VN i кладе в банк пiд безризикову вiдсоткову ставку r дода-
тню суму X0 � V0 > 0. В момент часу N пiсля отриманої за деривативом суми
VN вiн згiдно з (3.30) матиме на руках суму X0.1C r/

N , яку вiн вiддасть банку,
але при цьому матиме прибуток .X0 � V0/.1C r/

N > 0:

Як випливає з попередньої теореми, безарбiтражна цiна деривативу, виплати
за яким є досяжним статком, визначається однозначно рiвнiстю

X0 D
eEh VN

.1C r/N

i
:
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Розглянемо тепер випадок, коли виплату X D VN неможливо досягти жодною
торговельною стратегiєю .X0; �/; тобто X … X : Спершу покажемо, що

fY 2 X W Y � Xg ¤ ∅: (3.31)

Для цього досить розглянути торговельну стратегiю .Y0; �/ W

Y0 � max
!2�

X.!/

.1C r/N
; � D .�1; : : : ; �N�1/ D .0; : : : ; 0/;

яка породжує досяжний статок Y0.1C r/
N � X: Нехай

Y 2 X ; Y � X:

Оскiльки eEh Y

.1C r/N

i
� eEh X

.1C r/N

i
; 8eP 2M; (3.32)

i величина лiворуч не залежить вiд вибору безризикової мiри eP 2 M, то мно-
жина neEh X

.1C r/N

i
W eP 2M

o
обмежена зверху. Отже,

9 sup
neEh X

.1C r/N

i
W eP 2M

o
2 R: (3.33)

З (3.31) i (3.32) тодi випливає, що непорожня множинаneEh Y

.1C r/N

i
W Y 2 X ; Y � X

o
обмежена знизу числом (3.33). Отже,

9 inf
neEh Y

.1C r/N

i
W Y 2 X ; Y � X

o
� sup

neEh X

.1C r/N

i
W eP 2M

o
:

Аналогiчно обгрунтовується iснування величин та нерiвнiсть:

sup
neEh Y

.1C r/N

i
W Y 2 X ; Y � X

o
� inf

neEh X

.1C r/N

i
W eP 2M

o
:

Отже, доведено коректнiсть (незалежнiсть вiд eP 2 M/ та iснування (скiнчен-
нiсть) величин:

VC.X/ D inf
neEh Y

.1C r/N

i
W Y � X ^ Y 2 X

o
; eP 2MI (3.34)

V�.X/ D sup
neEh Y

.1C r/N

i
W Y � X ^ Y 2 X

o
; eP 2M: (3.35)
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Теорема 3.12. Нехай X — недосяжний рiвень статку в триномiальнiй моде-
лi, X … X : Якщо функцiя виплат VN за деривативом задовольняє рiвнiсть
VN .!/ D X.!/ для усiх ! 2 �, то безарбiтражна цiна цього цiнного папе-
ру V0 2 ŒV�.X/; VC.X/� ; де величини VC.X/; V�.X/ визначаються рiвностями
(3.34), (3.35).

Доведення. Нехай V0 — безарбiтражна цiна деривативу.

Зауваження 3.13. Якщо V0 > VC.X/; то iснує арбiтраж.

З означення VC.X/ випливає, що

9Y 2 X W V0 > eEh Y

.1C r/N

i
� VC.X/:

Крiм того, iснує торговельна стратегiя .Y0; f�0; : : : ; �N�1g/; для якої

YN .!/ D Y.!/ � X.!/ D VN .!/; 8! 2 �: (3.36)

Зазначимо, що

Y0 D
eEh Y

.1C r/N

i
< V0:

Розглянемо iнвестора, що продає дериватив з функцiєю виплат VN за цiною V0;

дiє згiдно з торговельною стратегiєю .Y0; f�0; : : : ; �N�1g/ i початковим ста-
тком та кладе додатнiй грошовий залишок V0 � Y0 > 0 в банк пiд безризикову
вiдсоткову ставку r . Згiдно з (3.36) в момент виконання деривативу iнвестор
матиме капiтал, достатнiй для здiйснення виплат, i крiм того матиме прибуток

.V0 � Y0/.1C r/
N
D

�
V0 �

eEh Y

.1C r/N

i��
1C r

�N
> 0:

Зауваження 3.14. Якщо V0 < V�.X/; то iснує арбiтраж.

З означення V�.X/ випливає, що

9Y 2 X W V0 < eEh Y

.1C r/N

i
� V�.X/:

Крiм того iснує торговельна стратегiя .Y0; f�0; : : : ; �N�1g/, для якої

YN .!/ D Y.!/ � X.!/ D VN .!/; 8! 2 �: (3.37)

Зазначимо, що

Y0 D
eEh Y

.1C r/N

i
> V0:
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Розглянемо iнвестора, що позичає в банку суму Y0, купує дериватив з функцiєю
виплат VN за цiною V0, кладе додатнiй грошовий залишок Y0 � V0 > 0 в банк
пiд безризикову вiдсоткову ставку r; i дiє згiдно iз дзеркальною торговельною
стратегiєю .0; f��0; : : : ;��N�1g/. У момент виконання деривативу iнвестор
матиме на руках капiтал Y0.1Cr/

N �YN . Пiсля отриманих виплат за деривати-
вом та повернення в банк суми Y0.1C r/

N внаслiдок (3.37) в нього залишиться
невiд’ємна сума

.Y0.1C r/
N
� YN / � Y0.1C r/

N
C VN � 0;

i крiм того вiн матиме прибуток

.Y0 � V0/.1C r/
N
D

�eEh Y

.1C r/N

i
� V0

��
1C r

�N
> 0:

Використовуючи рiвностi (3.27), запишемо задачу лiнiйного програмування,
розв’язком якої є VC.X/ W

�! min; (3.38)

Y � � X�; � � hY �;Qj i D 0; j D 1; : : : ; J; � 2 R; Y � 2 R3N

: (3.39)

Розглянемо вектори a D .1; 0; : : : ; 0/, y D .�; Y �/ 2 R1C3N

i матрицю розмiра-
ми .1C 3N / � J

B D

�
1 � � � 1

�Q1 � � � �QJ

�
:

Тодi задачу (3.38),(3.39) можна переписати так:

h a; y i ! min; (3.40)

BT y D 0; Y � � X�; y 2 R1C3N

: (3.41)

Розглянемо вектори

x D .�;  / D .�1; : : : ; �J ;  1; : : : ;  3N /; c D .0; : : : ; 0; X�/ 2 RJC3N

:

Тодi задача лiнiйного програмування, дуальна до задачi (3.40), (3.41) має ви-
гляд:

h c; x i ! max; (3.42)

Bx � a;  � 0: (3.43)
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Переходячи до змiнних X�; �;  ; задачу (3.42),(3.43) переписуємо так:

3NX
iD1

X�i  i D

3NX
iD1

Xi

.1C r/N
 i ! max; (3.44)

JX
jD1

�j � 1; 0 �  �

JX
jD1

�jQj : (3.45)

Якщо VC.X/ > 0 (що природньо), то задача (3.44),(3.45) еквiвалентна задачi
(3.44),(3.46), де

JX
jD1

�j D 1; 0 �  D

JX
jD1

�jQj : (3.46)

Оскiльки внаслiдок (3.46)

 2W?;  � 0; h ; � i D

JX
jD1

�j hQj ; � i D

JX
jD1

�j D 1;

то  — лiнiйна цiнова мiра,  2 M: Отже, оптимальний розв’язок VC.X/
задачi (3.44),(3.46) дорiвнює

VC.X/ D sup
neEh X

.1C r/N

i
W eP 2M

o
: (3.47)

Аналогiчно можна показати, що

V�.X/ D inf
neEh X

.1C r/N

i
W eP 2M

o
: (3.48)

Отже, доведено теорему:

Теорема 3.15. Нехай M ¤ ∅; X — довiльний статок, i нехай задано дериватив
з функцiєю виплат VN ; яка задовольняє рiвнiсть VN .!/ D X.!/ для усiх !2�.
Тодi безарбiтражна цiна цього цiнного паперу V02ŒV�.X/; VC.X/�, де величини
VC.X/; V�.X/ визначаються рiвностями (3.47) i (3.48).

Приклад 3.16 (застосування формул теорем 3.12 та 3.15). Розглянемо симетри-
чну одноперiодну триномiальну модель з параметрами

S0 D 4; u D 4; d D
1

4
; r D

9

16
:

Тодi
S1.H/ D 16; S1.M/ D 4; S1.T / D 1:
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Нехай виплати за двома деривативами в кiнцi перiоду становлять:

V1.H/ D 10; V1.M/ D 3; V1.T / D 4I (3.49)

V1.H/ D 8; V1.M/ D 6; V1.T / D 2: (3.50)

Розв’язок: Спершу застосуємо теорему 3.12.

S0 D S
�
0 D 4

0@11
1

1A ; S1 D

0@164
1

1A ; S�1 D
16

25

0@164
1

1A :
Звiдси отримуємо:

ıS�1 D S
�
1 � S

�
0 D

4

25

0@ 39

�9

�21

1A :
Отже,

Y 2 X () Y � D �

0@11
1

1AC� 4

25

0@ 39

�9

�21

1A ; � 2 R:

Розглянемо дериватив (3.49). Тодi VC.X/ є розв’язком задачi

�! min; �

0@11
1

1AC� 4

25

0@ 39

�9

�21

1A � 16

25

0@103
4

1A :
Шуканий розв’язок знаходимо з системи рiвнянь:8̂<̂

:
�C� 4

25
39 D 16

25
10

� �� 4
25
21 D 16

25
4

H) � D
16

25 � 60
.21 � 10C 4 � 39/ D 3; 904:

Вiдповiдно V�.X/ є розв’язком задачi

�! max; �

0@11
1

1AC� 4

25

0@ 39

�9

�21

1A � 16

25

0@103
4

1A :
Шуканий розв’язок знаходимо з системи рiвнянь:8̂<̂

:
�C� 4

25
39 D 16

25
10

� �� 4
25
9 D 16

25
3

H) � D
16

25 � 48
.9 � 10C 3 � 39/ D 2; 76:
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Отже, для деривативу (3.49) маємо iнтервал .2; 76I 3; 904/:
Застосуємо тепер теорему 3.12. Вектор .p1; p2; p3/ є безризиковою мiрою

тодi й лише тодi, коли(eEŒS�1 � D S0

p1 C p2 C p3 D 1
()

(
16
25
.16p1 C 4p2 C p3/ D 4

p1 C p2 C p3 D 1
()

p1 D �; p2 D
7
4
� 5�; p3 D 4� �

3
4
; � 2

�
3

16
; 7

20

�
:

Отже,

eEX D 16
25

�
10�C 3

�
7
4
� 5�

�
C 4

�
4� � 3

4

��
D

16
25

�
11�C 9

4

�
;

i V˙.X/ є розв’язком задач

16
25

�
11�C 9

4

�
! max.min/; � 2

�
3

16
; 7

20

�
:

Звiдси отримуємо

VC.X/ D
16
25

�
77
20
C

9
4

�
D 3; 904; V�.X/ D

16
25

�
33
16
C

9
4

�
D 2; 76:

Отже, i в цьому випадку маємо iнтервал .2; 76I 3; 904/:
Розглянемо тепер дериватив (3.50). Згiдно з теоремою 3.15 VC.X/ є розв’яз-

ком задачi

�! min; �

0@11
1

1AC� 4

25

0@ 39

�9

�21

1A � 16

25

0@86
2

1A :
Шуканий розв’язок знаходимо з системи рiвнянь:8̂<̂

:
�C� 4

25
39 D 16

25
8

� �� 4
25
21 D 16

25
6

H) � D
16

25 � 48
.9 � 8C 6 � 39/ D 4; 08:

Вiдповiдно V�.X/ є розв’язком задачi

�! max; �

0@11
1

1AC� 4

25

0@ 39

�9

�21

1A � 16

25

0@86
2

1A :
Шуканий розв’язок знаходимо з системи рiвнянь:8̂<̂

:
�C� 4

25
39 D 16

25
8

� �� 4
25
21 D 16

25
2

H) � D
16

25 � 60
.21 � 8C 2 � 39/ D 2; 624:
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Отже, для деривативу (3.50) маємо iнтервал .2; 624I 4; 08/:
Застосуємо тепер теорему 3.12.

eEX D 16
25

�
8�C 6

�
7
4
� 5�

�
C 2

�
4� � 3

4

��
D

16
25
Œ9 � 14�� ;

i V˙.X/ є розв’язком задач

16
25
Œ9 � 14��! max.min/; � 2

�
3

16
; 7

20

�
:

Звiдси отримуємо

VC.X/ D
16
25

�
9 � 21

8

�
D 4; 08; V�.X/ D

16
25

�
9 � 49

10

�
D 2; 624:

Отже, i в цьому випадку маємо iнтервал .2; 624I 4; 08/:
Нехай на ринку також присутня (асоцiйована) 2-перiодна бiномiальна мо-

дель з параметрами

u D 2; d D 1
2
; r D

q
1C 9

16
� 1 D 1

4
; S0 D 4:

Позначимо

ep1 D

�u � .1C r/
u � d

�2
D
1

4
; ep3 D

�.1C r/ � d
u � d

�2
D
1

4
; ep2 D

1

2
:

Тодi вартостi деривативiв (3.49) та (3.50) вiдповiдно дорiвнюють:

eEX� D 16
25

�
1
4
� 10C 1

2
� 3C 1

4
� 4
�
D 3; 2 2 .2; 76I 3; 904/IeEX� D 16

25

�
1
4
� 8C 1

2
� 6C 1

4
� 2
�
D 3; 52 2 .2; 624I 4; 08/:
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