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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òðèíîìiàëüíà îäíîïåðiîäíà öiíîâà ìîäåëü. Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ
áåçàðáiòðàæíî¨ òðèíîìiàëüíî¨ öiíîâî¨ ìîäåëi. Äëÿ öi¹¨ ìîäåëi äîâåäåíî êðèòåðié òà
çíàéäåíî îöiíêó áåçàðáiòðàæíî¨ öiíè äåðèâàòèâó.

S. Pidkuyko, M. Babiak, On no-arbitrage price of derivative in one-period trinomial
model, Math. Bull. T. Shevchenko Sci. Soc. 11 (2014), 88–95.

One-period trinomial asset-pricing model is considered. The no-arbitrage trinomial
asset-pricing model is defined. For this model the criterion of no-arbitrage price of a
derivative security is derived and the estimation of no-arbitrage price is obtained.
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çíàõîäæåííÿ âàðòîñòi äåðèâàòèâó â òðèíîìiàëüíié öiíîâié ìîäåëi. Ââîäèòüñÿ
ïîíÿòòÿ áåçàðáiòðàæíî¨ òðèíîìiàëüíî¨ öiíîâî¨ ìîäåëi. Äëÿ öi¹¨ ìîäåëi äîâå-
äåíî êðèòåðié òà çíàéäåíî îöiíêó áåçàðáiòðàæíî¨ öiíè äåðèâàòèâó.

1. Îäíîïåðiîäíà òðèíîìiàëüíà öiíîâà ìîäåëü

Çàãàëüíà îäíîïåðiîäíà òðèíîìiàëüíà ìîäåëü âèçíà÷à¹òüñÿ òàê. Íà ïî÷à-
òêó ïåðiîäó, â ìîìåíò ÷àñó 0, öiíà àêöi¨ âiäîìà é äîðiâíþ¹ S0.Ó êiíöi ïåðiîäó, â
ìîìåíò ÷àñó 1, ïiäêèäà¹òüñÿ òðèãðàííà ìîíåòà, ãðàíi ÿêî¨ H,M, T âèïàäàþòü
ç éìîâiðíîñòÿìè p1, p2, p3. Öiíà àêöi¨ â ìîìåíò ÷àñó 1 ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷è-
íîþ, ïîçíà÷à¹òüñÿ S1, i çàëåæíî âiä ðåçóëüòàòó ïiäêèäàííÿ ìîíåòè íàáóâà¹
òðè çíà÷åííÿ S1(H), S1(M), S1(T ), ùî çàäîâiëüíÿþòü íåðiâíîñòi:

0 < S1(T ) < S1(M) < S1(H). (1)

Ïîçíà÷èìî

u =
S1(H)

S0
, m =

S1(M)

S0
, d =

S1(T )

S0
. (2)

Çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç (1)

0 < d < m < u. (3)

S0
Q
Q
Q
Q
Q
Q

�
�
�
�
�
� S1(H) = uS0

S1(T ) = dS0

S1(M) = mS0

Ìàë. 1. Çàãàëüíà îäíîïåðiîäíà òðèíîìiàëüíà ìîäåëü.

Ïîðÿä ç ðèíêîì àêöié äi¹ ãðîøîâèé ðèíîê, íà ÿêîìó ôiêñîâàíî ïåðiîäíó áåç-

ðèçèêîâó âiäñîòêîâó ñòàâêó r > 0.

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðié áåçàðáiòðàæíîñòi îäíîïåðiîäíî¨ òðèíîìiàëü-
íî¨ ìîäåëi). Óìîâà áåçàðáiòðàæíîñòi (ÿê i ó âèïàäêó áiíîìiàëüíî¨ ìîäåëi)

åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòÿì

0 < d < 1 + r < u. (4)

Äîâåäåííÿ. (⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî d ≥ 1 + r.

1. Â ìîìåíò ÷àñó 0 ïîçè÷à¹ìî ñóìó S0 â áàíêó é êóïó¹ìî îäíó àêöiþ.
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2. Â ìîìåíò ÷àñó 1 ïîâåðòà¹ìî áàíêó ïîçè÷åíó ñóìó ç âiäñîòêàìè S0(1+r).

Íà ðóêàõ â íàñ çàëèøèòüñÿ íåâiä'¹ìíà ñóìà

S1(ω)− S0(1 + r) ≥ S1(T )− S0(1 + r) = S0(d− 1− r) ≥ 0, ω ∈ {H,M, T},

i ç éìîâiðíiñòþ p1 öÿ ñóìà áóäå ñòðîãî äîäàòíüîþ:

S1(H)− S0(1 + r) = S0(u− 1− r) > 0.

Îòæå, ìà¹ìî àðáiòðàæ.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî u ≤ 1 + r.

1. Â ìîìåíò ÷àñó 0 ïðîäà¹ìî îäíó àêöiþ é îòðèìàíó ñóìó S0 êëàäåìî â
áàíê.

2. Â ìîìåíò ÷àñó 1 çàáèðà¹ìî ç áàíêó ñóìó ç âiäñîòêàìè S0(1+r) é êóïó¹ìî
îäíó àêöiþ.

Ñóìè S0(1 + r) íàì âèñòà÷èòü äëÿ êóïiâëi îäíi¹¨ àêöi¨, îñêiëüêè

S0(1 + r)− S1(ω) ≥ S0(1 + r)− S1(H) = S0(1 + r − u) ≥ 0, ω ∈ {H,M, T},

i ç éìîâiðíiñòþ p3 ìà¹ìî ïðèáóòîê:

S0(1 + r)− S1(T ) = S0(1 + r − d) > 0.

Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî àðáiòðàæ.
(⇐) Íåõàé ïî÷àòêîâèé êàïiòàë iíâåñòîðà ñòàíîâèòü X0, ∆ ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü
àêöié, ÿêó ïðèäáàâ (ïðîäàâ) iíâåñòîð â ìîìåíò ÷àñó 0. Òîäi â ìîìåíò ÷àñó 1
éîãî ïîòî÷íèé êàïiòàë ñòàíîâèòèìå

X1(ω) = ∆S1(ω) + (1 + r)(X0 −∆S0), ω ∈ {H,M, T}.

Iñíóâàííÿ àðáiòðàæó â ìîäåëi îçíà÷à¹, ùî äëÿ X0 = 0 ∃∆ ∈ R :

1. ∀ω ∈ {H,M, T} X1(ω) ≥ 0;

2. ∃ω ∈ {H,M, T} X1(ω) > 0.

Íåõàé X1(H) > 0. Òîäi, âðàõîâóþ÷è óìîâè (4) ìà¹ìî:

X1(H)X1(T ) = [u− (1 + r)][d− (1 + r)]S2
0 < 0 =⇒ X1(T ) < 0.

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó àðáiòðàæó íåìà¹. Âèïàäîê X1(T ) > 0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî. Íåõàé X1(M) > 0. Òîäi m 6= 1 + r. Îòæå,

1. m > 1 + r =⇒ X1(T ) < 0;

2. m < 1 + r =⇒ X1(H) < 0.

Òîáòî àðáiòðàæó íåìà¹.
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2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ðîçãëÿíåìî îäíîïåðiîäíó ñèìåòðè÷íó òðèíîìiàëüíó ìîäåëü i äåðèâàòèâ ç
âèïëàòàìè

V1(T ) = α, V1(M) = β, V1(H) = γ, α, β, γ ∈ R. (5)

Íåõàé V0 � áåçàðáiòðàæíà öiíà öüîãî äåðèâàòèâó, r � áåçðèçèêîâà âiäñîòêîâà
ñòàâêà, ∆ � êiëüêiñòü àêöié S0, ÿêó àãåíò êóïó¹-ïðîäà¹ ó ìîìåíò ÷àñó íóëü.
Ââàæà¹ìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà áåçàðáiòðàæíîñòi

d < 1 + r < u. (6)

Òåîðåìà 2 (Êðèòåðié áåçàðáiòðàæíî¨ öiíè äåðèâàòèâó â îäíîïåðiî-
äíié ñèìåòðè÷íié òðèíîìiàëüíié ìîäåëi). (i) ßêùî V0 � áåçàðáiòðàæíà

öiíà äåðèâàòèâó â îäíîïåðiîäíié ñèìåòðè÷íié òðèíîìiàëüíié ìîäåëi, òî

∀δ ∈ R min
ω∈{H,M,T}

S1(ω)δ−V1(ω)

1 + r
6 S0δ−V0 6 max

ω∈{H,M,T}

S1(ω)δ − V1(ω)

1 + r
(7)

(ii) Áóäü-ÿêà âåëè÷èíà V0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (7), ¹ áåçàðáiòðàæíîþ öiíîþ ïîõi-

äíîãî öiííîãî ïàïåðó.

Äîâåäåííÿ. (i) Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî ëiâó íåðiâíiñòü (ïðàâà äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî). Íåõàé

∃δ0 ∈ R : ∀ω ∈ {H,M, T} S0δ0 − V0 >
S1(ω)δ0 − V1(ω)

1 + r
. (8)

Îñêiëüêè δ0 = |δ0| sgn(δ0), òî (8) åêâiâàëåíòíå íåðiâíîñòi

∀ω ∈ {H,M, T} (S0|δ0| sgn(δ0)− V0)(1 + r) > S1(ω)|δ0| sgn(δ0)− V1(ω). (9)

ßêùî sgn(δ0) = 1, òî ðîçãëÿíåìî ñòðàòåãiþ: â ìîìåíò ÷àñó íóëü ïðîäà¹ìî
δ0 àêöié, êóïó¹ìî îäèí äåðèâàòèâ i êëàäåìî çàëèøîê ãðîøåé â áàíê (ÿêùî
öiíà äåðèâàòèâó äîñèòü âåëèêà, òî ìè íàñïðàâäi ìóñèìî ïîçè÷àòè). Òîäi â
ìîìåíò âèêîíàííÿ öiííîãî ïàïåðó íàì âèïëà÷óþòü çà íèì ïåâíi êîøòè, ìè
êóïó¹ìî íà ðèíêó δ0 àêöié, â òàêèé ñïîñiá âiäíîâèâøè ñâié ïî÷àòêîâèé ïîðò-
ôåëü. Áåðó÷è äî óâàãè (9), ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêà ñòðàòåãiÿ ñòâîðþ¹ àðáiòðàæ.
I ìè îòðèìàëè â öüîìó âèïàäêó ñóïåðå÷íiñòü.

ßêùî sgn(δ0) = −1, òî àðáiòðàæíà ñòðàòåãiÿ áóäó¹òüñÿ òàê: â ìîìåíò ÷àñó
íóëü ïîçè÷à¹ìî â áàíêó òàêó ñóìó ãðîøåé, ùîá ìîæíà áóëî êóïèòè |δ0| àêöié
i îäèí äåðèâàòèâ.

Ó âèïàäêó δ0 = sgn(δ0) = 0 äëÿ àðáiòðàæó íàì äîñèòü êóïèòè îäèí öiííèé
ïàïið i äî÷åêàòèñÿ éîãî âèêîíàííÿ.
(ii) Äîâîäèìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî V0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (7) i
êðiì òîãî V0 ¹ àðáiòðàæíà öiíà äåÿêîãî öiííîãî ïàïåðó. Ç îçíà÷åííÿ àðáiòðà-
æó âèïëèâà¹, ùî

∃δ0, n0 ∈ R : ∀ω ∈ {H,M, T} (n0V0 − δ0S0)(1 + r) + S1(ω)− n0V1(ω) > 0

=⇒ ∀ω ∈ {H,M, T} n0(V0(1 + r)− V1(ω)) > δ0(S0(1 + r)− S1(ω)). (10)
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ßêùî n0 = 0, òî (10) ïåðåïèøåòüñÿ òàê:

∀ω ∈ {H,M, T} δ0(S0(1 + r)− S1(ω)) < 0. (11)

Îñêiëüêè ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi (6), òî ç (11) ëåãêî îòðè-
ìàòè ñóïåðå÷íiñòü.

ßêùî n0 > 0, òî (10) ìîæíà ïåðåïècàòè òàê:

∀ω ∈ {H,M, T} S0δ̃0 − V0 <
S1(ω)δ̃0 − V1(ω)

1 + r
, (12)

äå δ̃0 =
δ0
n0
. Çâiäñè ìà¹ìî:

S0δ̃0 − V0 < min
ω∈{H,M,T}

S1(ω)δ̃0 − V1(ω)

1 + r
. (13)

Ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç (7). Àíàëîãi÷íî êîëè n0 < 0 ìîæíà îòðèìàòè,
ùî

S0δ̃0 − V0 > max
ω∈{H,M,T}

S1(ω)δ̃0 − V1(ω)

1 + r
. (14)

I òèì ñàìèì çíîâó ïðèéòè äî ñóïåðå÷íîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3 (Ïðî áåçàðáiòðàæíó öiíó äåðèâàòèâó â îäíîïåðiîäíié ñè-
ìåòðè÷íié òðèíîìiàëüíié ìîäåëi). Íåõàé V0 � áåçàðáiòðàæíà öiíà äåðè-

âàòèâó ç âèïëàòàìè (5) â îäíîïåðiîäíié ñèìåòðè÷íié òðèíîìiàëüíié ìîäåëi.

Òîäi:

(i) (1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α > 0 =⇒

V0 ∈
[

1

1+r

(1+r−1)γ + (u−1−r)β
u− 1

,
1

1 + r

(u−1−r)α+ (1+r−d)γ

u− d

]
= I0;

(ii) (1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α < 0 =⇒

V0 ∈
[

1

1+r

(u−1−r)α+ (1+r−d)γ

u−d
,

1

1+r

(1+r−1)γ + (u−1−r)β
u−1

]
= I0;

(iii) (1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α = 0 =⇒

V0 =
1

1+r

(u−1−r)α+ (1+r−d)γ

u−d
=

1

1+r

(1+r−1)γ + (u−1−r)β
u−1

= I0.
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Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

y(H) =
uS0δ − γ

1 + r
, y(M) =

S0δ − β
1 + r

, y(T ) =
dS0δ − α

1 + r
, y = S0δ − V0.

Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðåìó 2 i ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ, îòðèìó¹ìî:

∀δ ∈ R min
ω∈{H,M,T}

y(ω) < y < max
ω∈{H,M,T}

y(ω). (15)

ßêùî ðîçãëÿäàòè y, y(ω), ω ∈ {H,M, T}, ÿê ôóíêöi¨ âiä δ, òî íåðiâíîñòi (15)
ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè òàê: ëiíiéíà âiäíîñíî δ ôóíêöiÿ y ïåðåáóâà¹ ìiæ âåðõ-
íüîþ i íèæíüîþ îáâiäíîþ ñèñòåìè ïðÿìèõ {y(ω)}ω∈{H,M,T}. Öiíà äåðèâàòèâó
V0 ¹ ïàðàìåòðîì. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ìåæ, â ÿêèõ
ìîæå çìiíþâàòèñÿ V0, ùîá íå ïîðóøóâàëàñÿ óìîâà (15).

Íåõàé δ(HM) àáñöèñà òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ y(H) i y(M), à δ(HT ) âiä-
ïîâiäíî y(H) i y(T ). Òîäi:

δ(HM) =
γ − β

(u− 1)S0
, δ(HT ) =

γ − α
(u− d)S0

. (16)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè δ(HM) > δ(HT ) (Ìàë. 2). Âèêîðèñòîâóþ÷è (16),
îòðèìó¹ìî:

(1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α > 0. (17)














































���
���

���
���

���
���

��

����������

"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

δ(HT )

δ(HM)
y = S0δ − V0

y(T ) =
dS0δ − α

1 + r

y(M) =
S0δ − β

1 + r

y(H) =
uS0δ − γ

1 + r
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Ìàë. 2. (1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α > 0



94 Ñåðãié Ïiäêóéêî, Ìèêîëà Áàá'ÿê

Íåõàé k, k(ω) êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ y, y(ω), ω ∈ {H,M, T}. Îñêiëüêè
âèêîíó¹òüñÿ (6), òî ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi:

k(T ) < k(M) < k < k(H) (18)

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ V min
0 , ïðè ÿêîìó ïðÿìà y ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A (Ìàë.

2).

y(δ(HM)) = y(H, δ(HM)) =⇒ S0
γ − β

(u− 1)S0
− V min

0 =
uS0

γ−β
(u−1)S0

− γ
1 + r

=⇒

=⇒ V min
0 =

1

1 + r

(1 + r − 1)γ + (u− 1− r)β
u− 1

Òåïåð çíàéäåìî çíà÷åííÿ V max
0 , ïðè ÿêîìó ïðÿìà y ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B

(Ìàë. 2).

y(δ(HT )) = y(H, δ(HT )) =⇒ S0
γ − α

(u− d)S0
− V max

0 =
uS0

γ−α
(u−d)S0

− γ
1 + r

=⇒

=⇒ V max
0 =

1

1 + r

(1 + r − d)γ + (u− 1− r)α
u− d

.

Îñêiëüêè ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (18), òî ïðè çáiëüøåííi V0 ïðÿìà y ñïó-
ñêà¹òüñÿ äî òî÷êè B, à ïðè çìåíøåííi V0 � ïiäíiìà¹òüñÿ äî òî÷êè A. Îòæå,

V0 ∈ (V min
0 , V max

0 ) =

=

(
1

1 + r

(1 + r − d)γ + (u− 1− r)α
u− d

,
1

1 + r

(1 + r − 1)γ + (u− 1− r)β
u− 1

)
.

Ïåðøèé ïóíêò òåîðåìè äîâåäåíî. Íåõàé òåïåð δ(HM) < δ(HT ), ùî åêâiâà-
ëåíòíå íåðiâíîñòi:

(1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α > 0. (19)

Ãðàôi÷íî öå âèãëÿäà¹ òàê:
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δ(HM)

δ(HT )
y = S0δ − V0

y(T ) =
dS0δ − α

1 + r

y(M) =
S0δ − β

1 + r

y(H) =
uS0δ − γ

1 + r
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Ìàë. 3. (1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α < 0.

Ó öüîìó âèïàäêó òî÷êè A i B ñòàëè âiäïîâiäíî êóòîâèìè äëÿ íèæíüî¨ òà
âåðõíüî¨ îáâiäíèõ (Ìàë. 3), òîáòî ïîðiâíÿíî ç ïîïåðåäíiì ïóíêòîì ç òî÷íiñòþ
äî íàâïàêè. Îòæå,

V0 ∈
(

1

1 + r

(1 + r − 1)γ + (u− 1− r)β
u− 1

,
1

1 + r

(1 + r − d)γ + (u− 1− r)α
u− d

)
.

ßêùî æ δ(HM) = δ(HT ), òî

(1− d)γ − (u− d)β + (u− 1)α = 0.

Ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî ïðÿìi {y(ω)}ω∈{H,M,T} ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi. Âèáåðåìî δ0 = δ(HM) = δ(HT ). Ç ðiâíîñòåé

y(δ0) = y(H, δ0) = y(M, δ0) = y(T, δ0)

îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òðåòüîãî ïóíêòó òåîðåìè.
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