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Äîâåäåíî, ùî êîæíà àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâà ìåòðèêà, çàäàíà
íà çàìêíåíié ïiäìíîæèíi âëàñíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, äîïóñêà¹
ïðîäîâæåííÿ äî àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâî¨ ìåòðèêè íà âñüîìó ïðî-
ñòîði.

1. ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷à ïðî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ìåòðèêè iç çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè
ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó äî íåïåðåðâíî¨ ìåòðèêè íà âñüîìó ïðîñòîði áó-
ëà âïåðøå ðîçãëÿíóòà Ô. Ãàóñäîðôîì [4]. Éîãî òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ
ïðîäîâæåííÿ ¹ àíàëîãîì êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó òåîðåìè Òiòöå�Óðèñîíà
ïðî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Îãëÿä iñòîði¨ ðîçâèòêó ïðîáëåìàòèêè ïðîäîâæåííÿ iíäèâiäóàëüíî¨
ìåòðèêè ç ïiäïðîñòîðó íà ïðîñòið ìîæíà çíàéòè â [5].

Ó ñòàòòi [2] ×. Áåññàãà ñôîðìóëþâàâ çàäà÷ó ëiíiéíîãî ïðîäîâæåííÿ
ìåòðèê i ðîçâ'ÿçàâ öþ çàäà÷ó â ðÿäi ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ. Ïîâíèé ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîäîâæåííÿ ìåòðèê âïåðøå îäåðæàâ Ò.Î. Áàíàõ
[1]. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü çàäà÷i ïðîäîâæåííÿ ìåòðèê ç ðiçíèìè äîäàò-
êîâèìè âëàñòèâîñòÿìè ïðèñâÿ÷åíî îáøèðíó ëiòåðàòóðó.

Îñòàííiìè ðîêàìè iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà òîïîëîãiÿ
� ðîçäië òîïîëîãi¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ¨õ

ÓÄÊ 517.51; MSC 2000: 54C20, 54C35, 54E20, 54E35



Ïðîäîâæåííÿ ìåòðèê ó àñèìïòîòè÷íié òîïîëîãi¨ 93

âåëèêîìàñøòàáíèõ âëàñòèâîñòåé. Ïîðÿä iç çàäà÷àìè ïðîäîâæåííÿ ôóíê-
öié ó àñèìïòîòè÷íié òîïîëîãi¨ ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè i çàäà÷ó ïðîäîâæåí-
íÿ ìåòðèê.

2. ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß ÌÅÒÐÈÊ

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íàçèâàþòü âëàñíèì, ÿêùî êîæíà çàìêíåíà
êóëÿ â X êîìïàêòíà. Ìåòðèêó % íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íà-
çèâàþòü àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâîþ, ÿêùî iñíóþòü λ, s > 0 òàêi, ùî
%(x, y) ≤ λd(x, y) + s äëÿ êîæíèõ x, y ∈ X. Ìè íå âèìàãà¹ìî íåïåðåðâ-
íîñòi àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâèõ ìåòðèê. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìåòðèêà %
àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâà, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
1X : (X, d) → (X, %) àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâå â ñåíñi [3].

Âiäêðèòó (çàìêíåíó) êóëþ ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi x â ìåòðè÷-
íîìó ïðîñòîði (X, d) ïîçíà÷à¹ìî Bd(x, r) (âiäïîâiäíî B̄d(x, r)). ßêùî A ⊂
X, òî ïðèéìà¹ìî B̄d(A, r) = ∪{B̄d(x, r) | x ∈ A}.

Ó ñòàòòi [6] äîâåäåíî, ùî êîæíó àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâó ôóíêöiþ,
îçíà÷åíó íà çàìêíåíié ïiäìíîæèíi âëàñíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ìîæ-
íà ïðîäîâæèòè íà âåñü ïðîñòið òàê, ùî ïðîäîâæåííÿ òàêîæ àñèìïòîòè÷-
íî ëiïøèöåâå. Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîâåñòè âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò òàêîæ i äëÿ
ìåòðèê.

Òåîðåìà 1. Íåõàé A � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà âëàñíîãî ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó (X, d). Òîäi êîæíà âëàñíà íåïåðåðâíà àñèìïòîòè÷íî ëiïøè-
öåâà ìåòðèêà % íà A ìîæå áóòè íåïåðåðâíî ïðîäîâæåíà íà X òàê, ùî
ïðîäîâæåííÿ ¹ àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâèì i iíäóêó¹ âèõiäíó òîïîëîãiþ
íà ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Iñíóþòü λ, s > 0 òàêi, ùî %(x, y) ≤ λd(x, y) + s äëÿ
êîæíèõ x, y ∈ A.

Ôóíêöiÿ min{%, s} ¹ ìåòðèêîþ íà ìíîæèíi A. Iñíó¹ íåïåðåðâíà ìåò-
ðèêà σ íà ïðîñòîði X òàêà, ùî σ|(A×A) = min{%, s} i σ îáìåæåíà çãîðè
÷èñëîì s.

Íåõàé d′ = λd|(A×A)+σ. Òîäi ôóíêöiÿ d′ ¹ ìåòðèêîþ íà ìíîæèíi X i
% ≤ d′|(A×A). Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìåòðèêà d′ âëàñíà. Îçíà÷èìî
ôóíêöiþ %̂ : X ×X → R ôîðìóëîþ

%̂(x, y) = min{d′(x, a) + %(a, b) + d′(b, y) | a, b ∈ A}, x, y ∈ X.

Çàóâàæìî ñïî÷àòêó, ùî %̂|(A×A) = %.
Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ %̂ ¹ ìåòðèêîþ. Ïåðåâiðêè âèìàãà¹ òiëüêè íå-

ðiâíiñòü òðèêóòíèêà.
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Íåõàé x, y, z ∈ X and ε > 0. Iñíóþòü a, b, c, e ∈ A òàêi, ùî

%̂(x, y) ≥d′(x, a) + %(a, b) + d′(b, y)− ε,

%̂(y, z) ≥d′(y, c) + %(c, e) + d′(e, z)− ε,

çâiäêè îäåðæó¹ìî

%̂(x, y) + %̂(y, z) ≥ d′(x, a) + %(a, b) + d′(b, y)
+ d′(y, c) + %(c, e) + d′(e, z)− 2ε

≥ d′(x, a) + %(a, b) + d′(b, c) + %(c, e) + d′(e, z)− 2ε

≥ d′(x, a) + %(a, b) + %(b, c) + %(c, e) + d′(e, z)− 2ε

≥ d′(x, a) + %(a, e) + d′(e, z)− 2ε

≥ %̂(x, z)− 2ε.

Ïðè ε → 0 îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.
Òåïåð îçíà÷èìî ôóíêöiþ %′ : X ×X → R, ïðèéíÿâøè %′ = min{%̂, d′}.

Íàøîþ ìåòîþ ¹ ïîêàçàòè, ùî %′ � ìåòðèêà íà X. Äëÿ öüîãî, çíîâó æ
òàêè, äîñèòü ïåðåâiðèòè ëèøå íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.

Íåõàé x, y, z ∈ X. Ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè:
1) %′(x, z) = d′(x, z), %′(y, z) = d′(y, z). Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà äëÿ

ìåòðèêè d′ âèïëèâà¹, ùî

%′(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ d′(x, z) + d′(y, z) ≤ %′(x, z) + %′(y, z).

2) %′(x, y) = %̂(x, y), %′(x, z) = %̂(x, z), %′(y, z) = d′(y, z). Òîäi

%′(x, y) = %̂(x, y) ≤ %̂(x, z) + %̂(y, z) ≤ %′(x, z) + d′(y, z) = %′(x, z) + %′(y, z).

3) %′(x, y) = d′(x, y), %′(x, z) = d′(x, z), %′(y, z) = %̂(y, z). Òîäi äëÿ
êîæíîãî ε > 0 iñíóþòü a, b ∈ A òàêi, ùî %̂(y, z) ≥ d′(y, a) + %(a, b) +
d′(b, z)− ε i ìè îäåðæó¹ìî

d′(x, z) + d′(y, z) =%′(y, z) + d′(x, z) ≥ %̂(y, z) + d′(x, z)
≥d′(y, a) + %(a, b) + d′(b, z)− ε + d′(x, z)
≥d′(y, a) + %(a, b) + d′(b, x)− ε

≥%̂(x, y)− ε ≥ d′(x, y)− ε.

Ïðè ε → 0 ìè îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.
Ðåøòà âèïàäêiâ çâîäÿòüñÿ äî âæå ðîçãëÿíóòèõ.
Çàóâàæìî, ùî %′|(A× A) = %. Ïîêàæåìî òåïåð, ùî %′ � âëàñíà ìåò-

ðèêà íà X.
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Íåõàé x0 ∈ X i r > 0. Íåõàé òàêîæ y ∈ X � òàêà òî÷êà, ùî %′(x0, y) <
r. Äàëi äîâåäåííÿ ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà âèïàäêè:

1) %′(x0, y) = d′(x0, y). Òîäi y ∈ Bd′(x0, r) ⊂ Bd(x0, r/λ).
2) %′(x0, y) = %̂(x0, y). Òîäi iñíóþòü a, b ∈ A òàêi, ùî d′(x0, a)+%(a, b)+

d′(b, y) < r. Ìà¹ìî y ∈ B̄d(B̄%(B̄d(x0, d/λ)∩A), λ), d/λ), çâiäêè i ç âëàñíî-
ñòi ìåòðèê % i d âèïëèâà¹, ùî r-îêië òî÷êè x0 ùîäî ìåòðèêè %′ ìiñòèòüñÿ
â äåÿêîìó êîìïàêòi.

Ïîêàæåìî, ùî ìåòðèêà %′ àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâà. Ñïðàâäi,

%′(x, y) ≤ d′(x, y) = λd(x, y) + σ(x, y) ≤ λd(x, y) + s.

Íåñêëàäíå äîâåäåííÿ òîãî, ùî %′ iíäóêó¹ âèõiäíó òîïîëîãiþ íà ïðî-
ñòîði X çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

3. ÇÀÓÂÀÆÅÍÍß I ÂIÄÊÐÈÒI ÏÈÒÀÍÍß

Ìåòðèêà % íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ ãðóáî ðiâíîìið-
íîþ, ÿêùî iñíóþ¹ ôóíêöiÿ ϕ : X → [0,∞) òàêà, ùî %(x, y) ≤ ϕ(d(x, y))
äëÿ âñiõ x, y ∈ X.

Ïèòàííÿ 1. ×è iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ ãðóáî ðiâíîìiðíèõ ìåòðèê, çà-
äàíèõ íà çàìêíåíié ïiäìíîæèíi âëàñíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó?

Àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâi ìåòðèêè íà âëàñíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
óòâîðþþòü äîäàòíèé êîíóñ. Ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïðîáëåìà iñíóâàííÿ ëi-
íiéíîãî îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿ àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâèõ ìåòðèê ç ïiä-
ïðîñòîðó íà ïðîñòið. Î÷åâèäíî, ùî òàêà çàäà÷à íå ñòàíîâèòü îñîáëèâîãî
iíòåðåñó, ÿêùî íå òîïîëîãiçóâàòè ìíîæèíó àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâèõ
ìåòðèê i íå âèìàãàòè íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìåòðèêó íà ìíîæèíi X íàçèâàþòü óëüòðàìåòðèêîþ,
ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ñèëüíó íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}, x, y, z ∈ X.

Ïèòàííÿ 2. ×è iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ àñèìïòîòè÷íî ëiïøèöåâèõ (âiä-
ïîâiäíî ãðóáî ðiâíîìiðíèõ) óëüòðàìåòðèê, çàäàíèõ íà çàìêíåíié ïiäìíî-
æèíi ïiäìíîæèíi âëàñíîãî óëüòðàìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó?
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It is proved that every asymptotically Lipschitz metric de�ned on a closed
subset of a proper metric space can be extended to an asymptotically Lip-
schitz metric de�ned on the whole space.




