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Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïðîáëåìi ïîâíî¨ iíòåãðîâíîñòi ãåîäåçiéíèõ
ïîòîêiâ íà äâîâèìiðíié ñôåði. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ äî-
äàòêîâîãî ïåðøîãî iíòåãðàëó ó âèãëÿäi êóái÷íîãî çà iìïóëüñàìè
ïîëiíîìà i îòðèìàíî ÿâíèé âèãëÿä âiäïîâiäíî¨ ãëàäêî¨ ðiìàíîâî¨
ìåòðèêè íà ìíîãîâèäi.

Ó òåîði¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì i äîñi ¹
âåëèêà êiëüêiñòü âiäêðèòèõ ïðîáëåì. Îäíi¹þ ç íèõ ¹ ïðîáëåìà iíòåãðîâ-
íîñòi ãåîäåçiéíèõ ïîòîêiâ ðiìàíîâèõ ìåòðèê íà ñôåði S2.

Íàãàäà¹ìî, ùî íà äîâiëüíîìó ãëàäêîìó ìíîãîâèäi M ç ðiìàíîâîþ
ìåòðèêîþ ds2 ìîæíà çàïðîâàäèòè ãåîäåçiéíèé ïîòiê � ãàìiëüòîíîâó ñèñ-
òåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì H = 1

2‖ ~p ‖2, äå ~p � âåêòîð óçàãàëüíåíèõ iìïóëüñiâ
i ‖·‖ � íîðìà íà äîòè÷íîìó ïðîñòîði, iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ ds2. Ãåîäåçié-
íèé ïîòiê íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíèì, ÿêùî âií ¹ iíòåãðîâíèì ÿê ãàìiëü-
òîíîâà ñèñòåìà. Ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäóâàíèé ìíîãîâèä ¹ ñôåðîþ S2,
âiäïîâiäíèé ãåîäåçiéíèé ïîòiê ¹ ãàìiëüòîíîâîþ ñèñòåìîþ ç äâîìà ñòóïå-
íÿìè âiëüíîñòi, òîìó äîñòàòíüîþ óìîâîþ éîãî iíòåãðîâíîñòi çà Ëióâiëëåì
¹ iñíóâàííÿ ùå îäíi¹¨ ôóíêöi¨ íà äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàííi F : T ∗S2 → R,
ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíî¨ ç H, ÿêà ¹ ñòàëîþ íà òðà¹êòîðiÿõ ãàìiëüòî-
íîâî¨ ñèñòåìè. Âiäîìî, ùî ó âèïàäêó äâîâèìiðíîãî ìíîãîâèäà S2 iñíó¹
ñèñòåìà ãëîáàëüíèõ êîîðäèíàò (x, y) ∈ R2, âiäîìèõ ÿê içîòåðìi÷íi êîîð-
äèíàòè (äèâ. [2]), â ÿêèõ ìåòðèêà íà ñôåði ìà¹ âèãëÿä

ds2 = λ(x, y)(dx2 + dy2), (1)
ÓÄÊ 514.745.82; MSC 2000: 35N10, 70H06
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à âiäïîâiäíèé ãàìiëüòîíiàí � âèãëÿä

H = (p2
x + p2

y)/λ(x, y). (2)

Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî øóêàòè äîäàòêîâi ïåðøi iíòåãðàëè ãàìiëüòîíîâî¨
ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì (2) ó âèãëÿäi îäíîðiäíîãî ìíîãî÷ëåíà çà iì-
ïóëüñàìè, îñêiëüêè áóäü-ÿêà îäíîðiäíà çà iìïóëüñàìè êîìïîíåíòà ðîç-
âèíåííÿ iíòåãðàëà F â ðÿä Ëîðàíà çíîâó ¹ ïåðøèì iíòåãðàëîì öi¹¨ æ ñèñ-
òåìè (äèâ. [8]). Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ äîäàòêîâèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ, ùî ¹
ëiíiéíèìè àáî êâàäðàòè÷íèìè ôóíêöiÿìè çà iìïóëüñàìè, ¹ ïîâíiñòþ äî-
ñëiäæåíi (äèâ., íàïðèêëàä, [3]). Îäíàê äëÿ âèïàäêó äîäàòêîâèõ iíòåãðà-
ëiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ âiäîìi ëèøå äåÿêi ÷àñòèííi âèïàäêè, ÿêi ïåðåâàæíî
ïîâ'ÿçàíi ç êëàñè÷íèìè iíòåãðîâíèìè çàäà÷àìè äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà.

ÁÀÇÎÂÀ ÌÎÄÅËÜ

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ äîäàòêîâîãî ïåðøîãî iíòåãðàëà, êó-
ái÷íîãî çà iìïóëüñàìè

F = E30(x, y)p3
x + E21(x, y)p2

xpy + E12(x, y)pxp2
y + E03(x, y)p3

y (3)

äëÿ ãåîäåçiéíîãî ïîòîêó ìåòðèêè (1) íà ñôåði S2.
Íàäàëi ïåðåéäåìî äî êîìïëåêñíèõ êîîðäèíàò z, z̄ (z = x + iy). Ó öèõ

êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà (1) ìà¹ âèãëÿä ds2 = λ(z, z̄)dzdz̄, à ãàìiëüòîíiàí
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ H = 2pp̄/λ(z, z̄), äå p = (px − ipy)/2 � âiäïîâiäíèé
óçàãàëüíåíèé iìïóëüñ. Íåõàé äîäàòêîâèé ïåðøèé iíòåãðàë F â êîîðäè-
íàòàõ z, z̄, p, p̄ ìà¹ âèãëÿä

F = A(z, z̄)p3 + B(z, z̄)p2p̄ + C(z, z̄)pp̄2 + D(z, z̄)p̄3. (4)

Îñêiëüêè F ¹ äiéñíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, òî ñèìåòðè÷íi ôóíêöiîíàëüíi
êîåôiöi¹íòè â (4) ¹ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèìè, òîáòî D = Ā, C = B̄. Çà-
ïèøåìî óìîâó òîãî, ùî ôóíêöiÿ (4) ¹ ïåðøèì iíòåãðàëîì ãàìiëüòîíîâî¨
ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì H. Òîäi äóæêà Ïóàññîíà {H, F} òîòîæíî äî-
ðiâíþ¹ íóëþ:

{H, F} =
∂H
∂z

∂F

∂p
+

∂H
∂z̄

∂F

∂p̄
− ∂H

∂p

∂F

∂z
− ∂H

∂p̄

∂F

∂z̄
= 0.

Ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ êîåôiöi¹íòè ïðè óñiõ ìîíîìàõ pip̄j â äóæöi Ïóàñ-
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ñîíà {H, F}, îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü




A2 = 0,
A1λ + B2λ + 3Aλ1 + Bλ2 = 0,
B1λ + C2λ + 2Bλ1 + 2Cλ2 = 0,
C1λ + D2λ + Cλ1 + 3Dλ2 = 0,
D1 = 0,

(5)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ A1 := ∂A/∂z, A2 := ∂A/∂z̄ i ò.ï.
Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ íåãàéíî îòðèìó¹ìî, ùî A = A(z) ¹ ãîëîìîðôíîþ

ôóíêöi¹þ àðãóìåíòà z ∈ C. Åëåìåíòàðíèìè ìiðêóâàííÿìè (äèâ. [1]) ëåã-
êî ïîêàçàòè, ùî A(z) ¹ ïîëiíîìîì íå âèùå 6-ãî ñòåïåíÿ. Âiäïîâiäíî, äè-
ôåðåíöiàëüíi ôîðìè λ(z, z̄)dzdz̄, dz3/A(z), dz2dz̄/B(z, z̄) ¹ iíâàðiàíòíèìè
ùîäî äîâiëüíîãî ãîëîìîðôíîãî ïåðåòâîðåííÿ ãëîáàëüíî¨ êîîðäèíàòè z,
òîáòî

dz3/A(z) = dω3/Ã(ω), λ(z, z̄)dzdz̄ = λ̃(ω, ω̄)dωdω̄.

Òàêèì ÷èíîì, çðó÷íî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê A(z) = const = i/3, îñêiëüêè
âñi iíøi iíòåãðîâíi âèïàäêè ìîæóòü áóòè ëåãêî îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ
çàìiíè çìiííî¨ dω/dz = (3Ã(ω)/i)1/3. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, íàäàëi
ââàæàòèìåìî, ùî A(z) = i/3. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ β = iBλ, γ = −iCλ.
Òîäi âiäïîâiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) íà íåâiäîìi ôóíêöi¨ λ, β, γ íàáóäå
âèãëÿäó 




β2 = λ1,
β1λ + βλ1 = γ2λ + γλ2,
γ1 = λ2.

(6)

Çàóâàæèìî, ùî âèõîäÿ÷è ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6) ëåãêî äîâåñ-
òè iñíóâàííÿ òàêî¨ äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ Φ(z, z̄), ùî βλ = Φ2, γλ = Φ1.
Áiëüøå òîãî, ôóíêöiÿ Φ(z, z̄) ñàìà ¹ iíâàðiàíòîì ùîäî ãîëîìîðôíèõ ïå-
ðåòâîðåíü ãëîáàëüíî¨ êîîðäèíàòè z, òîáòî Φ(z, z̄) = Φ̃(ω, ω̄). Òîäi ïiäñòà-
íîâêîþ β = Φ2/λ, γ = Φ1/λ â ñèñòåìó (6) îäåðæèìî

{
Φ22λ− Φ2λ2 = λ2λ1,
Φ11λ− Φ1λ1 = λ2λ2.

Çàìiíîþ L = λ2 öÿ ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî áiëüø çðó÷íîãî âèãëÿäó
{

LL1 + Φ2L2 = 2Φ22L,
Φ1L1 + LL2 = 2Φ11L.

(7)

Öå çâè÷àéíà íåëiíiéíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè âiäíîñíî ôóíêöi¨ L, ëiíiéíà ñòîñîâíî ïåðøèõ ïîõiäíèõ
âiä íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨.
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÃËÀÄÊÈÕ ÌÅÒÐÈÊ ÍÀ S2

Ïðè äîñëiäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (7) îäíèì iç âàæëèâèõ ìîìåíòiâ ¹
ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ó êðèòè÷íèõ òî÷êàõ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ω ãëîáàëüíó êîîðäèíàòó (ω ∈ C) ðîçãëÿäóâàíî¨ ãàìiëü-
òîíîâî¨ ñèñòåìè íà S2 ç ìåòðèêîþ ds2 = λ̃(ω, ω̄)dωdω̄.

Ëåìà. Ïðè ω →∞ ñïðàâåäëèâi òàêi àñèìïòîòèêè:

λ̃(ω, ω̃) =
a + o(1)
ω2ω̃2

, β̃(ω, ω̃) = (b + o(1))ω2, Φ̃(ω, ω̃) = c + o(1),

äå a, b, c � äåÿêi êîíñòàíòè (ìîæëèâî, íóëüîâi).
Äîâåäåííÿ ëåìè öiëêîì àíàëîãi÷íå äî âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó Êî-

ëîêîëüöîâà [1], ÿêå áóëî îäåðæàíî äëÿ äîäàòêîâèõ êâàäðàòè÷íèõ çà iì-
ïóëüñàìè ïåðøèõ iíòåãðàëiâ.

Çàìiíà çìiííî¨
z =

∫ ω

0
(3Ã(s)/i)−1/3ds (8)

ïåðåâîäèòü ãëîáàëüíó êîîðäèíàòó ω â ëîêàëüíó êîîðäèíàòó z ∈ K ⊂ C,
ÿêié âiäïîâiäà¹ ïîëiíîì A(z) = i/3.

Òåîðåìà. Ãëîáàëüíèé ïîëiíîì Ã(ω) ç òî÷íiñòþ äî äðîáîâî-ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ ìîæå ìàòè ëèøå îäèí iç íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ:

1. Ã(ω) = i/3,
2. Ã(ω) = iω/3,
3. Ã(ω) = iω2/3,
4. Ã(ω) = iω3/3,
5. Ã(ω) = i(ω − θ)2(ω + θ̄)2/3.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêîðèñòîâó¹ îäíîçíà÷íiñòü îáåðíåíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ ω(z) : K → C, ùî ïîâ'ÿçàíå ç îäíîçíà÷íiñòþ âiäîáðàæåííÿ,
îáåðíåíîãî äî (8), i ïðàêòè÷íî ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ ìiðêóâàííÿ ðîáîòè [1],
ïðîâåäåíi äëÿ âèïàäêó äîäàòêîâîãî ïåðøîãî iíòåãðàëà, êâàäðàòè÷íîãî çà
iìïóëüñàìè.

ÎÑÍÎÂÍI ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè äâà äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ñèñòå-
ìè (7) ¹ ïðîïîðöiéíèìè, òîáòî





LL1 + Φ2L2 = 2Φ22L,

L

Φ1
=

Φ2

L
=

Φ22

Φ11
.

(9)
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöi¨ Φ(z, z̄) i L(z, z̄) ¹ äiéñíîçíà÷íèìè, çðó÷íî
ââåñòè ïîçíà÷åííÿ Φ2 = Lt,Φ1 = L/t, äå | t| = 1 (t̄ = 1/t). Òîäi ñèñòåìà
ðiâíÿíü (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó





LL1 + LtL2 = 2L(L2t + Lt2),
L1t + Lt1 = (L2t− Lt2)/t2,

L1t− Lt1 = t(L2t + Lt2),

çâiäêè ëåãêî çíàéòè, ùî

L = c2zz̄(z3 − z̄3)−4/3, t = −z̄/z, Φ = c2(z3 − z̄3)−1/3.

Âiäïîâiäíà iíòåãðîâíà ðiìàíîâà ìåòðèêà çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

λ(z, z̄) = c
√

zz̄(z3 − z̄3)−2/3. (10)

Êðiì áåçïîñåðåäíüîãî âèãëÿäó ìåòðèêè (10), öåé âèïàäîê ãåíåðó¹ ùå
äâi ñiì'¨ iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì íà ñôåði S2. À ñàìå, ó âè-
ïàäêó Ã(ω) = iω/3 íà ëîêàëüíîìó ìíîãîâèäi K = {z ∈ C : arg z ∈
(−π/6, 7π/6)} iç ñïiââiäíîøåíü

λ̃(ω, ω̄)dωdω̄ = λ(z, z̄)dzdz̄, dz3 = dω3/ω

çíàéäåìî, ùî z = 3
2ω2/3, i òîìó

λ̃(ω, ω̄) = λ(3
2ω2/3, 3

2 ω̄2/3)(ωω̄)−1/3 = 2
3c(ω2 − ω̄2)−2/3, (11)

à ó âèïàäêó Ã(ω) = iω2/3 íà ëîêàëüíîìó ìíîãîâèäi

K = {z ∈ C : arg z ∈ (π/6, 5π/6)}

ìàòèìåìî, ùî z = 3ω1/3, i òîìó

λ̃(ω, ω̄) = 3c(ωω̄)−1/2(ω − ω̄)−2/3. (12)

Óñi öi òðè ñiì'¨ iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì íà ñôåði íå ¹ òàêè-
ìè, ùî çàäàíi ãëàäêîþ íà S2 ôóíêöi¹þ λ̃(ω, ω̄). Îäíàê âñi âîíè îïèñóþòü
äèíàìiêó ðóõó ÷àñòèíêè íà ñôåði ïiä äi¹þ âiäïîâiäíîãî ïîëÿ, ùî äîïóñ-
êà¹ iñíóâàííÿ äîäàòêîâîãî êóái÷íîãî çà iìïóëüñàìè ïåðøîãî iíòåãðàëà.

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ìåòðèêà ds2 = λ̃(ω, ω̄)dωdω̄, ùî ïîâ'ÿçàíà ç
ôóíêöi¹þ (11), îïèñó¹ iíòåãðîâíó ñèñòåìó íà ñôåði S2 = {(x1, x2, x3) ∈
R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}, ÿêà îïèñó¹ äèíàìiêó ðóõó ÷àñòèíêè ïî ïîâåðõíi
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ïiä äi¹þ ïîòåíöiàëó V (x1, x2x3) = c(x1x2x3)−2/3. Öÿ çàäà÷à áóëà äîñëiä-
æåíà â ðîáîòi [6] ç ïîãëÿäó ïîáóäîâè çîáðàæåííÿ Ëàêñà äëÿ ðiâíÿíü
ðóõó. Äîäàòêîâèì íþàíñîì ¹ òå, ùî öÿ ñèñòåìà ãåíåðó¹òüñÿ íàòóðàëü-
íîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ Õåíîíà�Õåéëåñà ç äâîìà ñòåïåíÿìè âiëüíîñòi
i ãàìiëüòîíiàíîì

H =
1
2
(p2

1 + p2
2) + c(x2

1 − x2
2)
−2/3

çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó Ìîïåðòþ¨.
Íàñòóïíèé êðîê äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (7) ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó, êîëè öi

ðiâíÿííÿ íå ¹ ïðîïîðöiéíèìè, òîáòî L2−Φ1Φ2 6= 0. Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü
(7) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ñòîñîâíî L1, L2, à ñàìå,

L1 = 2L
Φ22L− Φ11Φ2

L2 − Φ1Φ2
,

L2 = 2L
Φ11L− Φ22Φ1

L2 − Φ1Φ2
.

Óìîâà ñóìiñíîñòi (L1)2 = (L2)1 ïðèâîäèòü äî òðåòüîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

(Φ22Φ1 − Φ12Φ2)L1 − (Φ11Φ2 − Φ12Φ1)L2 =

= 2L((Φ222 − Φ111)L + Φ122Φ1 − Φ112Φ2).
(13)

Ïèòàííÿ ïîâíîãî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7), (13) âèõîäèòü çà
ðàìêè äàíî¨ ðîáîòè. Îäíàê âèïàäîê, êîëè ðiâíÿííÿ (13) ¹ òðèâiàëüíèì,
ìîæíà ëåãêî ïðîàíàëiçóâàòè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, òàêà ñèòóàöiÿ âèíèêà¹ çà
óìîâè Φ1L2 = Φ2L1, çâiäêè Φ = Φ(λ). Ïîâåðòàþ÷èñü äî ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (6), îäåðæèìî 




β2 = λ1,
βλ = Φ′(λ)λ2,
γλ = Φ′(λ)λ1,
γ1 = λ2,

(14)

çâiäêè β = (ψ(λ))2, γ = (ψ(λ))1, äå ψ(t) =
∫

Φ′(t)t−1dt. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

λ111 = β112 = (ψ(λ))1122 = γ122 = λ222,

çâiäêè
λ = f1(z + z̄) + f2(εz + ε2z̄) + f3(ε2z + εz̄), (15)

äå ε = exp(2πi/3) � ïåðâiñíèé êóái÷íèé êîðiíü ç îäèíèöi, fk : R → R,
k = 1, 2, 3, � äîâiëüíi ôóíêöi¨.
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ λ(z, z̄) ó âèãëÿäi (15) ïðè
ïiäñòàíîâöi â ñèñòåìó (14) äà¹ â ÿêîñòi ïåðøîäæåðåëà âiäïîâiäíî¨ ìåò-
ðèêè äâi iíòåãðîâíi ñèñòåìè íà ñôåði S2, ùî ïîâ'ÿçàíi ç íàòóðàëüíèìè
äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè ç ãàìiëüòîíiàíàìè

H1 =
1
2
(p2

1 + p2
2) + c1 exp(x1) + c2 exp(x̃1) + c3 exp(˜̃x1) (16)

òà
H2 =

1
2
(p2

1 + p2
2)− g2(x−2

1 + x̃−2
1 + ˜̃x−2

1 ), (17)

äå
x̃1 = −x

2
+ y

√
3

2
, ˜̃x1 = −x

2
− y

√
3

2
.

Ãàìiëüòîíiàíè (16), (17) îïèñóþòü âiäïîâiäíî çàìêíóòèé ëàíöþæîê
Òîäè òà ñèñòåìó Êàëîäæåðî�Ìîçåðà âçà¹ìîäiþ÷èõ òðüîõ òî÷îê íà ïðÿ-
ìié, ÿêi äîïóñêàþòü iñíóâàííÿ äîäàòêîâîãî êóái÷íîãî çà iìïóëüñàìè ïåð-
øîãî iíòåãðàëà. Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó Ìîïåðòþ¨ äèíàìi÷íi ñèñòåìè ç
ãàìiëüòîíiàíàìè (16), (17) iíäóêóþòü ãåîäåçiéíi ïîòîêè íà ìíîãîâèäàõ

K1 = {(x1, x2) ∈ R2 : c1 exp(x1) + c2 exp(x̃1) + c3 exp(˜̃x1) < h},

K2 = {(x1, x2) ∈ R2 : −g2(x−2
1 + x̃−2

1 + ˜̃x−2
1 ) < h},

ç ìåòðèêàìè

ds2
1 = (h− c1 exp(x1)− c2 exp(x̃1)− c3 exp(˜̃x1)(dx2

1 + dx2
2), (18)

ds2
1 = (h− g2(x−2

1 + x̃−2
1 + ˜̃x−2

1 ))(dx2
1 + dx2

2). (19)

Ïðè÷åòíiñòü îáèäâîõ öèõ ñèñòåì äî ãåíåðóâàííÿ iíòåãðîâíèõ ãåîäå-
çiéíèõ ïîòîêiâ íà ñôåði áóëî âiäçíà÷åíî â ðîáîòi [5], îäíàê äëÿ íèõ íå
áóëî çíàéäåíî ÿâíîãî âèðàçó äëÿ λ̃(ω, ω̄) â ãëîáàëüíié êîîðäèíàòi ω ∈ C.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìåòðèêà (19) ñèñòåìè Êàëîäæåðî�Ìîçåðà, àíàëî-
ãi÷íî ÿê i ìåòðèêà (10), çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó Ìîïåðòþ¨ ãåíåðó¹ òðè
ñiì'¨ iíòåãðîâíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì íà ñôåði S2 äëÿ âèïàäêiâ Ã(ω) ∈
{i/3, iω/3, iω2/3}, îäíàê æîäåí iç íèõ íå ïðèâîäèòü äî ïîáóäîâè ãëàäêî¨
ìåòðèêè íà S2, òîáòî âñi òðè âèïàäêè îïèñóþòü äèíàìiêó ðóõó ÷àñòèíêè
íà ñôåði S2 ïiä äi¹þ äåÿêîãî ïîòåíöiàëó, ùî ìà¹ ñèíãóëÿðíi òî÷êè íà
êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði. Òîìó öi iíòåãðîâíi ñèñòåìè íå ñòàíîâëÿòü
çíà÷íîãî iíòåðåñó â ïèòàííÿõ äîñëiäæåííÿ iíòåãðîâíîñòi ãåîäåçiéíèõ ïî-
òîêiâ íà S2. Àëå ìåòðèêà (18) çà óìîâ c1 = c2 = c3 = c > 0, h > 0,
âiäïîâiäà¹ ëîêàëüíîìó ìíîãîâèäó K ⊂ C, òàêîìó ùî K ¹ òðèêóòíèêîì ç
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âåðøèíàìè â òî÷êàõ {%i, %εi, %ε2i}, äå h = 2 exp(%
√

3/2). Ó âñiõ âåðøèíàõ
òðèêóòíèêà K ôóíêöiÿ λ̃(ω, ω̄) îáåðòà¹òüñÿ â íóëü. Òîäi çà äîïîìîãîþ ií-
òåãðàëà Êðiñòîôôåëÿ�Øâàðöà

ω =
∫ ω

0

dz
3
√

(z − %εi)2 (z − %ε2 i)2
(20)

îáëàñòü K êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹òüñÿ ó âåðõíþ ïiâïëîùèíó
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C. Âiäïîâiäíî, ìíîãîâèä K ∪ K1 (äå K1 � òðè-
êóòíèê, ñèìåòðè÷íèé äî K âiäíîñíî âiäðiçêà [%εi, %ε2i]) âiäîáðàæà¹òüñÿ
êîíôîðìíî i îäíîëèñòî ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó. Îòæå, äëÿ âèïàäêó
Ã(ω) = i(z− %εi)2(z− %ε2i)2/3 ãëàäêà íà S2 iíòåãðîâíî¨ ìåòðèêè ç äîäàò
êîâèì êóái÷íèì çà iìïóëüñàìè ïåðøèì iíòåãðàëîì ìà¹ ÿâíèé âèãëÿä

λ̃(ω, ω̄) =
λ(z(ω), z̄(ω̄))

|Ã(ω)| 2/3
, (21)

äå z(ω) � òà âiòêà ìíîãîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨, îáåðíåíî¨ äî (20), îáëàñòü çíà-
÷åíü ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç îáëàñòþ K ∪ K1 ⊂ C. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
ôóíêöiÿ (21) çàäîâîëüíÿ¹ àñèìïòîòèöi

λ̃(ω, ω̄) =
a + o(1)
ω2ω̄2

, ω →∞.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îòðèìàíèé ó öié ñòàòòi iíòåãðîâíèé ãåîäåçiéíèé ïîòiê ç ìåòðèêîþ, ùî
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (21) i ïîðîäæåíèé iíòåãðîâíîþ íàòóðàëüíîþ ãà-
ìiëüòîíîâîþ ñèñòåìîþ ç ãàìiëüòîíiàíîì (16), ¹ ¹äèíèì, ùî ïðèðîäíiì
÷èíîì âèïëèâà¹ ç ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ç ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (7), (13) çà äîïî-
ìîãîþ àíçàöó

Φ(z, z̄) = L(z, z̄)ψ(z + z̄) (21)

ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè ùå öiëó ñiì'þ iíòåãðîâíèõ ãåîäåçiéíèõ ïîòîêiâ íà
ñôåði S2, ÿêà, çîêðåìà, ìiñòèòü âèïàäîê Ãîðÿ÷åâà�×àïëèãiíà ó äèíàìiöi
òâåðäîãî òiëà. Äîñëiäæåííÿ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé öi¹¨ ñiì'¨ áóëî ïðîâå-
äåíî â [7, 4]. Âèçíà÷àëüíîþ ðèñîþ òàêèõ iíòåãðîâíèõ ìåòðèê íà S2 ¹ ¨õ
îäíîïàðàìåòðè÷íèé õàðàêòåð, òîáòî ìîæëèâiñòü çîáðàçèòè âiäïîâiäíó
ôóíêöiþ λ(z, z̄) ó âèãëÿäi

λ(z, z̄) = (h− V (z, z̄))µ(z, z̄),
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äå h ∈ R � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, äî òîãî æ äîäàòêîâèé ïåðøèé iíòå-
ãðàë ¹ ïîëiíîìîì çà h. Çàãàëüíà æ ïîñòàíîâêà ïèòàííÿ ïðî ïîâíèé îïèñ
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7), (13) çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ.
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GEODESIC FLOWS ON THE SPHERE S2

WITH ADDITIONAL FIRST INTEGRAL,
CUBIC IN THE MOMENTA
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The article is devoted to the problem of exact integrability of geodesic
�ows on the twodimensional sphere. The existence of additional �rst integrals
of third degree in the momenta is considered and exact form of the correspon-
ding smooth Riemannian metric on the manifold is obtained.




