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Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 12 âåðåñíÿ 2007 ð.

Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ ìóëüòèôðàêòàëüíèìè
âëàñòèâîñòÿìè éìîâiðíiñíèõ ìið òà çáåðåæåííÿì ðîçìiðíîñòi Ãàóñ-
äîðôà�Áåçèêîâè÷à âiäïîâiäíèìè ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó. Çíàéäåíî
çàãàëüíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ôóíêöié ðîçïîäi-
ëó äî êëàñó ïåðåòâîðåíü, ùî çáåðiãàþòü ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü
(DP-êëàñ). Äëÿ ñiì'¨ ôóíêöié ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç íå-
çàëåæíèìè s-àäè÷íèìè öèôðàìè çíàéäåíî êðèòåði¨ íàëåæíîñòi äî
DP-êëàñó.

1. Ïåðåòâîðåííÿ F ïðîñòîðó Rn (â ðîçóìiííi ái¹êòèâíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ Rn â ñåáå) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì, ùî çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü Ãàóñ-
äîðôà�Áåçèêîâè÷à (DP-ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó Rn), ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ïiäìíîæèíè E ⊂ Rn ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à α0(E) ìíî-
æèíè E òà ¨¨ îáðàçó E′ = F (E) ñïiâïàäàþòü. Ìíîæèíà âñiõ DP-ïåðåòâî-
ðåíü ïðîñòîðó Rn âiäíîñíî îïåðàöi¨ ½êîìïîçèöiÿ ïåðåòâîðåíü� óòâîðþ¹
ãðóïó G, ÿêà ìiñòèòü, çîêðåìà, ðóõè, ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi, âñi àôiííi
ïåðåòâîðåííÿ i äàëåêî íå âè÷åðïó¹òüñÿ íèìè.

Òåîðåòèêî-ãðóïîâèé ïiäõiä äî ãåîìåòði¨ äîáðå âiäîìèé ç ÷àñiâ Åð-
ëàíãåíñüêî¨ ïðîãðàìè Ô.Êëåéíà. ×èì ¹ ½ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ� ç öi¹¨
òî÷êè çîðó? Ó [6] çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ ÿê äî
ãàëóçi ìàòåìàòèêè, ùî âèâ÷à¹ iíâàðiíòè ãðóïè DP-ïåðåòâîðåíü. Ãðóïà G
âêëþ÷à¹ áàãàòî ïiäãðóï. Çîêðåìà, G ìiñòèòü ãðóïó àôiííèõ ïåðåòâîðåíü
(i òîìó àôiííà ãåîìåòðiÿ ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê ÷àñòèíà ôðàêòàëüíî¨
ãåîìåòði¨). Ó [2, 6, 11, 12] ïîêàçàíî, ùî íàâiòü ó âèïàäêó R1 ãðóïà G ìà¹
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äóæå áàãàòó ñòðóêòóðó. Âîíà ìiñòèòü (ÿê äóæå ÷àñòêîâèé âèïàäîê) âñi
ái-Ëiïøèöåâi ïåðåòâîðåíííÿ. Ç iíøîãî áîêó, öÿ ãðóïà ìiñòèòü ½ñóòò¹âî
íåãëàäêi� ïåðåòâîðåííÿ (äèâ., çîêðåìà, [6]) i çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíî-
iíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ íå ìà¹ àäåêâàòíèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ
ïåðåòâîðåíü öi¹¨ ãðóïè.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé òà îç-
íàê îäíîâèìiðíèõ DP-ïåðåòâîðåíü. Îñêiëüêè çàäà÷à ïðî äîñëiäæåííÿ íå-
ïåðåðâíèõ DP-ïåðåòâîðåíü ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî çàäà÷i ïðî âèâ÷åííÿ DP-
âëàñòèâîñòåé ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié ðîçïîäiëó íà [0, 1] (äèâ. [2,6]),
òî îñíîâíà óâàãà çîñåðåäæåíà íà âèâ÷åííi âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ òîíêè-
ìè ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè éìîâiðíiñíèõ ìið òà DP-âëàñòèâîñòÿìè
âiäïîâiäíèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó (ðîçäiëè 2 òà 3). Ó ðîçäiëi 4 âñòàíîâëåíî
íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè-
÷à ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç íåçàëåæíèìè s-àäè÷íèìè
öèôðàìè, ùî óçàãàëüíþ¹ òà ïîãëèáëþ¹ âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ç [2, 6, 12].

2. Çíàéäåìî äîñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áå-
çèêîâè÷à ïiäìíîæèí âiäðiçêà [0, 1] ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ íåïåðåðâíîþ ôóí-
êöi¹þ ðîçïîäiëó Fµ (áåç áóäü-ÿêèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà ìiðó µ).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî s > 1. Äîáðå âiäîìî, ùî êîæ-
íå äiéñíå ÷èñëî x ç îäèíè÷íîãî âiäðiçêà ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

x =
∞∑

i=1

αi(x)
si

=: ∆s
α1(x)α2(x)...αk(x)...,

äå αi(x) ∈ {0, 1, . . . , s− 1} =: N0
s−1. Âiäðiçîê

∆s
α1(x)α2(x)...αk(x) :=

[
k∑

i=1

αi(x)
si

,
1
sk

+
k∑

i=1

αi(x)
si

]

íàçèâàòüñÿ s-àäè÷íèì öèëiíäðîì k-ãî ðàíãó, ùî ìiñòèòü òî÷êó x. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç λ ìiðó Ëåáåãà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé

Iµ =

{
x : x ∈ [0, 1], lim

k→∞

ln µ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

lnλ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

= 1

}
, Iµ = [0, 1] \ Iµ.

ßêùî α0(Iµ) = α0(Fµ(Iµ)) = 0, òî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fµ çáåðiãà¹ ðîçìi-
ðíiñòü Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à íà [0, 1].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà îäèíè÷íîãî âiäðiçêà,
E1 = Iµ

⋂
E, E2 = E \ E1 = Iµ

⋂
E; E

′
= Fµ(E), E

′
1 = Fµ(E1), E

′
2 =
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Fµ(E2). Îñêiëüêè α0(Iµ) = α0(Fµ(Iµ)) = 0 i E2 ⊂ Iµ, E
′
2 ⊂ Fµ(Iµ), òî

α0(E2) = α0(E
′
2) = 0. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ìíîæèíè E1 âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

lim
k→∞

lnµ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

ln λ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

= 1. (1)

Òîìó, çà òåîðåìîþ Áiëëiíãñëi [4,7,8] ìà¹ìî: αλ(E1) = 1·αµ(E1), äå αλ(·) òà
αµ(·) � ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áiëëiíãñëi âiäíîñíî ìið λ òà µ âiäïîâiäíî
(äèâ. [4, 7, 8]). Îñêiëüêè λ � ìiðà Ëåáåãà, òî αλ(E1) = α0(E1). Ç iíøîãî
áîêó, αµ(E1) = α0(Fµ(E1)) = α0(E

′
1). Îòæå, α0(E) = α0(E1

⋃
E2) =

α0(E1) = α0(E
′
1) = α0(E

′
1

⋃
E
′
2) = α0(E

′
).

Íàñëiäîê 1. ßêùî ìíîæèíà Iµ íå áiëüø íiæ ÿê çëi÷åííà, òî Fµ ¹
DP-ïåðåòâîðåííÿì îäèíè÷íîãî âiäðiçêà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fµ ìà¹ ñêií÷åííó íåíóëüîâó
ïîõiäíó ó âñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè D+

µ . ßêùî α0([0, 1]\D+
µ ) = α0(Fµ(([0, 1]\

D+
µ )) = 0, òî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fµ çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà�

Áåçèêîâè÷à íà [0, 1].

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ Fµ � äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî

F
′
µ(x0) = lim

k→∞

∆Fµ(∆s
α1(x0)α2(x0)...αk(x0))

|∆s
α1(x0)α2(x0)...αk(x0)|

= lim
k→∞

µ(∆s
α1(x0)α2(x0)...αk(x0))

λ(∆s
α1(x0)α2(x0)...αk(x0))

∈

∈ (0, +∞). Îòæå, ∀x0 ∈ D+
µ ,∀ε > 0, ∃k0 = k0(x0, ε) :

µ(∆s
α1(x0)α2(x0)...αk(x0))

λ(∆s
α1(x0)α2(x0)...αk(x0))

∈ (a− ε, a + ε), ∀k > k0,

ùî ðiâíîñèëüíî âèêîíàííþ óìîâè

1 +
ln(a + ε)

ln λ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

<
lnµ(∆s

α1(x)α2(x)...αk(x))

ln λ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

<

< 1 +
ln(a− ε)

lnλ(∆s
α1(x)α2(x)...αk(x))

, ∀k > k0.

Îñêiëüêè µ òà λ � íåïåðåðâíi ìiðè, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ D+
µ âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (1) i áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 1 çàâåðøó¹ äîâå-
äåííÿ.
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Íàñëiäîê 2. ßêùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fµ ìà¹ ñêií÷åííó íåíóëüîâó
ïîõiäíó ó âñiõ òî÷êàõ çà âèíÿòêîì òî÷îê íå áiëüø íiæ çëi÷åííî¨ ìíî-
æèíè, òî Fµ ¹ DP-ïåðåòâîðåííÿì îäèíè÷íîãî âiäðiçêà.

Çàóâàæåííÿ 1. Òåîðåìà 2 ¹ óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ ç [1, 2, 6],
ÿêi ñòîñóþòüñÿ õàðàêòåðèçàöi¨ DP-ïåðåòâîðåíü çà ¨õ äèôåðåíöiàëüíèìè
âëàñòèâîñòÿìè (ìíîæèíà [0, 1] \ D+

µ ìîæå áóòè âñþäè ùiëüíîþ i êîí-
òèíóàëüíîþ). Ðàçîì ç òèì, óìîâè òåîðåìè 2 ¹ äîñèòü îáìåæóþ÷èìè:
â [6] íàâåäåíî ïðèêëàä ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ DP-
ôóíêöi¨, äëÿ ÿêî¨ ìíîæèíà [0, 1] \D+

µ ¹ âñþäè ùiëüíîþ ñóïåðôðàêòàëü-
íîþ (α0([0, 1] \D+

µ ) = 1) ìíîæèíîþ. Öåé ôàêò ïîêàçó¹, ùî çâè÷àéíà ïî-
õiäíà íå ¹ àäåêâàòíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ DP-ïåðåòâîðåíü
i äëÿ áiëüø òîíêî¨ ¨õ õàðàêòåðèçàöi¨ íåîáõiäíî çàñòîñîâóâàòè (ñòâîðþ-
âàòè) iíøèé iíñòðóìåíòàðié äîñëiäæåíü. Çîêðåìà, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ
áàãàòîðiâíåâîãî ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó [3] éìîâiðíiñíèõ ìið äîçâîëÿ¹ ðîç-
â'ÿçàòè çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ çàãàëüíèõ íåîáõiäíèõ óìîâ çáåðåæåííÿ
ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à.

3. Íàãàäà¹ìî [3], ùî ãàóñäîðôîâîþ ðîçìiðíiñòþ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µ
íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî dimH µ = inf

E∈Bµ

{α0(E)}, äå Bµ = {E : E ∈ B, µ(E) =

1} � ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ (íå îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíèõ) áîðåëiâñüêèõ
íîñi¨â ìiðè µ. Ëîêàëüíîþ ãàóñäîðôîâîþ ðîçìiðíiñòþ ìiðè µ â òî÷öi x0

íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

dimH(µ, x0) = lim
ε→0

[
inf

E∈Bµ

{α0(E ∩ (x0 − ε, x0 + ε))}
]

.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ìiðîþ çîâíiøíüî-òî÷íî¨ ðîçìið-
íîñòi α0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 çi ñïåêòðó (ìiíiìàëüíîãî çàì-
êíåíîãî íîñiÿ) Sµ ìiðè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: dimH(µ, x0) = α0 = dimH µ.

Òåîðåìà 3. ßêùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fµ çáåðiãià¹ ðîçìiðíiñòü Ãàóñ-
äîðôà-Áåçèêîâè÷à, òî âiäïîâiäíà éìîâiðíiñíà ìiðà µ ¹ ìiðîþ çîâíiøíüî-
òî÷íî¨ ðîçìiðíîñòi 1.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi iñíó¹ òî÷êà x1 ∈ [0, 1]
òàêà, ùî dimH(µ, x1) = a < 1 (îñêiëüêè dimH(µ, x1) ≤ dimH µ ≤ 1, òî
íåðiâíiñòü a > 1 íåìîæëèâà). Îòæå, iñíó¹ ε0 > 0 òàêå, ùî inf

E∈Bµ

{α0(E ∩
(x1 − ε, x1 + ε)) < a+1

2 , ∀ε < ε0, çâiäêè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íîñiÿ G ìiðè
µ, äëÿ ÿêîãî α0(G

⋂
(x1 − ε, x1 + ε)) < a+1

2 + 1−a
10 . Îñêiëüêè µ(G) = 1, òî

α0(Fµ(G
⋂

(x1 − ε, x1 + ε))) = 1, ∀ε > 0, ùî ñóïåðå÷èòü DP-âëàñòèâîñòi
ôóíêöi¨ Fµ.
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Íàñëiäîê 3. ßêùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fµ ¹ DP-ïåðåòâîðåííÿì îäè-
íè÷íîãî âiäðiçêà, òî dimH µ = 1.

Òåîðåìà 3 äà¹ íåîáõiäíi, àëå, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä, íå äî-
ñòàòíi óìîâè çáåðåæåííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à.

Ïðèêëàä. Ïîáóäó¹ìî éìîâiðíiñíó ìiðó µ íàñòóïíèì ÷èíîì.
Íåõàé ∆3

α1α2...αk
=

[
k∑

i=1

αi

3i ,
1
3k +

k∑
i=1

αi

3i

]
� òðiéêîâèé öèëiíäð k-ãî ðàí-

ãó. Ïîêëàäåìî µ(∆3
α1α2...αk

) = 1
4k , ÿêùî αj ∈ {0, 2}, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i ìiðà

µ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêàõ ∆3
1, ∆3

α11, ∆3
α1α21, . . . ,∆

3
α1α2...αk1,

αj ∈ {0, 2}, j ∈ {1, 2, . . . , k} ç µ(∆3
1) = 1

2 , µ(∆3
α1α2...αk1) = 1

4k
1
2 . Î÷åâèäíî,

ùî Fµ ëiíiéíî çðîñòà¹ íà âñiõ iíòåðâàëàõ, ñóìiæíèõ äî ìíîæèíè Êàí-
òîðà i ñóìà ïðèðîñòiâ ôóíêöi¨ íà öèõ iíòåðâàëàõ äîðiâíþ¹ 1. Òîìó Fµ

¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, i, îòæå, µ ¹ ìi-
ðîþ çîâíiøíüî-òî÷íî¨ ðîçìiðíîñòi 1. Ç iíøîãî áîêó, Fµ-îáðàçîì ìíîæèíè
Êàíòîðà C0 ¹ àáñîëþòíî ñàìîïîäiáíà ìíîæèíà [4, 9], ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ
íàñòóïíîþ ñèñòåìîþ iòåðîâàíèõ ôóíêöié [9]: f1(x) = 1

4x, f2(x) = 1
4x + 3

4 .
Òîìó α0(Fµ(C0)) = ln 2

ln 4 = 1
2 6= ln 2

ln 3 = α0(C0).

Çàóâàæåííÿ 2. Ùîéíî ïîáóäîâàíà ìiðà µ ¹ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ,
ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêîâié âåëè÷èíi η =

∞∑
k=1

ηk

3k , äå {ηk} � ïîñëiäîâíiñòü
çàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî ηk íàáóâà¹ çíà÷åíü 0, 1 òà 2 ç
iìîâiðíîñòÿìè 1

3 , 1
3 , 1

3 âiäïîâiäíî ïðè |η1 − 1| · |η2 − 1| · . . . · |ηk−1 − 1| = 0;
i ηk íàáóâà¹ çíà÷åíü 0, 1 òà 2 ç iìîâiðíîñòÿìè 1

4 , 1
2 , 1

4 âiäïîâiäíî ïðè
|η1 − 1| · |η2 − 1| · . . . · |ηk−1 − 1| = 1.

4. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç íåçàëåæíèìè s-àäè÷íèìè öè-
ôðàìè, òîáòî ξ =

∞∑
k=1

ξk

sk , äå {ξk} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü 0, 1, . . . , s − 1 ç iìîâiðíîñòÿìè
p0k, p1k, . . . , ps−1,k âiäïîâiäíî (pik > 0,

s−1∑
i=0

pik = 1).
Âëàñòèâîñòi (âêëþ÷àþ÷è ôðàêòàëüíi) âiäïîâiäíî¨ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè

äîáðå âèâ÷åíi (äèâ. [4, 5, 10]). Ó ðîáîòàõ [2, 6, 12] äîñëiäæóâàëèñü DP-
âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Fµ. Âiäîìî, çîêðåìà, ùî áóäü-ÿêà àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ç äàíîãî êëàñó çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîð-
ôà�Áåçèêîâè÷à, à òàêîæ iñíóþòü ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíi DP-ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó. Äëÿ âèïàäêó, êîëè âñi åëåìåíòè pik ñòîõàñòè÷íî¨ ìàòðèöi âiäîêðå-
ìëåíi âiä íóëÿ äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ, äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäi-
ëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç íåçàëåæíèìè s-àäè÷íèìè öèôðàìè ìà¹ DP-
âëàñòèâiñòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ãàóñäîðôîâà ðîçìiðíiñòü âiäïîâiäíî¨
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éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µξ äîðiâíþ¹ 1. Ó [2] ïîêàçàíî, ùî óìîâà âiäîêðåìëåíî-
ñòi éìîâiðíîñòåé pik âiä íóëÿ ¹ ñóòò¹âîþ äëÿ ïðàâèëüíîñòi ïîïåðåäíüîãî
òâåðäæåííÿ.

Îñíîâíîþ ìåòîþ äàíîãî ðîçäiëó (i ñòàòòi â öiëîìó) ¹ çíàõîäæåííÿ
íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ çáåðåæåííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçè-
êîâè÷à ïiäìíîæèí îäèíè÷íîãî âiäðiçêà ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ íåïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó Fξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç íåçàëåæíèìè s-àäè÷íèìè
öèôðàìè (áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà âiäîêðåìëåíiñòü pik âiä íóëÿ).

Íåõàé pk = min
i

pik, i M (1) =
{
k : k ∈ N, pk < 1

2s

}
, M

(1)
k = M (1) ∩

{1, 2, . . . , k}. Ïîçíà÷èìî

A := lim
k→∞

∑
j∈M

(1)
k

ln pj

−k ln s
.

Òåîðåìà 4. Íåïåðåðâíà ñòðîãî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fξ âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç íåçàëåæíèìè s-àäè÷íèìè öèôðàìè çáåðiãà¹ ðîçìi-
ðíiñòü Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à âñiõ ïiäìíîæèí îäèíè÷íîãî âiäðiçêà òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè dimH µξ = 1 i A = 0.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (äèâ. [5]), ùî dimH µξ = lim
k→∞

h1+h2+...+hk
k ln s , äå

hk = −
s−1∑
i=0

pik ln pik � åíòðîïiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξk, k ∈ N. ßê âèïëè-
âà¹ ç òåîðåìè 3, ðiâíiñòü dimH µξ = 1 ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ íàëåæíîñòi
Fξ äî DP-êëàñó. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðè
âèêîíàííi óìîâè dimH µξ = 1 ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fξ çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü
Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A = 0.

Âèáåðåìî i çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε ∈ (
0, 1

7s

)
. Ìíîæèíó

M−
ε,k =

{
j : j ∈ N, j ≤ k,

∣∣∣∣pij − 1
s

∣∣∣∣ > ε äëÿ äåÿêîãî i ∈ N0
s−1

}

ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi: M−
ε,k = M

(1)
k

⋃
Mε,k, äå ìíîæèíà M

(1)
k îçíà-

÷åíà âèùå, à Mε,k = M−
ε,k \M

(1)
k =

{
j : j ∈ N, j ≤ k; pj ≥ 1

7s
,

∣∣∣∣pij − 1
s

∣∣∣∣ > ε

äëÿ äåÿêîãî i ∈ N0
s−1

}
. Ç óìîâè dimH µξ = 1 âèïëèâà¹, ùî lim

k→∞
|M(1)

k |
k =

lim
k→∞

|Mε,k|
k = 0.

a) Îñêiëüêè A ≥ 0, òî ç óìîâè A = 0 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi

lim
k→∞

∑

j∈M
(1)
k

ln pj

−k ln s = 0. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0, 1] i äëÿ çàäàíîãî ε > 0 ìà¹ìî
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ln µ(∆s
α1(x)...αk(x))

lnλ(∆s
α1(x)...αk(x))

=

∑
j∈M+

ε,k

ln pαj(x)j +
∑

j∈Mε,k

ln pαj(x)j +
∑

j∈M
(1)
k

ln pαj(x)j

−k ln s
.

Áiëüøå òîãî,
∑

j∈M+
ε,k

ln pαj(x)j

−k ln s
∈

(
ln

(
1
s + ε

)

− ln s
,

ln
(

1
s − ε

)

− ln s

)
äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈

(
0,

1
7s

)

i äîâiëüíîãî k ∈ N;
∑

j∈Mε,k

ln pαj(x)j

−k ln s
=
|Mε,k|

k
· ln(bε,k)
− ln s

äëÿ äåÿêîãî bε,k ∈
[

1
7s

, 1− 1
7s

]
.

Îòæå,

∑
j∈Mε,k

ln pαj(x)j

−k ln s → 0 (k →∞), îñêiëüêè lim
k→∞

|Mε,k|
k = 0. Ïiäñóìî-

âóþ÷è, îòðèìà¹ìî lim
k→∞

ln µ(∆s
α1(x)...αk(x)

)

ln λ(∆s
α1(x)...αk(x)

) = 1 äëÿ âñiõ x ∈ [0, 1], i, îòæå, çà
òåîðåìîþ 1, α0(E) = α0(Fξ(E)), ∀E ⊂ [0, 1].

b) Íåõàé òåïåð A > 0. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî Fξ íå çáåðiãà¹
ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à íà îäèíè÷íîìó âiäðiçêó, ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó L = {x : x = ∆s

α1...αk...; αk ∈ N0
s−1 ïðè k /∈ M (1); αk = nk ïðè ∈

M (1), äå pnkk = min
i

pik}. Î÷åâèäíî, ùî λ(L) = 0. Ç iíøîãî áîêó, α0(L) =

1, îñêiëüêè lim
k→∞

|M(1)
k |
k = 0. Ç ðiâíîñòi lim

k→∞

∑

j∈M
(1)
k

ln pj

−k ln s = A âèïëèâà¹ iñ-

íóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi {km} òàêî¨, ùî ãðàíèöÿ lim
m→∞

∑

j∈M
(1)
km

ln pj

−km ln s iñíó¹ i
äîðiâíþ¹ A. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî x ∈ L âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
m→∞

ln µ(∆s
α1(x)...αkm (x))

ln λ(∆s
α1(x)...αkm (x))

= 1 + A.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ m(δ) òàêå, ùî äëÿ âñiõ m > m(δ) ìà¹ìî

1 + A− δ ≤
lnµ(∆s

α1(x)...αkm (x))

ln λ(∆s
α1(x)...αkm (x))

≤ 1 + A + δ,
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ùî åêâiâàëåíòíî âèêîíàííþ ïîäâiéíî¨ íåðiâíîñòi

λ(∆s
α1(x)...αkm (x))

1+A+δ ≤ µ(∆s
α1(x)...αkm (x)) ≤ λ(∆s

α1(x)...αkm (x))
1+A−δ.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ L, äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 i äëÿ
äîâiëüíîãî m > m(δ) ìà¹ìî

d(∆s ′
α1(x)...αkm (x))

1
1+A−δ ≤ d(∆s

α1(x)...αkm (x)), (2)

äå ∆s ′
α1(x)...αkm (x) = Fξ(∆s

α1(x)...αkm (x)) i d(·) îçíà÷à¹ äiàìåòð ìíîæèíè.
Âèáåðåìî òåïåð δ ∈ (0, A). Ç ðiâíîñòi λ(L) = 0 âèïëèâà¹, ùî ïåðåäìiðà
Ãàóñäîðôà H1

ε (L) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî ε. Îòæå, äëÿ çàäàíèõ
ε > 0 i t > 0 iñíó¹ ε-ïîêðèòòÿ {Ei} ìíîæèíè L s-àäè÷íèìè öèëiíäðàìè
ðàíãó km (m çàëåæèòü âiä ε i t) òàêèìè, ùî

∑
i

d(Ei) < t.

Ñiì'ÿ ìíîæèí {E′
i} = {Fξ(Ei)} óòâîðþ¹ ε

′-ïîêðèòòÿ ìíîæèíè L
′

=
Fξ(L). Î÷åâèäíî, ùî ε

′ → 0 ⇔ ε → 0, îñêiëüêè ôóíêöiÿ Fξ ¹ ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíîþ íà îäèíè÷íîìó âiäðiçêó.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ëè-
øå òi Ei, ÿêi ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí ç L. Îòæå, ç (2) âèïëèâà¹, ùî

∑

i

[
d(E

′
i)

] 1
1+A−δ ≤

∑

i

d(Ei) < t.

Îñêiëüêè δ ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì, òî H
1

1+A−δ

ε
′ (L′) = 0 äëÿ

âñiõ ε
′

> 0. Òîìó ìiðà Ãàóñäîðôà H
1

1+A−δ (L′) = 0, i, îòæå, α0(L′) ≤
1

1+A−δ < 1. Òàêèì ÷èíîì, ç íåðiâíîñòi A > 0 âèïëèâà¹, ùî Fξ íå íàëå-
æèòü äî DP-êëàñó.

Ïîäÿêà. Äîñëiäæåííÿ ÷àñòêîâî âèêîíàíi çà ñïðèÿííÿ ìàòåìàòè÷íî-
ãî Iíñòèòóòó iìåíi Ôåëiêñà Ãàóñäîðôà (Bonn), ôîíäó Îëåêñàíäðà Ãóì-
áîëüäòà òà DFG (ïðîåêò DFG 436 UKR 113/78,80). Àâòîð âèñëîëþ¹
ãëèáîêó âäÿ÷íiñòü ïðîôåñîðàì Þâàëó Ïåðåñó (University of California,
Berkeley) òà Ìèêîëi Ïðàöüîâèòîìó (ÍÏÓ iìåíi Äðàãîìàíîâà, Êè¨â) çà
îáãîâîðåííÿ ïðîáëåì, ïîâ'ÿçàíèõ ç DP-ïåðåòâîðåííÿìè.
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PROBABILISTIC APPROACH TO TRANSFORMATIONS
PRESERVING THE FRACTAL DIMENSION

Grygoriy TORBIN

Dragomanov National Pedagogical University,
9 Pyrogova Str., Kyiv 01601, Ukraine

We study relations between multifractal properties of probability measu-
res and the Hausdor��Besicovitch dimension preservation under the corre-
sponding probability distribution functions. General su�cient resp. necessary
conditions for distribution functions to belong to the class of transformations
preserving the fractal dimension (DP-class) are found. We have also proven
necessary and su�cient conditions for probability distribution functions of
random variables with independent s-adic digits to be in DP-class.




