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Äëÿ àáñîëþòíî çáiæíèõ ó ïiâïëîùèíi {z : Rez < 0} ðÿäiâ Äiði-
õëå F (z) =

+∞∑
n=0

anezλn âiäøóêàíî íàéìåíøó çðîñòàþ÷ó ôóíêöiþ Φ

òàêó, ùî ç óìîâè lim
σ→−0

ln µ(σ, F )/Φ(σ) = +∞ âèïëèâà¹, ùî ñïiââiä-
íîøåííÿ sup{|F (σ+it)| : t ∈ R} ∼ µ(σ, F ) ∼ inf{|F (σ+it)| : t ∈ R},
äå µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ≥ 0}, âèêîíóþòüñÿ ïðè σ → −0 çîâíi
äåÿêî¨ ìíîæèíè íóëüîâî¨ íèæíüî¨ ëiíiéíî¨ ëiâîñòîðîííüî¨ ó òî÷öi
σ = 0 ùiëüíîñòi.

Íåõàé Ha(λ) � êëàñ àáñîëþòíî çáiæíèõ ó ïiâïëîùèíi Πa = {z :

Re z < a} ðÿäiâ Äiðiõëå F (z) =
∞∑

n=1
anezλn ç ôiêñîâàíîþ ïîñëiäîâíiñ-

òþ ïîêàçíèêiâ λ = (λn), 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑ +∞). Äëÿ ôóíêöi¨
F ∈ Ha(λ) i σ < a ïîçíà÷èìî

M(σ, F ) = sup{|F (σ + iτ)| : τ ∈ R}, µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ≥ 0}.

Íåõàé L � êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ çðîñòàþ÷èõ äî +∞ íà [0, +∞)
ôóíêöié. Ó âèïàäêó öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå (òîáòî, êëàñó H(λ) = H+∞(λ))
âiäîìî [4], ùî óìîâà

∞∑

n=1

1/(nλn) < +∞

ÓÄÊ 517.76; MSC 2000: 30B50
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çàáåçïå÷ó¹ ñïðàâåäëèâiñòü ç ôóíêöi¹þ ω(x) = lnx ñïiââiäíîøåííÿ

ω(lnM(σ, F ))− ω(lnµ(σ, F )) → 0 (1)

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ H(λ) ïðè σ → +∞ çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè ñêií-
÷åííî¨ ìiðè (âëàñíå, çîâíi äåÿêî¨ ñèñòåìè iíòåðâàëiâ iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ
äîâæèí). Ïîäiáíå òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå i ó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ (1)
ç ôóíêöi¹þ ω(x) = x, ÿê òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (äèâ. [3])

+∞∑

n=0

1
λn+1 − λn

< +∞. (2)

ßêùî ôóíêöiÿ F ∈ H(λ) çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêå îáìåæåííÿ âèãëÿäó

ln µ(σ, F ) ≤ σΦ(σ) (σ ∈ [σ0, +∞)),

äå Φ ∈ L � ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ, òî çãàäàíó âèùå óìîâó íà ïîêàçíèêè
ìîæíà ïîñëàáèòè, ïðè öüîìó, íàïðèêëàä, ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ôóíêöi¹þ
ω(x) = lnx âèêîíó¹òüñÿ ïðè σ → +∞ çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè E íóëüîâî¨
ëiíiéíî¨ ùiëüíîñòi íà [0,+∞) (äèâ. [11]).

ßêùî æ ω ∈ L � äîâiëüíà ôiêñîâàíà äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ç íå-
çðîñòàþ÷îþ íà [0,+∞) ïîõiäíîþ òàêîþ, ùî 1

t = O(ω′(t)), t → +∞, òî â
ðîáîòi [10] çíàéäåíî òàêîæ óìîâó ëèøå íà ïîêàçíèêè λ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹
ñïðàâåäëèâiñòü ñïiâââiäíîøåííÿ (1) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ H(λ) ïðè
σ → +∞ çîâíi äåÿêî¨ ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè.

Ó âèïàäêó êëàñó H0(λ) çíàéäåíî óìîâè íà ïîêàçíèêè λ, ÿêi çàáåçïå-
÷óþòü ñïðàâåäëèâiñòü ïðè σ → −0 çîâíi äåÿêèõ ½ìàëèõ� ìíîæèí ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (1) (ó [5] ç ω(x) = lnx, à ó [6] ç ω(x) = x) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
F ∈ H0(λ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ

ln µ(σ, F ) ≥ |σ|Φ(1/|σ|), lim
σ→−0

ln µ(σ, F )
|σ|Φ(1/|σ|) > 0, (3)

äå Φ ∈ L � äåÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ. Çîêðåìà, ÿêùî F ∈ H0(λ) i âè-
êîíó¹òüñÿ äðóãà iç çàïèñàíèõ ùîéíî óìîâ íà ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó
Äiðiõëå, òî ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ Φ ∈ L ¹ òàêîþ, ùî äëÿ îáåðíåíî¨ äî
íå¨ ôóíêöi¨ ϕ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ϕ(x/ϕ(x)) = (1 + o(1))ϕ(x) (x → +∞),
à ïîêàçíèêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
t→+∞ t

∑

λn≥Φ(t)

(λn+1 − λn)−1 = 0,
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ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x âèêîíó¹òüñÿ ïðè σ → −0 çîâíi äåÿêî¨
ìíîæèíè íóëüîâî¨ íèæíüî¨ ëiíiéíî¨ ùiëüíîñòi ó òî÷öi σ = 0.

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà â êëàñi H0(λ) îòðèìàòè àíà-
ëîãè îïèñàíèõ âèùå òåîðåì iç [3, 4, 10,11], íàêëàäàþ÷è îáìåæåííÿ ëèøå
íà ïîêàçíèêè, ìîæëèâî îäíî÷àñíî ç îáìåæåííÿì íà çðîñòàííÿ ôóíêöi¨
F ∈ H0(λ) âèãëÿäó

ln µ(σ, F ) ≤ |σ|Φ(1/|σ|) (σ ∈ [σ0, 0)),

äå Φ ∈ L � äåÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ? Íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà öå çàïè-
òàííÿ îòðèìó¹ìî ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ω, Ψ ∈ L � äîâiëüíi ôóíêöi¨, ω(x) ≡ 0 äëÿ x < 0.
Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi λ = (λn), 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (n ↑ +∞) iñíó¹
ôóíêöiÿ F ∈ H0(λ), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

ω(lnM(σ, F ))− ω(lnµ(σ, F )) → +∞, ÿêùî σ → −0, (4)

sup{|an| : n ≥ 0} = +∞, (5)
ln µ(σ, F ) ≤ Ψ(1/|σ|) äëÿ âñiõ σ ∈ [σ0; 0). (6)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (hn) � òàêà çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü, ùî
(ω(lnn)−hn) òàêîæ íåñïàäà¹ äî +∞. Ïîçíà÷èìî Ln = ω−1(ω(lnn)− hn),
cn = Ln−1 − Ln−2 i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ln n = o(λn) (n → +∞),
∞∑

j=3

(cj/λj)Ψ−1(Lj−1) ≤ 1, (7)

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çäiéñíþ¹ìî åëåìåíòàðíó ó öüîìó âèïàäêó ïðî-
öåäóðó ïðîðiäæóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi (λn), òîáòî, âèáîðó òàêî¨ ïiäïîñëi-
äîâíîñòi {λ∗j} ⊂ {λj}, äëÿ ÿêî¨ óìîâè (7) âèêîíóþòüñÿ. Ïiñëÿ öüîãî ïî-
êëàäà¹ìî an = 0, ÿêùî λn /∈ {λ∗j}, à ðåøòó êîåôiöi¹íòiâ âèáèðà¹ìî, ÿê i
íèæ÷å. Îòæå, ââàæà¹ìî, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (λn) âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(7). Êîåôiöi¹íòè ðÿäó Äiðiõëå âèáåðåìî ó íàñòóïíèé ñïîñiá:

ln an = Ln−1 + λn

∞∑

j=n+1

(cj/λj) (n ≥ 1).

Çàóâàæèìî, ùî xn = (ln an−1 − ln an)/(λn − λn−1) = −
∞∑

j=n+1
(cj/λj) ↑ 0

(n → +∞). Ó öüîìó âèïàäêó äîáðå âiäîìî, ùî ln µ(σ, F ) = ln an + σλn
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äëÿ âñiõ σ ∈ [xn, xn+1). Òîìó äëÿ âñiõ σ ∈ [xn, xn+1) ìà¹ìî

lnµ(σ, F ) ≤ Ln−1 + λn

∞∑

j=n+1

cj

λj
+ λnxn+1 = Ln−1 +

λn

λn+1
cn+1 ≤ Ln. (8)

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ 1 ≤ m ≤ n− 1 i σ ∈ [xn, xn+1)

ln am + σλm ≥ Lm−1 + λm

∞∑

j=m+1

cj

λj
+ xnλm = λm

n∑

j=m+1

cj

λj
+ Lm−1 ≥ 0,

òîìó äëÿ σ ∈ [xn, xn+1), âðàõîâóþ÷è (8), ïîñëiäîâíî îäåðæó¹ìî, ùî

M(σ, F ) = F (σ) ≥
n∑

m=1

ameσλm ≥ n,

à òàêîæ

ω(lnM(σ, F )) ≥ ω(lnn)− hn + hn = ω(Ln) + hn ≥ ω(lnµ(σ, F )) + hν(σ,F ).

Çâiäñè äiñòà¹ìî óìîâó (4). Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè (6), çàóâàæèìî, ùî
iç (7) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Ψ−1(Ln)
∞∑

j=n+1

(cj/λj) ≤ 1 (n ≥ 2),

òîìó Ln ≤ Ψ
(
1/|xn|

)
i, îòæå, ç âðàõóâàííÿì îöiíêè (8) ïðè σ ∈ [xn, xn+1)

îäåðæó¹ìî (6). Ñïiââiäíîøåííÿ (4) âèâîäèìî íåãàéíî, îñêiëüêè çà ïîáó-
äîâîþ ln an ≥ Ln−1 → +∞ (n → +∞). Êðiì òîãî, iç (7) âèïëèâà¹, ùî
F ∈ H0(λ) (äèâ. [1, c. 85]). Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 öiëêîì ñïðàâåäëèâå i ñòîñîâ-
íî ñïiââiäíîøåííÿ

M(σ, F ) = (1 + o(1)) inf{|F (σ + iτ)| : τ ∈ R}. (9)

Äëÿ òîãî, ùîá ó öüîìó ïåðåêîíàòèñÿ, äîñèòü çàìiñòü ïîáóäîâàíî¨ ó
äîâåäåííi òåîðåìè 1 ôóíêöi¨ F ç êîåôiöi¹íòàìè an ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ
F1(z) =

∞∑
n=1

(−1)nanezλn i ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç ïðàöi [9, c. 127].
Òåîðåìó 1 ó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x òà ó ñëàáøié çà

(4) ôîðìi âñòàíîâëåíî â [6]. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü
λ = (λn) ¹ òàêîþ, ùî (2) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî æîäíå îáìåæåííÿ çíèçó íà
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µ(σ, F ) òàêîæ íå äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x, à
òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ (9) íàâiòü äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi σ = σj → −0
(äëÿ êîæíîãî iç ñïiââiäíîøåíü ñâî¹¨). Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé Ψ ∈ L � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi λ = (λn), 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (n ↑ +∞) òàêî¨, ùî óìîâà
(2) íå âèêîíó¹òüñÿ, iñíó¹ ôóíêöiÿ F ∈ H0(λ), äëÿ ÿêî¨ ñïiââiäíîøåííÿ
(1) ç ω(x) = x i (9) íå ìîæóòü âèêîíóâàòèñü õî÷à á âçäîâæ äåÿêî¨
ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü σ → −0, ïðè öüîìó

ln µ(σ, F ) ≥ Ψ
(
1/|σ|) (σ0 ≤ σ < 0).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ÿêùî F ∈ H0(λ) i ïîñëiäîâ-
íiñòü xn = (ln |an−1| − ln |an|)/(λn − λn−1) íå ñïàäà¹, òî

|an+1|eσλn+1 ≥ e−q|an|eσλn (∀ σ ∈ [xn, xn+1]),

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ln ≡ xn+1 − xn ≤ q/(λn+1 − λn), q > 0. Âèáåðåìî
òåïåð ïîñëiäîâíiñòü (ln), à, îòæå, (xn) i (an). Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi,
ïîêëàäåìî a0 = 1, x1 = −1. Äàëi, íåõàé Ψn ↑ +∞ (n ↑ +∞) � äåÿêà ïî-
ñëiäîâíiñòü i Ψ(1/|σn|) = Ψn−1. Çðîçóìiëî, ùî σn ↑ 0. Òåïåð, ââàæàþ÷è,
ùî σ1 = −1, Ψ1 = lnµ(σ1, F ), âèáåðåìî

n1 = min
{

n : λn ≥ Ψ2 −Ψ1

σ2 − σ1

}
, l1 = l2 = · · · = ln1−1 = 0,

òîáòî x1 = x2 = · · · = xn1 . Îñêiëüêè
+∞∑

n=n1

1/(λn+1 − λn) = +∞, òî iñíó¹

m1 > n1 òàêå, ùî 0 < lj ≤ q/(λj+1 − λj) (n1 ≤ j ≤ m1 − 1), à òàêîæ
m1−1∑
j=n1

lj = σ2 − σ1, òîáòî xm1 = σ2. Çàóâàæèìî, ùî ν(σ1, F ) ≥ n1, òîìó

ln µ(σ2, F ) = lnµ(σ1, F ) +
∫ σ2

σ1

λν(σ,F )dσ ≥ lnµ(σ1, F ) + (σ2 − σ1)λn1 ≥

≥ ln µ(σ1, F ) + Ψ2 −Ψ1 = Ψ
(
1/|σ3|

)
.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî nk, mk âèáðàíî òàê, ùî

mk−1∑

j=nk

lj = σk+1 − σk, xmk
= σk, lnµ(σk, F ) ≥ Ψ

(
1/|σk+1|

)
.
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Âèáåðåìî
nk+1 = min

{
n > mk : λn ≥ Ψk+1 −Ψk

σk+1 − σk

}
,

lmk
= lmk+1−1 = . . . = lnk+1−1 = 0,

òîáòî xmk
= xmk+1 = . . . = xnk+1

. Îñêiëüêè

+∞∑
n=nk+1

1/(λn+1 − λn) = +∞,

òî çíàéäåòüñÿ mk+1 > nk+1 òàêå, ùî 0 < lj ≤ q/(λj+1 − λj) (nk+1 ≤ j ≤
mk+1 − 1),

mk+1−1∑
j=nk+1

lj = σk+1 − σk, òîáòî xmk+1
= σk+1. Âðàõîâóþ÷è, ùî

σk = xmk
= xnk+1

, ìà¹ìî ν(σk, F ) ≥ nk+1, òîìó

lnµ(σk+1, F )− ln µ(σk, F ) =
∫ σk+1

σk

λν(σ,F )dσ ≥

(σk+1 − σk)λnk+1
≥ Ψk+1 −Ψk,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ln µ(σk+1, F ) ≥ Ψ
(
1/|σk+2|

)
. Çàóâàæèìî òåïåð, ùî

ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ F íàëåæèòü äî êëàñó H0(λ), à îñêiëüêè xn+1−xn =
ln ≤ q/(λn+1 − λn) (n ≥ 0), òî

aν(σ)+1eσλν(σ)+1 ≥ e−qaν(σ)eσλν(σ) (x1 ≤ σ < 0)

i, îòæå,
F (σ) ≥ (1 + e−q)µ(σ, F ) (x1 ≤ σ < 0).

Êðiì òîãî, äëÿ σ ∈ [σk, σk+1) i äëÿ êîæíîãî k ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

ln µ(σ, F ) ≥ lnµ(σk, F ) ≥ Ψ (1/|σk+1|) ≥ Ψ(1/|σ|) .

Ç îãëÿäó íà çãàäàíi âèùå ìiðêóâàííÿ ç ðîáîòè [9], òåîðåìó 2 ââàæà¹ìî
äîâåäåíîþ.

Ó çâ'ÿçêó ç äîâåäåíèìè i öèòîâàíèìè òåîðåìàìè äëÿ êëàñó H0(λ)
âèíèêà¹ íàñòóïíå ïèòàííÿ. Íåõàé λ = (λn) � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ïî-
ñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2). ×è iñíó¹ ó ïåâíîìó ñåíñi
½íàéìåíøà� ôóíêöiÿ Φ ∈ L òàêà, ùî iç ïðàâèëüíîñòi îäíi¹¨ ç óìîâ (3)
(àáî äåÿêèõ ¨õíiõ ðiçíîâèäiâ) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ïðè σ → −0 cïiâ-
âiäíîøåíü (1) çîâíi äåÿêî¨ ìàëî¨ ìíîæèíè?
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Ïåâíó ïîçèòèâíó âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ îòðèìó¹ìî ó âèïàäêó
cïiââiäíîøåíü (1) ç ω(x) = x òà (9) ç íàñòóïíèõ òåîðåì, äëÿ ôîðìóëþâà-
ííÿ ÿêèõ íàì ïîòðiáíi äåÿêi ïðèãîòóâàííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (2), ïîçíà÷èìî ∆0 = 0 i äëÿ n ≥ 1 ïðèéìåìî

∆n =
n−1∑

j=0

(λj+1 − λj)
∞∑

m=j+1

(
1

λm − λm−1
+

1
λm+1 − λm

)
,

i äëÿ q > 0 òà σ < 0

αq(σ) = sup{∆nq + σλn : n ≥ 0}.

Çàóâàæèìî, ùî ∆n ≥ n (n ≥ 1), òîìó

(∀q > 0) : αq(σ) → +∞ (σ → −0).

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (λn) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2).
ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ H0(λ) i äëÿ âñiõ q > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
σ→−0

ln µ(σ, F )
αq(σ)

= +∞, (10)

òî ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x òà (9) âèêîíóþòüñÿ ïðè σ → −0 çîâíi
äåÿêî¨ ìíîæèíè E ∈ [−1; 0) íóëüîâî¨ íèæíüî¨ ëiíiéíî¨ ëiâîñòîðîííüî¨
ùiëüíîñòi â òî÷öi σ = 0.

Òåîðåìà 4. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (λn) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2).
ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ H0(λ) i äëÿ âñiõ q > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
σ→−0

ln µ(σ, F )
αq(σ)

= +∞, (11)

òî ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x òà (9) âèêîíóþòüñÿ ïðè σ → −0 çîâíi
äåÿêî¨ ìíîæèíè E ∈ [−1; 0) íóëüîâî¨ ëiíiéíî¨ ëiâîñòîðîííüî¨ ùiëüíîñòi
â òî÷öi σ = 0.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî ðÿä Äiðiõëå

Fq(z) =
+∞∑

n=0

(−1)ne∆nq+σλn

àáñîëþòíî çáiæíèé â {z : Rez < 0} (Fq ∈ H0(λ) äëÿ êîæíîãî q > 0) i
äëÿ íüîãî ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x òà (9) íå ìîæóòü âèêîíóâàòèñü
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íàâiòü íà äåÿêié ïîñëiäîâíîñòi σj → −0, ïðè öüîìó ln µ(σ, Fq) = αq(σ).
Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ òåîðåì 3, 4 ó öüîìó ñåíñi ïîêðàùèòè íå ìîæ-
íà, à Φ

(
1
σ

)
=

αq(σ)
|σ| � íàéìåíøà â îïèñàíîìó ðîçóìiííi ôóíêöiÿ, ùî

âîëîäi¹ ïîòðiáíîþ âëàñòèâiñòþ.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fq(z) =
+∞∑

n=0

(
a∗n/αn

)
ezλn , q > 0,

äå αn = e∆nq, a∗n � êîåôiöi¹íòè-ìàæîðàíòè Íüþòîíà ôóíêöi¨ F , òîáòî,
òàêî¨ ôóíêöi¨ (äèâ. [7, 8]) FN (z) =

+∞∑
n=0

a∗nezλn ç êëàñó H0(λ), ùî:
à) a∗n+1 ≥ a∗n ≥ |an| äëÿ âñiõ n ≥ 0;
á) µ(σ, F ) = µ(σ, FN ) äëÿ âñiõ σ < 0;
â) x∗n =

ln a∗n−1−ln a∗n
λn−λn−1

↑ −0 ïðè n ↑ +∞;
ã) a∗n exp{σλn} = µ(σ, F ) äëÿ êîæíîãî σ ∈ [x∗n; x∗n+1].

Îñêiëüêè ∆n ≥ 0, òî fq ∈ H0(λ). Êðiì òîãî, ç óìîâè (10) âèïëèâà¹, ùî

lim
n→+∞

ln |an|
∆n

= +∞, (12)

i òîìó sup
{

ln a∗n
αn

: n ≥ 0
} ≥ sup {ln |an| −∆nq : n ≥ 0} = +∞, îòæå,

ν(σ, fq) → +∞(σ → −0), äå ν(σ, F ) = max{n : |an|eσλn} = µ(σ, F )} �
öåíòðàëüíèé iíäåêñ ðÿäó Äiðiõëå.

Íàñòóïíó ëåìó ìîæíà âñòàíîâèòè òàê ñàìî, ÿê i ëåìó 1 ïðàöi [2],
òîìó íàâîäèìî ¨¨ áåç äîâåäåííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ âñiõ n ≥ 0 i k ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
αn

αk
eτk(λn−λk) ≤ e−q|n−k|, (13)

äå q > 0, τk = τk(q) = qxk+q/(λk − λk−1), xk = (∆k−1 −∆k)/(λk − λk−1).

Ïðîäîâæèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Íåõàé (Rj) � ïîñëiäîâíiñòü òî-
÷îê ñòðèáêà öåíòðàëüíîãî iíäåêñó ν(σ, fq), ÿêà çàíóìåðîâàíà òàê, ùî
ν(σ, fq) = j äëÿ σ ∈ [Rj , Rj+1) ó âèïàäêó Rj < Rj+1. Òîäi, ÿêùî σ ∈
[Rk, Rk+1), òî (a∗n/αn)eσλn ≤ (a∗k/αk)eσλk (n ≥ 0). Çà ëåìîþ 1 çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî äëÿ σ ∈ [Rk + τk, Rk+1 + τk)

a∗neσλn

a∗keσλk
≤ αn

αk
eτk(λn−λk) ≤ e−q|n−k| (n ≥ 0).
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Îòæå, ν(σ, F ) = k, µ(σ, F ) = a∗keσλk , à òàêîæ
∣∣Rν(σ + iτ)

∣∣ =
∣∣F (σ + iτ)− aν(σ)e(σ+iτ)λν(σ)

∣∣ ≤

≤
∑

n6=ν(σ)

µ(σ, F )e−q|n−ν(σ)| ≤ 2
e−q

1− e−q
µ(σ, F ),

äëÿ σ ∈ [Rk + τk, Rk+1 + τk). Îñòàííÿ íåðiâíiñòü çàâäÿêè äîâiëüíîñòi k,
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ σ /∈ E1(q) =

⋃
k[Rk+1+τk, Rk+1+τk+1). Çàóâàæèìî,

ùî meas(E1(q) ∩ [Rk+1 + τk+1, 0)) ≤ |τk+1|. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî
íóëüîâà íèæíÿ ëiíiéíà ëiâîñòîðîííÿ ùiëüíiñòü ìíîæèíè E1(q) ó òî÷öi 0
äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî dE1(q) ≡ lim

σ→−0
|σ|−1meas(E1(q) ∩ [σ, 0)) = 0, äîñèòü

ïåðåâiðèòè, ùî lim
k→+∞

|τk|/|Rk| = 0. Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî

|τk| ≥ |Rk|b (k ≥ k0), b > 0, òîáòî τk/b ≤ Rk(k ≥ k0).
Íåõàé òåïåð ν̃(σ, q) = max{n : ∆nq + σλn = αq(σ)}. Çàóâàæèìî, ùî

αq(σ) = αq(−1) +
∫ σ

−1
λν̃(t)dt.

Íàãàäà¹ìî, ùî τk = τk(q) = qτk(1), òîìó τk(q)/b = τk(q/b). Îñêiëüêè
τk

(
q/b

) ≤ Rk, òî çâiäñè ïðè σ ∈ [
τk−1

(
q/b

)
; τk

(
q/b

)]
îäíî÷àñíî îòðèìó¹ìî

ν̃
(
σ, q/b

) ≥ k − 1, ν(σ, fq) < k − 1. Òîäi ïðè σ → −0

ln µ(σ, fq) = O(1)+
∫ σ

−1
λν(t,fq)dt ≤ O(1)+

∫ σ

−1
λ

ν̃
(
t,q/b

)dt = αq/b(σ)+O(1).

Îñòàíí¹ æ ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü óìîâi (10). Íåõàé òåïåð qk → +∞,
E1(qk) � ìíîæèíà ç dE1(qk) = 0, ÿêà âiäïîâiäà¹ qk > 0, à äëÿ êîæíîãî
k ≥ 1, σk ↑ 0 � òàêå, ùî meas

(
E1(qk) ∩ [σk, 0)

) ≤ k−2|σk|. Âèáåðåìî
E1 =

⋃∞
k=1

(
E1(qk) ∩ [σk, σk+1)

)
. Òîäi

meas
(
E1 ∩ [σn, 0)

) ≤
∞∑

k=n

meas(E1 ∩ [σk, σk+1)) ≤

≤
∞∑

k=n

1
k2
|σk| ≤ |σn|

∞∑

k=n

1
k2

= o(|σn|),

òîáòî dE1 = 0. Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî äëÿ âñiõ σ ∈ [σk, σk+1) \ E1

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Rν(σ + iτ)| ≤ 2µ(σ, F )
e−qk

1− e−qk
,
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òîìó ïðè σ → −0 (σ /∈ E1), çàâäÿêè òîìó, ùî qk → +∞, îäåðæó¹ìî
|Rν(σ + iτ)| = o(µ(σ, F )). Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

Iç òåîðåìè 3, çîêðåìà, âèïëèâàþòü òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Àäà-
ìàðà, òîáòî (∃q > 1)(∀n ∈ N)[λn+1 ≥ qλn], i lim

σ→−0

ln µ(σ,F )
ln(1/|σ|) = +∞, òî

ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x òà (9) âèêîíóþòüñÿ ïðè σ → −0 çîâíi
äåÿêî¨ ìíîæèíè E ∈ [−1; 0) íóëüîâî¨ íèæíüî¨ ëiíiéíî¨ ëiâîñòîðîííüî¨
ùiëüíîñòi â òî÷öi σ = 0.

Cïðàâäi, íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî çà óìîâè Àäàìàðà âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü αq(σ) ≤ Bq ln(1/|σ|), 0 < Bq < +∞ (σ → −0), òîìó äîñèòü
âèêîðèñòàòè òåîðåìó 3.

Íàñëiäîê 2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Îñ-
òðîâñüêîãî, òîáòî λn+1/λn → +∞ (n → +∞), i lim

σ→−0

ln µ(σ,F )
ln(1/|σ|) > 0, òî

ñïiââiäíîøåííÿ (1) ç ω(x) = x òà (9) âèêîíóþòüñÿ ïðè σ → −0 çîâíi
äåÿêî¨ ìíîæèíè E ∈ [−1; 0) íóëüîâî¨ íèæíüî¨ ëiíiéíî¨ ëiâîñòîðîííüî¨
ùiëüíîñòi â òî÷öi σ = 0.

Ñïðàâäi, ç óìîâè Îñòðîâñüêîãî âèïëèâà¹, ùî αq(σ) = o(ln(1/|σ|))
(σ → −0), òîìó çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 3 äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè íàñëiäîê 2.

Ïîäiáíi íàñëiäêè ìîæíà îòðèìàòè i ç òåîðåìè 4. Âiäçíà÷èìî òàêîæ,
ùî ç òåîðåì 3, 4 íåñêëàäíî îòðèìàòè òàêîæ âiäïîâiäíi òâåðäæåííÿ ñòàò-
òi [6]. Ïðè öüîìó äîäàòêîâi óìîâè íà ôóíêöiþ Φ ç óìîâ (3) (òàêi, íà-
ïðèêëàä, ÿê ó òâåðäæåííi, ñôîðìóëüîâàíîìó ó âñòóïi), êðiì ïðèðîäíî¨
óìîâè Φ(t)/t → +∞ (t → +∞), áóäóòü âiäñóòíi.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4 ïðîâîäèòüñÿ â öiëîìó ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ
òåîðåìè 3, à òîìó ìè éîãî òóò íå íàâîäèìî.
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For absolutely convergent in half-plane {z : Rez < 0} Dirichlet series
F (z) =

+∞∑
n=0

anezλn of the minimal growing function Φ is found such that

from condition lim
σ→−0

lnµ(σ, F )/Φ(σ) = +∞ follows that the relations

sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} ∼ µ(σ, F ) ∼ inf{|F (σ + it)| : t ∈ R}
are holds as σ → −0 outside of some set of a zero lower linear density in a
point σ = 0, where µ(σ, F ) = max{|an|eσλn : n ≥ 0}.




