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Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïîáóäîâàíî
íàïiâãðóïó îïåðàòîðiâ, ùî îïèñó¹ äèôóçiéíèé ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî
âåêòîð ïåðåíîñó i ìàòðèöÿ äèôóçi¨ ¹ óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè.

Ðîçãëÿíåìî â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd, d ≥ 2, äâi îáëàñòi:

Dm = {x : x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, (−1)mxd > 0}, m = 1, 2.

×åðåç Dm òà S áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíî çàìèêàííÿ òà ìåæó Dm ,
òîáòî Dm = Dm ∪ S, S = {x : x = (x′, xd) ∈ Rd, xd = 0} = Rd−1.

Íåõàé ó Dm, m = 1, 2, çàäàíî äèôóçiéíèé ïðîöåñ, êåðîâàíèé òâiðíèì
äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

L =
1
2

d∑

i,j=1

bij
∂2

∂xi∂xj
, (1)

äå ìàòðèöÿ äèôóçi¨ b = (bij) ¹ ñèìåòðè÷íîþ òà äîäàòíî âèçíà÷åíîþ.
Ïðèïóñêà¹ìî òàêîæ, ùî íà S çàäàíi äiéñíi ïàðàìåòðè q1, q2, βkl, αk,

(k, l = 1, . . . , d − 1), ÿêi âiäïîâiäàòèìóòü çà ïîâåäiíêó ïðîöåñó â òî÷êàõ
ìåæi îáëàñòåé. Ïðè öüîìó β = (βkl) � ñèìåòðè÷íà äîäàòíî âèçíà÷åíà
ìàòðèöÿ, à q1 òà q2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, q1 + q2 > 0. (2)

ÓÄÊ 519.21; MSC 2000:60J60
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Ïîñòàâèìî çàäà÷ó ïðî îïèñ äîñòàòíüî çàãàëüíîãî êëàñó íåïåðåðâíèõ
ôåëëåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ â Rd, äëÿ ÿêèõ òâiðíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðà-
òîð â òî÷êàõ îáëàñòåé D1 i D2 çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì L, à ¨õ ïîâåäiíêà
â òî÷êàõ ìåæi S âèçíà÷à¹òüñÿ äîäàòêîâî çàäàíîþ óìîâîþ ñïðÿæåííÿ
òèïó Âåíòöåëÿ [3]. Äàíó çàäà÷ó ùå íàçèâàþòü çàäà÷åþ ïðî ñêëåþâàííÿ
äâîõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ (äèâ. [9, 10]). Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ìè âèêîðèñ-
òîâó¹ìî àíàëiòè÷íi ìåòîäè. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi øóêàíèé êëàñ ïðîöåñiâ
áóäå ïîðîäæóâàòèñÿ íàïiâãðóïîþ îïåðàòîðiâ, ÿêó âèçíà÷èìî çà äîïîìî-
ãîþ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Öÿ çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨
u(t, x), t ≥ 0, x ∈ Rd, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

∂u

∂t
= Lu, (t, x) ∈ (0,∞)×Dm, m = 1, 2, (3)

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rd , (4)

u(t, x′,−0) = u(t, x′, +0), (t, x′) ∈ [0,+∞)× Rd−1, (5)

L0u ≡ 1
2

d−1∑

k,l=1

βkl
∂2u(t, x′, 0)

∂xk∂xl
+

d−1∑

k=1

αk
∂u(t, x′, 0)

∂xk
−

−q1
∂u(t, x′,−0)

∂xd
+ q2

∂u(t, x′, +0)
∂xd

= 0, (t, x′) ∈ (0,∞)× Rd−1.

(6)

Çàóâàæèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (6) âiäïîâiäà¹ çàãàëüíié ãðàíè÷íié
óìîâi Âåíòöåëÿ äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ, à ðiâíiñòü (5)
îçíà÷à¹, ùî øóêàíèé ïðîöåñ áóäå ôåëëåðiâñüêèì.

Iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3)�(6) îòðèìàíî íàìè çà äî-
ïîìîãîþ ìåòîäó ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì çâè-
÷àéíîãî ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Ïðè öüîìó ìè äîâîäèìî, ùî ïîáóäî-
âàíèé çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3)�(6) ôåëëåðiâñüêèé ïðîöåñ ìî-
æíà òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó äèôóçiþ ó ðîçóìiííi Ì.I.Ïîðòåíêà [7].
Íàãàäà¹ìî, ùî ðàíiøå ïîäiáíà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ çà äîïîìîãîþ àíà-
ëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó [9, 10], äå â iíòåãðàëüíîìó çîáðàæåííi äëÿ øóêàíî¨
íàïiâãðóïè áóëî âèêîðèñòàíî êîíñòðóêöiþ ñïåöiàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî
ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Êðiì òîãî, ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ çà-
ãàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ
Âåíòöåëÿ âèâ÷àëàñÿ ó ðîáîòi [2] çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöi¨. Íà
äóìêó àâòîðà, çàñòîñîâàíèé ó äàíié ðîáîòi ïiäõiä, ¹ ïåðñïåêòèâíèì ó òî-
ìó ïëàíi, ùî éîãî ðîçâèòîê íà âèïàäîê çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ äàñòü ìî-
æëèâiñòü âñòàíîâèòè êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i ïðè
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ìiíiìàëüíèõ ïðèïóùåííÿõ ãëàäêîñòi ùîäî ¨¨ âèõiäíèõ äàíèõ. Íàðåøòi,
âiäçíà÷èìî ðîáîòè [1,11], äå ïðîáëåìà ïîáóäîâè óçàãàëüíåíî¨ äèôóçi¨ âè-
â÷àëàñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç g(t, x, y) (t > 0, x, y ∈ Rd) ôóíäàìåíòàëüíèé ðîç-
â'ÿçîê (ô.ð.) îïåðàòîðà

(
∂
∂t − L

)
[5]. Ó äàíîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ g(t, x, y)

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

g(t, x, y) = g(t, x−y) = (2πt)−d/2(det b)−1/2 exp
{
−(

b−1(y−x), y−x
)
/(2t)

}
,

äå b−1 � îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî b, à
(
b−1(y− x), y− x

)
îçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé

äîáóòîê âåêòîðiâ b−1(y − x) òà (y − x) â Rd.
Âiäçíà÷èìî äåÿêi î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi ô.ð. g(t, x, y), ÿêi íàäàëi áó-

äåìî âèêîðèñòîâóâàòè â ðîáîòi:
1) ôóíêöiÿ g(t, x, y) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà çà âñiìà çìiííèìè,

ïðè ôiêñîâàíîìó y çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3) i äëÿ íå¨ ïðè t > 0, x, y ∈ Rd

ñïðàâåäëèâi îöiíêè
∣∣∣Dr

t D
p
x g(t, x, y)

∣∣∣ ≤ Ct−
d+2r+p

2 exp
{− c|y − x|2/t

}
, (7)

äå Dr
t i Dp

x � ñèìâîëè ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ çà t ç ïîðÿäêîì r i áóäü-ÿêî¨
÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ çà x ç ïîðÿäêîì p, à C i c � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi;

2) äëÿ âñiõ t1 > 0, t2 > 0, x, y ∈ Rd

∫

Rd

g(t1, x, z)g(t2, z, y)dz = g(t1 + t2, x, y);

3) äëÿ âñiõ t > 0, x, θ ∈ Rd

∫

Rd

g(t, x, y)dy = 1, (8)
∫

Rd

g(t, x, y)(y − x, θ)dy = 0, (9)
∫

Rd

g(t, x, y)(y − x, θ)2dy = (b θ, θ)t. (10)

Íàñ áóäå öiêàâèòè êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�(6), ùî âèçíà÷àòè-
ìåòüñÿ ôóíêöi¹þ u(t, x), ÿêà íåïåðåðâíà â îáëàñòi (t, x) ∈ [0,∞)×Rd, îá-
ìåæåíà íà íåñêií÷åííîñòi çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x, ìà¹ íåïåðåðâíi ïî-
õiäíi ∂u

∂t , ∂u
∂xi

, ∂2u
∂xi∂xj

, (i, j = 1, . . . , d) â òî÷êàõ îáëàñòåé (t, x) ∈ (0,∞)×Dm,
m = 1, 2, çàäîâîëüíÿ¹ â öèõ îáëàñòÿõ ðiâíÿííÿ (3), à â òî÷êàõ ìå-
æi S óìîâè (5), (6). Äî òîãî æ, ÿê âèïëèâà¹ ç (6), ïîõiäíi ∂u

∂xi
, ∂2u

∂xi∂xj
,
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(i, j = 1, . . . , d− 1) ïîâèííi iñíóâàòè òà áóòè íåïåðåðâíèìè â óñiõ òî÷êàõ
îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞) × Rd. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó âñòàíîâëþ¹òüñÿ
ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ìàòðèöi b =
(
bij

)d

i,j=1
i β =

(
βkl

)d−1

k,l=1
ó ôîðìóëàõ

(1) i (6) � ñèìåòðè÷íi òà äîäàòíî âèçíà÷åíi, ïàðàìåòðè q1 òà q2 ç (6)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2), à ôóíêöiÿ ϕ ç (4) äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíà i îáìåæåíà ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè â Rd. Òîäi çàäà÷à (3)�(6)
ìà¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, äëÿ ÿêîãî ïðè (t, x) ∈ [0, T ]×Rd (T > 0
� ôiêñîâàíå) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∣∣u(t, x)
∣∣ ≤ C ‖ϕ‖, (11)

äå

||ϕ|| = sup
x∈Rd

|ϕ(x)| + sup
x∈Rd

d∑

i=1

∣∣∣∂ϕ(x)
∂xi

∣∣∣ + sup
x∈Rd

d∑

i,j=1

∣∣∣∂
2ϕ(x)

∂xi∂xj

∣∣∣ ,

à C � äåÿêà ñòàëà, ñêií÷åííà ïðè T < ∞.
Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�(6) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

u(t, x) = u0(t, x) + u1(t, x), t > 0, x ∈ Dm, m = 1, 2, (12)

äå
u0(t, x) =

∫

Rd

g(t, x, y)ϕ(y)dy,

u1(t, x) =
∫ t

0
dτ

∫

Rd−1

g(t− τ, x, y′)V (τ, y′)dy′,

V (t, x) (t ≥ 0, x′ ∈ Rd−1) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Ó òåîði¨ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü ôóíêöi¨ u0 òà u1 íàçèâàþòüñÿ ïîòåíöiàëîì Ïóàññîíà òà ïîòåíöiàëîì
ïðîñòîãî øàðó âiäïîâiäíî. Ç óìîâ òåîðåìè òà âëàñòèâîñòåé ïîòåíöiàëiâ
(äèâ. [5]) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ i âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ V
ôóíêöiÿ u ç (12) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3) òà óìîâè (4), (5). Äî òîãî æ
äëÿ u0 ¹ ïðàâèëüíèìè óìîâà

u0 ∈ C1,2
t,x

(
[0,∞)× Rd

)
(13)

òà îöiíêà
∣∣Dr

t Dp
x u0(t, x)

∣∣ ≤ C ‖ϕ‖, (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, 2r + p ≤ 2. (14)
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Îòæå, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïîòðiáíî ïiäiáðàòè V òàê, ùîá äëÿ u
âèêîíóâàëèñü ðiâíiñòü (6), íåðiâíiñòü (11) òà ðåøòà âëàñòèâîñòåé âèçíà-
÷åíîãî íàìè êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ïðèïóñòèìî a priori, ùî øóêàíà ùiëüíiñòü V � íåïåðåðâíà ïðè t ≥ 0,
x′ ∈ S, îáìåæåíà çà çìiííîþ x′ i çà öi¹þ æ çìiííîþ âîíà ¹ ïðèíàéìíi
îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ. Äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ âèêîðèñòà-
¹ìî óìîâó ñïðÿæåííÿ (6). Âèäiëèâøè ó âèðàçi äëÿ L0u êîíîðìàëüíó
ïîõiäíó, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

L
′
0u ≡

1
2

d−1∑

k,l=1

β
(0)
kl

∂2u(t, x′, 0)
∂xk∂xl

+
d−1∑

k=1

α
(0)
k

∂u(t, x′, 0)
∂xk

−

− u(t, x′, 0) = Θ(0)(t, x′), t > 0, x′ ∈ Rd−1, (15)

äå

β
(0)
kl =

√
bdd

q1 + q2
βkl, α

(0)
k =

√
bdd

q1 + q2
αk − q√

bdd
bkd, k, l = 1, . . . , d− 1,

Θ(0)(t, x′) =
1
2

1− q√
bdd

∂u(t, x′,−0)
∂N(x′)

− 1
2

1 + q√
bdd

∂u(t, x′, +0)
∂N(x′)

− u(t, x′, 0),

q =
q2 − q1

q1 + q2
, |q| ≤ 1,

à N(x′) = bν(x′) � âåêòîð êîíîðìàëi â x′ ∈ Rd−1, ν(x′) = (0, . . . , 0, 1) ∈
Rd. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè ïðî ñòðèáîê êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ïîòåíöi-
àëó ïðîñòîãî øàðó (äèâ. [7], [5]) ìà¹ìî

∂u(t, x′,±0)
∂N(x′)

=
∂u0(t, x′, 0)

∂N(x′)
∓ V (t, x′), t > 0, x′ ∈ Rd−1. (16)

Âðàõîâóþ÷è (12) òà (16), ôóíêöiþ Θ(0) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Θ(0)(t, x′) =
V (t, x′)√

bdd
−

∫ t

0
dτ

∫

Rd−1

g(t− τ, x′, y′)V (τ, y′)dy′−

− q√
bdd

∂u0(t, x′, 0)
∂N(x′)

− u0(t, x′, 0). (17)

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíiñòü (15) ÿê àâòîíîìíå åëiïòè÷íå ðiâíÿííÿ
âiäíîñíî u(t, x′, 0) â ïðîñòîði Rd−1. Íàñàìïåðåä âiäçíà÷èìî, ùî óìîâè
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òåîðåìè 1 ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ äëÿ îïåðàòîðà L
′
0 ãîëîâíîãî ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó Γ(x′, y′) (äèâ. [4,6,8]), ÿêèé ó íàøîìó âèïàäêó ìîæíà
âèðàçèòè ôîðìóëîþ

Γ(x′, y′) =
∫ ∞

0
e−s G(s, x′, y′)ds,

äå G(s, x′, y′) (s > 0, x′, y′ ∈ Rd−1) � ô.ð. ïàðàáîëi÷íîãî îïåðàòîðà çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

1
2

d−1∑

k,l=1

β
(0)
kl

∂2

∂xk∂xl
+

d−1∑

k=1

α
(0)
k

∂

∂xk
− ∂

∂s
,

òîáòî

G(s, x′, y′) = G(s, x′ − y′) = (2πs)−
d−1
2 (detβ0)−1/2×

× exp
{
− 1

2s

(
β−1

0 (x′ − y′ + α0s), x′ − y′ + α0s
)}

, (18)

äå β0 =
(
β

(0)
kl

)d−1

k,l=1
, α0 =

(
α

(0)
k

)d−1

k=1
. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿí-

íÿ (15), òî íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè, àïðiîðíîãî ïðèïóùåííÿ ñòîñîâíî
V òà âiäîìèõ âëàñòèâîñòåé ïàðàáîëi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, ðîáèìî âèñíîâîê,
ùî Θ0(t, x′) (t ≥ 0, x′ ∈ S) ¹ íåïåðåðâíîþ çà îáèäâîìà çìiííèìè, à çà
çìiííîþ x′ � îáìåæåíîþ òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ïðè t > 0,
x′ ∈ S. Òîäi (äèâ. [6, ãë. III, �20]) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (15) âèðàæà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

u(t, x′, 0) = −
∫

Rd−1

Γ(x′, z′) Θ(0)(t, z′)dz′ =

= −
∫ ∞

0
e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′) Θ(0)(t, z′)dz′, t > 0, x′ ∈ Rd−1. (19)

Îòæå, ìà¹ìî äâà ðiçíi âèðàçè äëÿ ôóíêöi¨ u(t, x′, 0): ðiâíiñòü (19) òà
ñïiââiäíîøåííÿ (12), äå òðåáà ïîêëàñòè (t, x) = (t, x′, 0). Ïðèðiâíþþ÷è
¨õíi ïðàâi ÷àñòèíè i âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó (17), äiñòà¹ìî øóêàíå ðiâíÿí-
íÿ âiäíîñíî V :

∫ t

0
dτ

∫

Rd−1

K(t− τ, x′, y′) V (τ, y′)dy′ +
∫ ∞

0
e−sds×

×
∫

Rd−1

G(s, x′, z′)
V (t, z′)√

bdd
dz′ = ψ(t, x′), t > 0, x′ ∈ Rd−1, (20)
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äå
K(t− τ, x′, y′) = g(t− τ, x′, y′)−

∫ ∞

0
e−sds×

×
∫

Rd−1

G(s, x′, z′) g(t− τ, z′, y′)dz′,

ψ(t, x′) =
∫ ∞

0
e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′)×

×
( q√

bdd

∂u0(t, z′, 0)
∂N(z′)

+ u0(t, z′, 0)
)
dz′ − u0(t, x′, 0). (21)

Àíàëiçóþ÷è ôóíêöiþ ψ(t, x′), âñòàíîâëþ¹ìî, ùî âîíà íåïåðåðâíà, äâi-
÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà çà x′ ïðè t ≥ 0, x′ ∈ S, íåñêií÷åííî íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà çà äâîìà çìiííèìè ïðè t > 0, x′ ∈ S, i äëÿ íå¨
ñïðàâåäëèâi òàêi îöiíêè (t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1):

∣∣Dp
x′ψ(t, x′)

∣∣ ≤ C ||ϕ||, p ≤ 2 , (22)
∣∣Dp

x′ψ(t, x′)
∣∣ ≤ C ||ϕ|| t− p−2

2 , p ≥ 3 , (23)
∣∣Dr

t ψ(t, x′)
∣∣ ≤ C ||ϕ|| t− 2r−1

2 , r ≥ 1 , (24)
∣∣Dr

t D
p
x′ψ(t, x′)

∣∣ ≤ C ||ϕ|| t−(r−1)− p
2 , r ≥ 1, p ≥ 1. (25)

Ñïðàâäi, ó âèïàäêó, êîëè t > 0, x′ ∈ S , òî iñíóâàííÿ ïîõiäíèõ áóäü-ÿêîãî
ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ ψ(t, x′) ¹ íàñëiäêîì àíàëîãi÷íîãî òâåðäæåííÿ äëÿ
ô.ð. g i G (äèâ. âëàñòèâiñòü 1)) òà ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàòè â iíòåãðà-
ëàõ, ÿêi âõîäÿòü äî âèðàçó äëÿ ψ(t, x′) ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.
Íàïðèêëàä, ùîá îáãðóíòóâàòè iñíóâàííÿ D2

x′ψ(t, x′) òà âèêîíàííÿ äëÿ
öi¹¨ ôóíêöi¨ íåðiâíîñòi (22), ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ðiâíiñòü
∂2ψ(t, x′)
∂xi∂xj

=
∫ ∞

0
e−sds

∫

Rd−1

∂G(s, x′, z′)
∂xj

[ ∫

Rd

g(t, z′, y)
( q√

bdd

∂2ϕ(y)
∂N(y′)∂yi

+

+
∂ϕ(y)
∂yi

)
dy

]
dz′ −

∫

Rd

g(t, x′, y)
∂2ϕ(y)
∂yi∂yj

dy, i, j = 1, . . . , d− 1.

Çâiäñè, íà ïiäñòàâi (7) òà óìîâè òåîðåìè ùîäî ôóíêöi¨ ϕ ìà¹ìî
∣∣∣∂

2ψ(t, x′)
∂xi∂xj

∣∣∣ ≤ C||ϕ||
[ ∫ ∞

0
e−sds

∫

Rd−1

s−d/2 exp
{− c|x′ − z′ + α0 s|2/s

}×

×
(∫

Rd

t−d/2 exp
{− c|z′ − y′|2/t

}
dy

)
dz′+

+
∫

Rd

t−d/2 exp
{− c|y − x′|2/t

}
dy

]
≤ C||ϕ||, t > 0, x′ ∈ Rd−1.
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Äàëi, îñêiëüêè

∂2ψ(0, x′)
∂xi∂xj

=
∫ ∞

0
e−sds

∫

Rd−1

∂G(s, x′, z′)
∂xj

( q√
bdd

∂2ϕ(y)
∂N(z′)∂zi

+

+
∂ϕ(z′, 0)

∂zi

)
dz′ − ∂2ϕ(x′, 0)

∂xi∂xj
, i, j = 1, . . . , d− 1,

òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêöiÿ ∂2ψ(t,x′)
∂xi∂xj

¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ≥ 0,

x′ ∈ Rd−1, i äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (22) ïðè p = 2.
Iíøi îöiíêè ç (22)�(25) âñòàíîâëþþòüñÿ çà àíàëîãi÷íîþ ñõåìîþ.
ßê áà÷èìî, ðiâíÿííÿ (20) ¹ iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì âîëüòåððiâñüêî-

ôðåäãîëüìîâîãî òèïó I-ãî ðîäó. Ç ìåòîþ éîãî ðåãóëÿðèçàöi¨ çàïðîâàäèìî
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð E , ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

E(t, x′)ψ =
√

2/π
{ ∂

∂t

∫ t

0
(t− τ)−1/2dτ

∫

Rd−1

[
h(t̂− τ, x′, y′)+

+
∫ ∞

0
(1− u

t− τ
)e−

u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

h(t̂− τ, x′, v′) G(u, v′, y′)dv′
]
×

×ψ(τ, y′)dy′
}∣∣∣

t̂=t
, t > 0, x′ ∈ Rd−1, (26)

äå h(t, x′, y′) (t > 0, x′, y′ ∈ Rd−1) � ô.ð. ïàðàáîëi÷íîãî îïåðàòîðà çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

∂

∂t
− 1

2

d−1∑

i,j=1

b̃ij
∂2

∂xi∂xj
, b̃ij = bij − bid bjd

bdd
, i, j = 1, . . . , d− 1.

Çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà E äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ (20) âåäå äî ðiâíîñòi

V (t, x′) = (bdd)1/2E(t, x′)ψ, t > 0, x′ ∈ Rd−1. (27)

Äîñëiäèìî ôóíêöiþ V (t, x′). Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòi 3), çàñòîñîâàíî¨
äî ô.ð. h, çíàõîäèìî ôîðìóëó

√
π/2 E(t, x′)ψ = −1

2

∫ t

0
(t− τ)−3/2dτ

∫

Rd−1

h(t− τ, x′ − y′)×

×(
ψ(τ, y′)− ψ(τ, x′)− (∇′ψ(τ, x′), y′ − x′)

)
dy′+

+
∫ t

0
dτ

∫

Rd−1

dy′
∫ ∞

0

∂

∂t

[
(t− τ)−1/2(1− u

t− τ
) exp

{− u2

2(t− τ)
}]

du×
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×
∫

Rd−1

h(t− τ, x′ − y′ − v′)G(u, v′)
(
ψ(τ, y′)− ψ(τ, x′ − v′)−

−(∇′ψ(τ, x′ − v′), y′ − x′ + v′)
)
dv′ +

∂

∂t

∫ t

0
(t− τ)−1/2dτ

∫ ∞

0
(1− u

t− τ
)×

× exp
{− u2

2(t− τ)
}
du

∫

Rd−1

G(u, v′)
(
ψ(τ, x′ − v′)− ψ(τ, x′)

)
dv′+

+
√

π

2
ψ(t, x′) =

4∑

i=1

Ii, (28)

äå ∇′ =
(

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xd−1

)
. Îöiíèìî çà ìîäóëåì êîæåí iç ÷îòèðüîõ ÷ëå-

íiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (7), (22)�(25). Ïåðøèé i
äðóãèé ÷ëåíè îöiíþþòüñÿ îäíàêîâî. Íàïðèêëàä,

|I1| ≤ C||ϕ||
∫ t

0
(t− τ)−3/2dτ

∫

Rd−1

(t− τ)
d−1
2 e−c

|x′−y′|2
t−τ |y′ − x′|2dy′ ≤

≤ C||ϕ||t1/2 , t > 0, x′ ∈ Rd−1.

Äàëi, I3 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

I3 =
∫ t

0
τ−1/2dτ

∫ ∞

0
(1− u

τ
) exp{−u2

2τ
}du

∫

Rd−1

G(u, x′ − v′)×

×
(

∂ψ(t− τ, v′)
∂t

− ∂ψ(t− τ, x′)
∂t

)
dv′ + t−1/2

∫ ∞

0
(1− u

t
) exp

{− u2

2t

}
du×

×
∫

Rd−1

G(u, x′ − v′)
(
ψ(0, v′)− ψ(0, x′)− (∇′ψ(0, x′), v′ − x′)

)
dv′+

+
(
α0,∇′ψ(0, x′)

)
(
√

t−
√

π/2 ) ,

i òîìó äëÿ t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1 ìà¹ìî

|I3| ≤ C||ϕ||
[ ∫ t

0
(t− τ)−1/2 τ−1/2dτ

∫ ∞

0
|1− u/τ | exp

{−u2/(2τ)
}

du×

×
∫

Rd−1

u−
d−1
2 exp

{− c|x′ − v′ + α0u|2/u
} |x′ − v′|dv′+

+ t−1/2

∫ ∞

0
|1− u/t| exp

{− u2/(2t)
}
du×

×
∫

Rd−1

u−
d−1
2 exp

{−c|x′−v′+α0u|2/u
} |v′−x′|2dv′+(

√
t+1)

]
≤ C||ϕ||.



236 À.Íîâîñÿäëî

Î÷åâèäíî, òàêà æ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ÷ëåíà I4. Âîíà âèïëè-
âà¹ ç (22). Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî äåòàëüíiøèé àíàëiç ÷ëåíà I3 ç (28) äà¹
ìîæëèâiñòü âñòàíîâèòè ñïiââiäíîøåííÿ

V (0, x′) = lim
t↓0

V (t, x′) = −(bdd)1/2L′0 ψ(0, x′).

Îòæå, ôóíêöiÿ V (t, x′) ¹ íåïåðåðâíîþ â îáëàñòi t ≥ 0, x′ ∈ Rd−1 i
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|V (t, x′)| ≤ C ||ϕ|| (29)
â êîæíié ç îáëàñòåé âèãëÿäó t ∈ [0, T ], x′ ∈ Rd−1 ç äåÿêîþ ñòàëîþ C.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî ôóíêöiÿ V (t, x′) � äâi÷i íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíà çà çìiííîþ x′ â îáëàñòi t > 0, x′ ∈ Rd−1, i äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ
âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|Dp
x′V (t, x′)| ≤ C ||ϕ|| t− p

4 , t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1, p = 1, 2. (30)

Îöiíêè (14), (29), (30) ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i (3)�(6), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (11).

Îáãðóíòó¹ìî òåïåð òâåðäæåííÿ ïðî ¹äèíiñòü çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó.
Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ëèøå çàóâàæèòè, ùî ïîáóäîâàíèé çà ôîðìóëàìè
(12), (27) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�(6) â êîæíié ç îáëàñòåé t > 0, x ∈ Dm,
m = 1, 2, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨
ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

∂u

∂t
= Lu, (t, x) ∈ (0,∞)×Dm, m = 1, 2,

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Dm, m = 1, 2,

u(t, x′, 0) = v(t, x′), (t, x′) ∈ (0,+∞)× Rd−1,

ïðè âèêîíàííi óìîâè óçãîäæåííÿ

v(0, x′) = ϕ(x′, 0) , x′ ∈ Rd−1,

äå ôóíêöiÿ v(t, x′) âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ (19).
Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
Ïîáóäó¹ìî øóêàíèé ïðîöåñ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(Rd) áàíàõiâ ïðîñòið

âñiõ äiéñíèõ îáìåæåíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié íà Rd ç íîðìîþ

‖ϕ‖ = sup
x∈Rd

|ϕ(x)| .
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Âèçíà÷èìî íà B(Rd) ñiì'þ îïåðàòîðiâ Tt, t > 0, çà ôîðìóëîþ

Ttϕ(x) = T
(0)
t ϕ(x) + T

(1)
t ϕ(x) , x ∈ Rd , (31)

äå T
(0)
t ϕ(x) = u0(t, x), T

(1)
t ϕ(x) = u1(t, x), à ôóíêöiÿ V (t, x′, ϕ) äëÿ t > 0,

x′ ∈ Rd−1 âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (27).
Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî îïåðàòîðè Tt, t > 0, ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè äî ôóíêöié ϕ ç êëàñó B(Rd). Îòæå, íåõàé ϕ ∈ B(Rd). Òîäi
iñíóâàííÿ ïåðøîãî äîäàíêà ó (31) âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi

T
(0)
t ϕ(x) ≤ C||ϕ|| , (32)

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ïðè t > 0, x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ C.
Òåïåð îöiíèìî ôóíêöiþ V (t, x′, ϕ). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó

(28), åëåìåíòàðíi îöiíêè äëÿ ô.ð. g, h òà G, à òàêîæ òàêi íåðiâíîñòi äëÿ
ôóíêöi¨ ψ (t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1):

∣∣ψ(t, x′)
∣∣ ≤ C ||ϕ|| t−1/2,

∣∣Dp
x′ψ(t, x′)

∣∣ ≤ C ||ϕ|| t−p/2 , p ≥ 1 ,
∣∣Dr

t ψ(t, x′)
∣∣ ≤ C ||ϕ||t− 2r+1

2 , r ≥ 1 ,
∣∣Dr

t D
p
x′ψ(t, x′)

∣∣ ≤ C ||ϕ|| t− 2r+p
2 , r ≥ 1, p ≥ 1 .

(33)

Âiäçíà÷èìî, ùî íåðiâíîñòi (33) ëåãêî âñòàíîâëþþòüñÿ çà ñõåìîþ, ÿêà
çàñòîñîâóâàëàñÿ ïðè äîâåäåííi íåðiâíîñòåé (22)�(25).

Ó çîáðàæåííi (28) îöiíèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi ÷ëåíè I1 òà I3, îñêiëüêè
÷ëåí I2 îöiíþ¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê I1, à îöiíêà äëÿ I4 ¹ íàñëiäêîì ïåðøî¨
íåðiâíîñòi ó (33). Ðîçãëÿäàþ÷è äîäàíîê I1, çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

I1 = −1
2

∫ t/2

0
(t− τ)−3/2dτ

∫

Rd−1

h(t− τ, x′ − y′)
(
ψ(τ, y′)− ψ(τ, x′)

)
dy′−

−1
2

∫ t

t/2
(t− τ)−3/2dτ

∫

Rd−1

h(t− τ, x′ − y′)
(
ψ(τ, y′)− ψ(τ, x′)−

−(∇′ψ(τ, x′), y′ − x′)
)
dy′ .

Çâiäñè äëÿ t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1 áóäå âèïëèâàòè íåðiâíiñòü

|I1| ≤ C||ϕ||
[ ∫ t/2

0
(t− τ)−3/2τ−1/2dτ

∫

Rd−1

(t− τ)−
d−1
2 ×
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× exp
{− c|x′ − y′|2/(t− τ)

}|y′ − x′|dy′ +
∫ t

t/2
(t− τ)−3/2τ−1dτ×

×
∫

Rd−1

(t− τ)−1/2 exp
{− c|x′ − y′|2/(t− τ)

}|y′ − x′|2dy′
]
≤ C||ϕ||×

×
[ ∫ t/2

0
(t− τ)−1τ−1/2dτ +

∫ t

t/2
(t− τ)−1/2τ−1dτ

]
≤ C||ϕ|| t−1/2. (34)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (21), à òàêîæ ôîðìóëó òèïó çãîðòêè, çà-
ñòîñîâàíó äî ô.ð. G (äèâ. âëàñòèâiñòü 2)), ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü
äëÿ I3 çíàõîäèìî ùå îäíå çîáðàæåííÿ

I3 =
∂

∂t

∫ t

0
(t− τ)−1/2dτ

∫ ∞

0
e
− u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

G(u, x′ − z′)×

×
( q√

bdd

∂u0(τ, z′, 0)
∂N(z′)

+ u0(τ, z′, 0)
)
dz′ − ∂

∂t

∫ t

0
(t− τ)−1/2dτ×

×
∫ ∞

0

(
1− u

t− τ

)
e
− u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

G(u, x′ − v′)
(
u0(τ, v′, 0)−

−u0(τ, x′, 0)
)
dv′ −

√
π

2

∫ ∞

0
e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′ − z′)×

×
( q√

bdd

∂u0(t, z′, 0)
∂N(z′)

+ u0(t, z′, 0)
)
dz′ =

3∑

j=1

I3j .

Ïðè öüîìó, ïåðåä òèì, ÿê ðîçêðèòè ïîõiäíó, íàïðèêëàä, âiä iíòåãðàëà, ùî
âõîäèòü äî âèðàçó äëÿ I31, ñïî÷àòêó çàïèøåìî öåé iíòåãðàë (ïîçíà÷èìî
éîãî ÷åðåç I) ó ôîðìi

I =
1
t

[ ∫ t

0
(t− τ)1/2dτ

∫ ∞

0
e
− u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

G(u, x′ − z′)×

( q√
bdd

∂u0(τ, z′, 0)
∂N(z′)

+ u0(τ, z′, 0)
)
dz′ +

∫ t

0
τ−1/2dτ

∫ ∞

0
e−

u2

2τ du×

×
∫

Rd−1

G(u, x′ − z′) (t− τ)
( q√

bdd

∂u0(t− τ, z′, 0)
∂N(z′)

+ u0(t− τ, z′, 0)
)
dz′

]
,

à ïîòiì ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îòðèìàíèé âèðàç çà çìiííîþ t. Àíàëîãi÷íî
ìîæíà ðîçêðèòè ïîõiäíó âiä iíòåãðàëà, ÿêèé âõîäèòü äî I32. Îöiíþþ÷è
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ïiñëÿ öüîãî ÷ëåíè I3j , j = 1, 2, 3, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ I3 ÿê i äëÿ I1,
I2 òà I4 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (34).

Ç îòðèìàíèõ íàìè îöiíîê âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè ϕ ∈ B(Rd)
ôóíêöiÿ V (t, x′, ϕ) � íåïåðåðâíà â îáëàñòi t > 0, x′ ∈ Rd−1, i äëÿ íå¨
âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|V (t, x′, ϕ)| ≤ C||ϕ|| t−1/2, t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1. (35)

Îöiíêè (7), (35) ãàðàíòóþòü âèêîíàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ T (1)
t ϕ(x), à, îòæå,

i äëÿ Ttϕ(x), íåðiâíîñòi (32) â êîæíié îáëàñòi t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1.
Iç ÿâíèõ âèðàçiâ äëÿ ôóíêöié V (t, x′, ϕ) òà Ttϕ(x), çà äîïîìîãîþ íå-

ðiâíîñòåé (7), (35) äiñòà¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü äëÿ ñiì'¨ îïåðàòîðiâ (Tt)t>0:
ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ϕn ∈ B(Rd) ¹ òàêîþ, ùî lim

n→∞ϕn(x) = ϕ(x) äëÿ âñiõ
x ∈ Rd i, êðiì òîãî, sup

n,x
|ϕn(x)| < ∞, òî lim

n→∞V (t, x′, ϕn) = V (t, x′, ϕ),

à, îòæå, i lim
n→∞Ttϕn(x) = Ttϕ(x) äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ Rd. Äàíå çàóâà-

æåííÿ äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ äåÿêèõ ïîòðiáíèõ äëÿ íàñ âëàñ-
òèâîñòåé ôóíêöi¨ Ttϕ(x) ëèøå äëÿ ãëàäêèõ ϕ. Çîêðåìà, äiþ÷è çà ñõåìîþ
ïðàöi [10], äàëi âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëàìè (27), (31)
ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ (Tt)t>0 óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó, i ùî ïðè âèêîíàííi óìî-
âè (2) öi îïåðàòîðè çàëèøàþòü iíâàðiàíòíèì êîíóñ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié
ïðîñòîðó B(Rd). Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, Ttϕ(x) ≡ 1 äëÿ ϕ(x) ≡ 1, òî ðî-
áèìî âèñíîâîê, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ (Tt)t>0 âèçíà÷à¹ íà Rd îäíîðiäíèé
íåîáðèâíèé ôåëëåðiâñüêèé ïðîöåñ, i éîìó âiäïîâiäà¹ òàêà éìîâiðíiñòü
ïåðåõîäó P (t, x, dy), ùî

Ttϕ(x) =
∫

Rd

ϕ(y) P (t, x, dy).

Íà çàâåðøåííÿ íàøèõ äîñëiäæåíü çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäíiõ îá-
÷èñëåíü äîâîäèìî, ùî éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó P (t, x, dy) âîëîäi¹ òàêèìè
âëàñòèâîñòÿìè:

à)
sup
x∈Rd

∫

Rd

|y − x|6 P (t, x, dy) ≤ C t3/2 , t ∈ (0, T ], (36)

äå C � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà;
á) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiíiòíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ(x), x ∈ Rd, òà âñiõ

Θ ∈ Rd

lim
t↓0

∫

Rd

ϕ(x)
[1
t

∫

Rd

(y − x,Θ)P (t, x, dy)
]
dx = (ᾱ, Θ)

∫

Rd−1

ϕ(x′, 0)dx′,
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lim
t↓0

∫

Rd

ϕ(x)
[1
t

∫

Rd

(y − x,Θ)2P (t, x, dy)
]
dx = (bΘ, Θ)

∫

Rd

ϕ(x)dx+

+(β̄Θ, Θ)
∫

Rd−1

ϕ(x′, 0) dx′,

(37)

äå ᾱ =
bdd

q1 + q2

(
α1, . . . , αd−1, q2 − q1

)
∈ Rd, β =

(
βij

)d

i,j=1
,

βij =





bdd

q1 + q2
βij ÿêùî i, j = 1, . . . , d− 1 ,

0 ÿêùî i = d àáî j = d.

Ç íåðiâíîñòi (36) âèïëèâà¹, ùî òðà¹êòîði¨ ïîáóäîâàíîãî ïðîöåñó ¹ íå-
ïåðåðâíèìè, à ñïiââiäíîøåííÿ (37) âêàçóþòü íà òå, ùî öåé ïðîöåñ ìîæíà
òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó äèôóçiþ â ðîçóìiííi Ì.I.Ïîðòåíêà [7]. Ïðè
öüîìó âåêòîð ïåðåíîñó òà ìàòðèöÿ äèôóçi¨ äëÿ íüîãî âiäïîâiäíî äîðiâ-
íþþòü

α δS(x) òà b + β δS(x) ,

äå δS(x) � óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ íà Rd, ÿêà çîñåðåäæåíà íà ïîâåðõíi S.
Îòæå, íàìè äîâåäåíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðiâ L òà L0 ç (1) òà

(6) âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 1. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�(6) âèçíà÷à¹
íàïiâãðóïó îïåðàòîðiâ, ÿêà îïèñó¹ óçàãàëüíåíèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ â
Rd ç õàðàêòåðèñòèêàìè, ùî âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè (37).
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TO A PROBLEM ABOUT CONSTRUCTION OF DIFFUSION
PROCESS WHICH SUPPOSES GENERALIZED VECTOR OF

TRANSPOSITION AND MATRIX OF DIFFUSION

Andrij NOVOSJADLO

Ivan Franko Lviv National University,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

Using method of classical potential theory it was constructed semigroup
of operators, that describes di�usion process, for which vector of transposi-
tion and matrix of di�usion are generalized functions.




