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Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 6 ëèñòîïàäà 2007 ð.

Ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y òà äî-
âiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : R × Y → R, ÿêà n ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíà âiäíî-
ñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, ôóíêöiÿ
∂nf
∂xn (x, y) ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

1. Âiäîáðàæåííÿ f : X → R, âèçíà÷åíå íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
X, íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(fn) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → R òàêà, ùî f(x) = lim

n→∞ fn(x) äëÿ
êîæíîãî x ∈ X. Äëÿ äîâiëüíîãî íå áiëüø, íiæ çëi÷åííîãî îðäèíàëà α
âiäîáðàæåííÿ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ áåðiâñüêîãî êëàñó α,
ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn) ôóíêöié fn : X → R, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè
áåðiâñüêîãî êëàñó, ìåíøîãî, íiæ α, òàêà, ùî f(x) = lim

n→∞ fn(x) äëÿ êîæ-
íîãî x ∈ X. Ôóíêöi¨ áåðiâñüêîãî êëàñó α, äå α � äåÿêèé íå áiëüø, íiæ
çëi÷åííèé îðäèíàë, íàçèâàþòüñÿ âèìiðíèìè çà Áåðîì.

Äîñëiäæåííÿ áåðiâñüêî¨ êëàñèôiêàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
äâîõ ÷è áiëüøî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, òîáòî ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äîáóò-
êàõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ i íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨, çî-
êðåìà, áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ç êëàñè÷íî¨ ïðàöi À.Ëåáåãà [3] i áóëè ïðî-
äîâæåíi â ðîáîòàõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ (Ã.Ãàíà, Â.Ìîðàíà, Â.Ðóäiíà,
Ã.Âåðè, Â.Ìàñëþ÷åíêà, Î.Ñîá÷óêà, Ò.Áàíàõà, Ì.Áóðêå òà iíøèõ) i çàëè-
øàþòüñÿ ïðåäìåòîì ñó÷àñíèõ íàóêîâèõ ñòóäié â çàãàëüíié òåîði¨ ôóíê-
öié, ùî ìiñòèòü ÷èìàëî öiêàâèõ çàäà÷ i âiäêðèòèõ ïèòàíü.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè f ′(x) = lim
n→∞n(f(x+ 1

n)− f(x)) äëÿ äîâiëüíî¨
äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f : R→ R, òî ïîõiäíà f ′(x) ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî
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êëàñó Áåðà. Òîìó ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî áåðiâñüêó êëàñèôiêàöiþ
÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöié f : R×Y → R, ÿêi äèôåðåíöiéîâíi âiäíîñíî
ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨, ÷è àíàëîãi÷íi ïèòàííÿ ïðî
÷àñòèííi ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ. Ã.Òîëñòîâ ó [6] ïîêàçàâ, ùî ÷àñòèííà
ïîõiäíà f ′x íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : R×R→ R, ÿêà äèôåðåíöiéîâ-
íà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Ë.Ñíàéäåð
ó [5] óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê àïðîêñèìàòèâíî¨ ÷àñòèííî¨
ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ.

Ó äàíié ñòàòòi ìè çà äîïîìîãîþ òåõíiêè ðîçáèòòiâ îäèíèöi ïîêàæå-
ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
f : R × Y → R, ÿêà n ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ òà
íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, ôóíêöiÿ g(x, y) = ∂nf

∂xn (x, y) ¹ ôóíê-
öi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

2. Ðîçïî÷íåìî ç ïðîñòîãî êîìáiíàòîðíîãî òâåðäæåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi
ïðè n = m = 0 ââàæàòèìåìî, ùî nm = 1.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé n ∈ N i k ∈ {0, 1, . . . , n}. Òîäi
n∑

i=0

(−1)n−iikCi
n =

{
0, ÿêùî 0 ≤ k ≤ n− 1;
n!, ÿêùî k = n.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ çà n.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïðè n = 1 i k = 0, 1.
Ïðèïóñòèìî, ùî äàíå òâåðäæåííÿ iñòèííå äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë n ≤ m i k ∈ {0, . . . , n} i äîâåäåìî éîãî äëÿ n = m + 1.
Çàóâàæèìî, ùî ïðè k = 0 âiäïîâiäíà ðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.
Íåõàé k ∈ {1, . . . , m + 1}. Âðàõóâàâøè, ùî Ci

m+1 = (m + 1)Ci−1
m äëÿ

êîæíîãî i ∈ {1, . . . , m + 1}, îäåðæèìî
m+1∑

i=0

(−1)m+1−iikCi
m+1 =

m+1∑

i=1

(−1)m+1−iikCi
m+1 =

=
m+1∑

i=1

(−1)m+1−iik−1(m + 1)Ci−1
m = (m + 1)

m∑

i=0

(−1)m−iCi
m(i + 1)k−1 =

= (m + 1)
k−1∑

j=0

Cj
k−1

m∑

i=0

(−1)m−iCi
mij .

Çãiäíî ç iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì
m∑

i=0

(−1)m−iijCi
m = 0 ïðè j ∈ {0, 1, . . . , m− 1}.
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Òîìó
m+1∑
i=0

(−1)m+1−iikCi
m+1 = 0 ïðè k ∈ {1, . . . ,m} i

m+1∑

i=0

(−1)m+1−iim+1Ci
m+1 =

= (m + 1)Cm
m

m∑

i=0

(−1)m−iCi
mim = (m + 1)m! = (m + 1)!

3. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ îäíèì iç âàðiàíòiâ ôîðìóëè Íüþòîíà äëÿ
ñêií÷åííèõ ðiçíèöü [1, c. 40].

Òåîðåìà 2. Íåõàé n ∈ N, ôóíêöiÿ f : R→ R � (n−1) ðàç äèôåðåíöi-
éîâíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 ∈ R i ìà¹ ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó â òî÷öi
x0 i (xk)∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xk ∈ R òàêèõ, ùî x0 ∈ [xk, xk + n

k ]
äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Òîäi

f (n)(x0) = lim
k→∞

kn

(
n∑

i=0

(−1)n−iCi
nf

(
xk +

i

k

))
.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i çãiäíî ç ôîðìóëîþ Òåéëîðà [2, ñ.
295] âèáåðåìî δ > 0 òàêå, ùî

∣∣∣∣∣f(x0 + t)− f(x0)− f ′(x0)
1!

t− . . .− f (n)(x0)
n!

tn

∣∣∣∣∣ ≤ ε

( |t|
2n

)n

äëÿ âñiõ t ∈ R, |t| < δ. Âiçüìåìî k0 ∈ N òàêå, ùî n/k0 < δ, çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íîìåð k ≥ k0 i ïîçíà÷èìî t = xk − x0. Äëÿ êîæíîãî i ∈
{0, . . . , n} ïîêëàäåìî

αi = f

(
xk +

i

k

)
−

n∑

j=0

f (j)(x0)
j!

(
t +

i

k

)j

.

Îñêiëüêè x0, xk + i/k ∈ [xk + n/k], òî
∣∣∣∣xk +

i

k
− x0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣t +

i

k

∣∣∣∣ ≤
n

k
≤ n

k0
< δ

i çãiäíî ç âèáîðîì δ äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, . . . , n} ìà¹ìî

|αi| ≤ ε

(
|t + i

k |
2n

)n

≤ ε

( n
k

2n

)n

=
ε

2nkn
.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1, îäåðæèìî
n∑

i=0

(−1)n−iCi
n

n∑

j=0

f (j)(x0)
j!

(
t +

i

k

)j

=
n∑

j=0

f (j)(x0)
j!

×

×
n∑

i=0

(−1)n−iCi
n

(
t +

i

k

)j

=
n∑

j=0

f (j)(x0)
j!

n∑

i=0

(−1)n−iCi
n

j∑

m=0

Cm
j tj−m im

km
=

=
n∑

j=0

f (j)(x0)
j!

j∑

m=0

Cm
j

tj−m

km

n∑

i=0

(−1)n−iCi
nim =

=
f (n)(x0)

n!
Cn

n

tn−n

kn
n! =

f (n)(x0)
kn

.

Òåïåð ìà¹ìî
∣∣∣∣∣k

n

(
n∑

i=0

(−1)n−iCi
nf(xk +

i

k
)

)
− f (n)(x0)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
kn




n∑

i=0

(−1)n−iCi
nαi +

n∑

i=0

(−1)n−iCi
n

n∑

j=0

f (j)(x0)
j!

(
t +

i

k

)j

−

−f (n)(x0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣k
n

(
n∑

i=0

(−1)n−iCi
nαi +

f (n)(x0)
kn

)
− f (n)(x0)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣k
n

n∑

i=0

(−1)n−iCi
nαi

∣∣∣∣∣ ≤ kn ε

2nkn

n∑

i=0

Ci
n =

ε

2n
2n = ε.

4. Òåïåð ç äîïîìîãîþ òåõíiêè ðîçáèòòiâ îäèíèöi, ÿêi âïåðøå áóëè çà-
ñòîñîâàíi â [4] ïðè äîâåäåííi íàëåæíîñòi äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü íà äîáóòêó ìåòðèçîâíîãî i òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðiâ i çi çíà÷åííÿìè â ëîêàëüíî îïóêëîìó ïðîñòîði, äîâåäåìî îñíîâíèé
ðåçóëüòàò äàíî¨ ñòàòòi.

Òåîðåìà 3. Íåõàé n ∈ N, X = R, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f :
X × Y → R � ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i

E =
{

(x, y) ∈ X × Y : iñíó¹ ∂nf

∂xn
(x, y)

}
.

Òîäi ôóíêöiÿ g : E → R, g(x, y) = ∂nf
∂xn (x, y), ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó

Áåðà.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ x0 ∈ R i m ∈ N çàïðîâàäèìî ôóíêöiþ
ϕx0,m : R→ [0, 1], âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ

ϕx0,m(x) =





m(x− x0) + 1, ÿêùî x ∈ [x0 − 1
m , x0],

m(x0 − x) + 1, ÿêùî x ∈ (x0, x0 + 1
m ],

0, ÿêùî x ∈ R \ [x0 − 1
m , x0 + 1

m ].

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ ϕx0,m íåïåðåðâíi. Ïîêàæåìî, ùî
∑
k∈Z

ϕ k
m

,m(x) = 1

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ R i m ∈ N. Íåõàé m ∈ N i x ∈ R. Âèáåðåìî k0 ∈ Z
òàê, ùîá x ∈ (k0

m , k0+1
m ]. Çàóâàæèìî, ùî ϕ k

m
,m(x) = 0, ÿêùî k > k0 + 1

àáî k < k0. Òîìó
∑

k∈Z
ϕ k

m
,m(x) = ϕ k0

m
,m

(x) + ϕ k0+1
m

,m
(x) = m

(
k0

m
− x

)
+ 1+

= +m

(
x− k0 + 1

m

)
+ 1 = k0 −mx + 1 + mx− k0 − 1 + 1 = 1.

Äëÿ äîâiëüíèõ m ∈ N i k ∈ Z ôóíêöiþ gm,k : Y → R îçíà÷èìî
ðiâíiñòþ

gm,k(y) = (mn)n
n∑

i=0

(−1)n−iCi
nf

(
k − 1
2m

+
i

mn
, y

)
.

Iç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f âiäíîñíî çìiííî¨ y âèïëèâà¹, ùî âñi ôóíêöi¨
gm,k � íåïåðåðâíi.

Äëÿ äîâiëüíèõ m ∈ N i k ∈ Z ïîçíà÷èìî ψm,k = ϕ k
2m

,2m. Ôóíêöiþ
gm : X × Y → R îçíà÷èìî òàêèì ÷èíîì:

gm(x, y) =
∑

k∈Z
ψm,k(x)gm,k(y).

Îñêiëüêè
suppψm,k = {x ∈ X : ψm,k(x) 6= 0} =

=
{

x ∈ X : ϕ k
2m

,2m(x) 6= 0
}

=
(

k − 1
2m

,
k + 1
2m

)
,

òî äëÿ äîâiëüíîãî ` ∈ Z i x ∈ (
`−1
2m , `+1

2m

)
îòðèìà¹ìî

gm(x, y) = ψm,`−1(x)gm,`−1(y) + ψm,`(x)gm,`(x) + ψm,`+1(x)gm,`1(y).
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Òîìó çâóæåííÿ ôóíêöi¨ gm íà ìíîæèíó
(

`−1
2m , `+1

2m

)×Y ¹ íåïåðåðâíèì ÿê
ñóìà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Îòæå, êîæíà ôóíêöiÿ gm ¹ íåïåðåðâíîþ.

Çàëèøèëîñü âñòàíîâèòè, ùî g(p) = lim
m→∞ gm(p) äëÿ êîæíîãî p ∈ E.

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ E. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïîçíà÷èìî

Nm = {k ∈ Z : ψm,k(x0) 6= 0}.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (km)∞m=1 íîìåðiâ km ∈ Nm

lim
m→∞ gm,km(y0) = g(x0, y0).

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà km ∈ Nm îçíà÷à¹, ùî x0 ∈
(

km−1
2m , km+1

2m

)
. Äëÿ êîæ-

íîãî m ∈ N ïîçíà÷èìî zmn = km−1
2m . Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî j ∈ N\{mn :

m ∈ N} âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó zj ∈ R òàê, ùîá x0 ∈ [zj , zj + n
j ]. Îòæå,

ôóíêöiÿ fy0 : R → R, fy0(x) = f(x, y0), ÿêà ìà¹ ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó â
òî÷öi x0, i ïîñëiäîâíiñòü (zm)∞m=1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2. Òîìó

g(x0, y0) = f (n)
y0

(x0) = lim
m→∞mn

(
n∑

i=0

(−1)n−iCi
nfy0

(
zm +

i

m

))
=

= lim
m→∞(mn)n

(
n∑

i=0

(−1)n−iCi
nfy0

(
zmn +

i

mn

))
= lim

m→∞ gm,km(y0).

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Çãiäíî ç äîâåäåíîþ âëàñòèâiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (Nm),
iñíó¹ íîìåð m0 ∈ N òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíèõ m ≥ m0 i k ∈ Nm

|g(x0, y0)− gm,k(x0, y0)| < ε.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
∑

k∈Nm

ψm,k(x0) = 1 i gm(x0, y0) =
∑

k∈Nm

ψm,k(x0)gm,k(y0),
îäåðæèìî

|g(x0, y0)−gm(x0, y0)| =
∣∣∣∣∣∣

∑

k∈Nm

ψm,k(x0)g(x0, y0)−
∑

k∈Nm

ψm,k(x0)gm,k(y0)

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Nm

ψm,k(x0)(g(x0, y0)− gm,k(y0))

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∑

k∈Nm

ψm,k(x0)|g(x0, y0)− gm,k(y0)| < ε
∑

k∈Nm

ψm,k(x0) = ε.
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Îòæå, lim
m→∞ gm(x0, y0) = g(x0, y0).

Ó âèïàäêó, êîëè E = X × Y , îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4. Íåõàé n ∈ N, X = R, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f :

X × Y → R � ôóíêöiÿ, ÿêà n ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ i íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi ôóíêöiÿ g : X×Y → R,
g(x, y) = ∂nf

∂xn (x, y), ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.
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It is shown that for arbitrary topological space Y and arbitrary function
f : R × Y → R which is n times di�erentiable on the �rst variable and
continuous on the second variable the function ∂nf

∂xn (x, y) is in the �rst Baire
class.




