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Äîñëiäæåíî ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó, áëèçüêó äî óìîâ-
íî iíòåãðîâíî¨. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäó äëÿ
öi¹¨ ñèñòåìè ïðè âèêîíàííi ïåâíèõ óìîâ íà ãàìiëüòîíiàí íåçáóðå-
íî¨ ñèñòåìè. Íà öüîìó öåíòðàëüíîìó ìíîãîâèäi iíäóêó¹òüñÿ ñèñòå-
ìà, ÿêà òàêîæ ¹ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâîþ. Ìåòîäàìè ÊÀÌ-òåîði¨ ç
âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó çãëàäæóâàííÿ ó ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì øòó-
÷íèõ ïàðàìåòðiâ äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ íà öåíòðàëüíîìó ìíîãîâèäi
iíâàðiàíòíèõ òîðiâ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè, ÿêi íåñóòü íà
ñîái êâàçiïåðiîäè÷íi ðóõè.

1. ÂÑÒÓÏ

Ó äàíié ðîáîòi, ÿêà ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ, ðîïî÷àòi â [5], íàøà óâàãà
ïðèêóòà äî âèâ÷åííÿ çáóðåííÿ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì, áëèçü-
êèõ äî óìîâíî iíòåãðîâíèõ. Óìîâíà iíòåãðîâíiñòü ñèñòåìè îçíà÷à¹, ùî ¨¨
iíâàðiàíòíi òîðè ðîçøàðîâóþòü íå âiäêðèòó îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòîðó,
à ëèøå äåÿêèé ïiäìíîãîâèä. Îñíîâíà ìåòà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîêàçàòè:
ÿêùî âiäïîâiäíà ëiíåàðèçîâàíà â îêîëi çàçíà÷åíîãî ïiäìíîãîâèäó ñèñòå-
ìà ìà¹ âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëi÷íîñòi, òî ñèñòåìà, îäåðæàíà âíàñëiäîê ìà-
ëèõ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâèõ çáóðåíü âèõiäíî¨ óìîâíî iíòåãðîâíî¨ ñèñòå-
ìè, ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä (öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä), i íà íüîìó iñíó¹
êàíòîðîâà ïiäìíîæèíà iíâàðiàíòíèõ òîðiâ çáóðåíî¨ ñèñòåìè, ÿêi íåñóòü

ÓÄÊ 517.9; MSC 2000: 37D10



178 Þ.Ëîâåéêií

íà ñîái êâàçiïåðiîäè÷íi ðóõè. Ðîçìiðíiñòü öèõ iíâàðiàíòíèõ òîðiâ ìîæå,
çîêðåìà, áóòè ìåíøîþ, íiæ êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, òîáòî iíâàðiàí-
òíi òîðè ìîæóòü áóòè ìàëîâèìiðíèìè. Äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè çáåðåæåí-
íÿ ìàëîâèìiðíèõ òîðiâ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ðîçïî÷àâ Â.Ìåëüíèêîâ [7].
Ïîâíå äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòó, ñôîðìóëüîâàíîãî Ìåëüíèêîâèì, áóëî ïðåä-
ñòàâëåíå Ë.Åëiàññîíîì òà Þ.Ïîøåëåì [10,15]. Ïðîáëåìà çáåðåæåííÿ ãi-
ïåðáîëi÷íèõ ìàëîâèìiðíèõ òîðiâ ðîçãëÿäàëàñü â [11,17,18]. Ó ðîáîòi [11]
ïîêàçàíî, ùî íåâèðîäæåíi ãiïåðáîëi÷íi òîðè äiéñíîàíàëiòè÷íî¨ ñèñòåìè
çáåðiãàþòüñÿ ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ, âîíè ëèøå äåôîðìóþòüñÿ i çàëè-
øàþòüñÿ äiéñíîàíàëiòè÷íèìè. Àëüòåðíàòèâíå äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòó [11]
ç âèêîðèñòàííÿì òåõíiêè íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ ïiçíiøå áóëî çàïðîïîíîâàíî
ó [17,18]. Íåùîäàâíî öi ðåçóëüòàòè áóëè óçàãàëüíåíi â [12] ç äîïóùåííÿì
âèðîäæåíîñòi íåçáóðåíîãî ãàìiëüòîíiàíà. Ó [13] ïîêàçàíî, ùî ðåçóëüòà-
òè ðîáiò [11, 17, 18] ñïðàâäæóþòüñÿ i äëÿ óçàãàëüíåíèõ ãàìiëüòîíîâèõ
ñèñòåì, ÿêi ìîæóòü áóòè âèðîäæåíèìè, i ìîæóòü áóòè íåïàðíî¨ âèìið-
íîñòi. Òàêîæ ó [13] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîáëåìà çáåðåæåííÿ ãiïåðáîëi÷íèõ
òîðiâ íà ïiäìíîãîâèäàõ.

Îñíîâíèìè òåõíi÷íèìè çàñîáàìè ó äàíié ðîáîòi ¹ ìåòîä öåíòðàëü-
íîãî ìíîãîâèäó ó ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì çãëàäæóâàííÿ, çàïðîïîíîâàíèì
Þ.Ìîçåðîì [8], òà ìåòîäîì øòó÷íèõ ïàðàìåòðiâ.

2. ÎÑÍÎÂÍI ÏÐÈÏÓÙÅÍÍß ÒÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

Íà ãëàäêîìó ñèìïëåêòè÷íîìó ìíîãîâèäi (M2(n+k), ω2) iç ñèìïëåêòè÷íîþ
ñòðóêòóðîþ ω2 áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó iç çà-
ìêíåíîþ (íå îáîâ'ÿçêîâî òî÷íîþ) 1-ôîðìîþ ω1

0 (çàìiñòü 1-ôîðìè ω1
0 ìî-

æíà ðîçãëÿäàòè ãàìiëüòîíiàí H0 : M2(n+k) → R, âçàãàëi êàæó÷è, áàãà-
òîçíà÷íèé). Ïðèïóñêà¹ìî, ùî öÿ ñèñòåìà ¹ óìîâíî iíòåãðîâíîþ. Óìîâíà
iíòåãðîâíiñòü ñèñòåìè îçíà÷à¹, ùî öÿ ñèñòåìà ¹ iíòåãðîâíîþ òiëüêè íà
äåÿêîìó ïiäìíîãîâèäi, ïðè÷îìó iíâàðiàíòíi ïiäìíîãîâèäè îñòàííüî¨ ¹ äè-
ôåîìîðôíèìè ñòàíäàðòíîìó òîðó Tr = Rr/2πZr.

Â îêîëi ìíîãîâèäó (íà ÿêîìó ñèñòåìà iíòåãðîâíà) iñíóþòü êîîðäèíàòè
(y, ϕ, z), äå y = (y1, . . . , ys), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕr)| mod 2π, z = (z1 . . . , z2k), s +
r = 2n, â ÿêèõ äóæêè Ïóàññîíà, ïîðîäæåíi ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ
ω2, çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

{ϕ, y} = σ, {ϕ,ϕ} = χ, {z, z} = I, (1)

äå σ, χ òà I � ìàòðèöi ðîçìiðiâ r× s, r× r òà 2k× 2k âiäïîâiäíî, ìàòðè-
öi χ òà I � êîñîñèìåòðè÷íi, à ìàòðèöÿ I � íåâèðîäæåíà (òóò i íàäàëi
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ââàæà¹ìî, ùî âñi íå âèïèñàíi äóæêè Ïóàññîíà äîðiâíþþòü íóëþ). Ïðè-
ïóñêà¹ìî, ùî êîîðäèíàòè (y, ϕ, z) ¹ òàêèìè, ùî ãàìiëüòîíiàí H0 íàáèðà¹
âèãëÿäó H0(y, ϕ, z) = H0(y, ϕ, z) + β0 · ϕ i âiäïîâiäíà éîìó ñèñòåìà �

ẏ = −σT ∂H0

∂ϕ
− σTβ0, ϕ̇ = σ

∂H0

∂y
+ χβ0, ż = I

∂H0

∂z
, (2)

ïðè÷îìó ôóíêöiÿ H0, ÿêà ¹ îäíîçíà÷íîþ ñêëàäîâîþ ãàìiëüòîíiàíà H0

(β0 ·ϕ � áàãàòîçíà÷íà ñêëàäîâà), i âåêòîð β0 çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè.
Ïðèïóùåííÿ 1. à) ∂H0/∂z

∣∣
z=0

= 0;
á) H0|z=0 = H̆0(y), òîáòî H0 íå çàëåæèòü âiä ϕ ïðè z = 0;
â) ôóíêöiÿ H0 ¹ äiéñíîàíàëiòè÷íîþ çà âñiìà çìiííèìè â îáëàñòi

{(y, ϕ, z) ∈ Cs+r+2k : |y| < R0, | Im ϕ| < ρ0, |z| < r0}

i ¹ ïåðiîäè÷íîþ çà êîæíîþ çìiííîþ ϕj, j = 1, . . . , r, ç ïåðiîäîì 2π;
ã) âåêòîð β0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü σTβ0 = 0.
Ç óìîâè á) öüîãî ïðèïóùåííÿ âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî ∂H0/∂ϕ

∣∣
z=0

= 0.
Óìîâè à), á) i ã) ïðèïóùåííÿ 1 îçíà÷àþòü, ùî äàíà ëîêàëüíî ãàìiëü-

òîíîâà ñèñòåìà ¹ iíòåãðîâíîþ íà ìíîãîâèäi z = 0 i iíâàðiàíòíi ïiäìíîãî-
âèäè iíòåãðîâíî¨ ñèñòåìè äèôåîìîðôíi ñòàíäàðòíîìó òîðó Tr.

Íåõàé ñèñòåìà (2) çàçíà¹ çáóðåííÿ âèãëÿäó

ω1
0 7→ ω1

0 + µω1
1 àáî, ùî òå ñàìå, H0 7→ H0 + µH1,

äå µ � ìàëèé ïàðàìåòð, H0 + µH1 � áàãàòîçíà÷íèé ãàìiëüòîíiàí, ÿêèé
âiäïîâiäà¹ 1-ôîðìi ω1

0 + µω1
1, i â ÿêîìó çáóðåííÿ H1 ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi H1(y, ϕ, z) = H1(y, ϕ, z) + β1 · ϕ, äå H1 � îäíîçíà÷íà ñêëàäîâà
çáóðåííÿ, β1 · ϕ � áàãàòîçíà÷íà ñêëàäîâà.

Ïðèïóùåííÿ 2. à) Ôóíêöiÿ H1 = H1(y, ϕ, z) ¹ äiéñíîàíàëiòè÷íîþ
çà âñiìà çìiííèìè â îáëàñòi

{(y, ϕ, z) ∈ Cs+r+2k : |y| < R0, | Im ϕ| < ρ0, |z| < r0}

i ¹ ïåðiîäè÷íîþ çà êîæíîþ çìiííîþ ϕj, j = 1, . . . , r;
á) âåêòîð β1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü σTβ1 = 0.
Óìîâà á) ïðèïóùåííÿ 2 íåîáõiäíà, ùîá óñóíóòè ðóéíóâàííÿ òîðiâ çáóðå-
íî¨ ñèñòåìè âæå â ïåðøîìó íàáëèæåííi. Òàêîæ íåîáõiäíèì äëÿ âèêîðè-
ñòàííÿ ìåòîäó öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäó ¹ âèêîíàííÿ òàêîãî äîäàòêîâîãî
ïðèïóùåííÿ.



180 Þ.Ëîâåéêií

Ïðèïóùåííÿ 3. Ñèñòåìà ó âàðiàöiÿõ

ẏ = 0, ϕ̇ = σH̆0
′
y(y) + χβ0, ż = IH0

′′
zz(y, ϕ, 0)z,

ÿêà âiäïîâiäà¹ iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó z = 0 ïðè µ = 0, ìà¹ ãðóáó
ôóíêöiþ Ãðiíà.

Îçíà÷åííÿ ãðóáî¨ ôóíêöi¨ Ãðiíà äèâ. â ï. 3.1.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 1�3. Òîäi äëÿ äåÿêèõ

γ > 0, τ > 0 òà äîñòàòíî ìàëîãî ÷èñëà µ0 > 0 i äëÿ âñiõ µ ∈ (0;µ0)
â O(µ)-îêîëi iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó z = 0 íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè (2)
iñíó¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä çáóðåíî¨ ñèñòåìè (öåíòðàëüíèé ìíîãî-
âèä), ÿêèé çàäà¹òüñÿ â ïðîñòîði çìiííèõ (y, ϕ, z) ðiâíÿííÿì

z = µZ(y, ϕ, µ), |y| ≤ R, | Imϕ| ≤ ρ,

äå R < R0, ρ < ρ0 � äîäàòíi ñòàëi, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ Z(y, ϕ, µ) ¹, âçàãàëi
êàæó÷è, ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ çà çìiííèìè (y, ϕ). Íà öüîìó öåí-
òðàëüíîìó ìíîãîâèäi ñèñòåìà, iíäóêîâàíà âèõiäíîþ çáóðåíîþ ñèñòå-
ìîþ, ¹ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâîþ, i iñíó¹ êàíòîðîâà ïiäìíîæèíà Cµ ⊂ Rs

òàêà, ùî êîæíîìó çíà÷åííþ y0 ∈ Cµ ç öi¹¨ êàíòîðîâî¨ ïiäìíîæèíè
ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü iíâàðiàíòíèé òîð, çàäàíèé ðiâíÿ-
ííÿì y = F (ϕ, µ, y0), z = µZ(F (ϕ, µ, y0), ϕ, µ), äå ôóíêöiÿ F ¹ äîñèòü
ãëàäêîþ çà çìiííèìè ϕ, i ïîòiê íà öüîìó òîði ¹ êâàçiïåðiîäè÷íèì ç âå-
êòîðîì áàçîâèõ ÷àñòîò, ÿêèé íàëåæèòü äåÿêîìó O(µ)-îêîëó âåêòîðà
σH̆0

′(y0) + χβ0.

3. ÄÎÏÎÌIÆÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ
Çà ïðèïóùåííÿì íåçáóðåíà ñèñòåìà ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä, íà ÿêî-
ìó âîíà ¹ iíòåãðîâíîþ. Ïîêàæåìî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ íà íåçáóðåíó ñè-
ñòåìó, ÿêi ìîæíà âèðàçèòè â òåðìiíàõ ½ãðóáîñòi� ôóíêöi¨ Ãðiíà ëiíåàðè-
çîâàíî¨ â îêîëi öüîãî ìíîãîâèäó ñèñòåìè, âiäïîâiäíà çáóðåíà ëîêàëüíî
ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà òåæ áóäå ìàòè iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä. Îñòàííié
áóäå ìàëîþ äåôîðìàöi¹þ iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè, i
íà íüîìó çáóðåíà ñèñòåìà iíäóêó¹ ñèñòåìó, ÿêà òåæ ¹ ëîêàëüíî ãàìiëü-
òîíîâîþ.

3.1. Iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè.
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ϕ̇ = a(ϕ, y, z, ε), ẏ = b(ϕ, y, z, ε), ż = P (ϕ, y, z, ε)z + f(y, ϕ, ε), (3)
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äå ôóíêöi¨ a, b, P , f � ïåðiîäè÷íi çà çìiííèìè ϕj , j = 1, . . . , m, ç ïåðiîäîì
2π, âèçíà÷åíi òà íåïåðåðâíi çà âñiìà çìiííèìè ϕ, y, z, ε, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm),
y = (y1, . . . , ys), z = (z1, . . . , zk), â îáëàñòi

|y| ≤ r, |z| ≤ d, ϕ ∈ Tm, ε ∈ [0, ε0], (4)

i òàêi, ùî
f(y, ϕ, 0) ≡ 0 ïðè |y| ≤ r, ϕ ∈ Tm.

Îñòàííÿ óìîâà ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òðèâiàëüíîãî iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâè-
äó z = 0 ñèñòåìè (3) ïðè ε = 0. Ñèñòåìà ó âàðiàöiÿõ, ùî âiäïîâiäà¹
iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó z = 0 ïðè ε = 0 ñèñòåìè (3), ìà¹ âèãëÿä

ϕ̇ = a0(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y), ż = P0(ϕ, y)z, (5)

äå a0(ϕ, y) = a(ϕ, y, 0, 0), b0(ϕ, y) = b(ϕ, y, 0, 0), P0(ϕ, y) = P (ϕ, y, 0, 0).
Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöi¨ a, b, P , f ìàþòü íåïåðåðâíi çà çìiííèìè

ϕ, y, z, ε ç îáëàñòi (4) ÷àñòèííi ïîõiäíi çà ϕ, y, z äî ïîðÿäêó l âêëþ÷íî
(l ≥ 1). Íåõàé ñèñòåìà ó âàðiàöiÿõ (5) ìà¹ ãðóáó ôóíêöiþ Ãðiíà ç ïî-
êàçíèêîì ãëàäêîñòi l. Òîäi ìîæíà âêàçàòè òàêå äîñèòü ìàëå ε0 > 0,
ùî äëÿ âñiõ ε ∈ [0; ε0] ñèñòåìà (3) ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä

z = Z(ϕ, y, ε) ïðè |y| ≤ r, ϕ ∈ Tm, (6)

ç ôóíêöi¹þ Z(·), ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi çà çìiííèìè y, ϕ
äî ïîðÿäêó (l − 1) âêëþ÷íî i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Z|l−1 ≤ K|f |l, (7)

äå K � äîäàòíà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä ε.
Ôóíêöiþ Ãðiíà G0(τ, ϕ, y) ñèñòåìè

ϕ̇ = a0(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y), ż = P0(ϕ, y)z

áóäåìî íàçèâàòè �ãðóáîþ� (çà àíàëîãi¹þ ç [9]), ÿêùî çíàéäóòüñÿ ñòàëà
δ > 0 òà öiëå l ≥ 0 òàêi, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

ϕ̇ = a0(ϕ, y) + a1(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y) + b1(ϕ, y), ż = P0(ϕ, y)z, (8)

êîëè a1 ∈ Cl0(Tm×D), b1 ∈ Cl0(Tm×D) (l0 = max{1, l}, D = {|y| ≤ r}) i
|a1|l0 ≤ δ, |b1|l0 ≤ δ, ìà¹ ôóíêöiþ Ãðiíà G0(τ, ϕ, y), äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ
îöiíêà ∣∣G0(τ, ϕ, y)f(ϕτ (ϕ, y), yτ (ϕ, y))

∣∣
l
≤ Ke−γ|τ ||f |l,
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äå f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Cl(Tm × D), ϕt(ϕ, y) òà yt(ϕ, y) � ðîçâ'ÿçîê
ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (8), K i γ � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü
âiä ϕ, y, δ i f .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 áàçó¹òüñÿ íà ëåìàõ, ñôîðìóëüîâàíèõ íèæ÷å.
Âêàçàíèé ó òåîðåìi 2 iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä (6) çíàõîäèòüñÿ çà äî-

ïîìîãîþ ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Ðîçãëÿäàþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü

ϕ̇ = a(ϕ, y, z), ẏ = b(ϕ, y, z), ż = P (ϕ, y, z)z + f(ϕ, y), (9)

â îáëàñòi
|y| ≤ r, |z| ≤ d, ϕ ∈ Tm, (10)

çàäàìî íóëüîâó iòåðàöiþ z = Z0(ϕ, y) ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü
òàê, ùî |Z0(ϕ, y)| ≤ d ïðè |y| ≤ r, ϕ ∈ Tm. Çàäàìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî-
âèäiâ, êîæåí ìíîãîâèä ç ÿêî¨ z = Zi+1(ϕ, y), i = 0, 1, . . . , âèçíà÷èìî ÿê
iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè

ϕ̇ = a(ϕ, y, Zi(ϕ, y)), ẏ = b(ϕ, y, Zi(ϕ, y)),
ż = P (ϕ, y, Zi(ϕ, y))z + f(ϕ, y).

(11)

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ a, b, P, f ñèñòåìè (9) âèçíà÷åíi i íåïåðåðâíi
çà çìiííèìè ϕ, y, z â îáëàñòi (10) i ¹ ïåðiîäè÷íèìè çà ϕj, j = 1, . . . ,m,
ç ïåðiîäîì 2π. ßêùî äëÿ êîæíîãî i (i = 0, 1, . . . ) ñèñòåìà (11) ìà¹ ií-
âàðiàíòíèé ìíîãîâèä z = Zi+1(ϕ, y), ÿêèé ëåæèòü â îáëàñòi (10), i
lim
i→∞

Zi(ϕ, y) = Z(ϕ, y) ðiâíîìiðíî ïî |y| ≤ r, ϕ ∈ Tm, òî ãðàíè÷íà ôóíê-
öiÿ Z(ϕ, y) çàäà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä z = Z(ϕ, y), |y| ≤ r, ϕ ∈ Tm,
ñèñòåìè (9).

Ðåàëiçàöiÿ íàâåäåíîãî ïðîöåñó âèìàãà¹ ç'ÿñóâàííÿ óìîâ, ïðè ÿêèõ
ñèñòåìà ðiâíÿíü

ϕ̇ = a0(ϕ, y) + a1(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y) + b1(ϕ, y),
ż =

(
P0(ϕ, y) + P1(ϕ, y)

)
z + f(ϕ, y),

(12)

ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä äëÿ äîâiëüíèõ äîñòàòíüî ìàëèõ çà íîðìîþ
ïðîñòîðó Cl(Tm ×D) ôóíêöié a1(ϕ, y), b1(ϕ, y), P1(ϕ, y).

Ëåìà 2. Íåõàé ñèñòåìà ðiâíÿíü

ϕ̇ = a(ϕ, y), ẏ = b(ϕ, y), ż = P (ϕ, y)z

ìà¹ ãðóáó ôóíêöiþ Ãðiíà. Òîäi ìîæíà âêàçàòè òàêå ρ = ρ(δ) > 0,
ρ(δ) → 0 ïðè δ → 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié a1 ∈ Cl0(Tm × D),
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b1 ∈ Cl0(Tm × D), P1 ∈ Cl(Tm × D), l0 = max{1; l}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó

|a1|l0 + |b1|l0 + |P1|l ≤ ρ,

i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cl(Tm ×D) ñèñòåìà ðiâíÿíü (12) ìà¹ iíâàðiàí-
òíèé ìíîãîâèä z = Z(ϕ, y), |y| ≤ r, ϕ ∈ Tm, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íiñòü

|Z|l ≤ K̃|f |l,
äå K̃ > 0 � ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä ρ òà f .

Äëÿ ñèñòåìè âèãëÿäó

ϕ̇ = a0(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y), ż = P0(ϕ, y)z + f(ϕ, y) (13)

iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(Tm×D)
çàáåçïå÷ó¹òüñÿ iñíóâàííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà ñèñòåìè ðiâíÿíü

ϕ̇ = a0(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y), ż = P0(ϕ, y)z. (14)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕτ (ϕ, y), yτ (ϕ, y) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

ϕ̇ = a0(ϕ, y), ẏ = b0(ϕ, y),

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ϕ0(ϕ, y) = ϕ, y0(ϕ, y) = y.
Ëåìà 3. Íåõàé ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (14) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

a0 ∈ Cl(Tm×D), b0 ∈ Cl(Tm×D), P0 ∈ Cl(Tm×D), l ≥ 0, à ñàìà ñèñòåìà
ìà¹ ôóíêöiþ Ãðiíà G0(τ, ϕ, y). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(Tm×D)
ñèñòåìà ðiâíÿíü (13) ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿì z = Z(ϕ, y) =

∫∞
−∞G0(τ, ϕ, y)f(ϕτ (ϕ), yτ (y)) dτ i çàäîâîëü-

íÿ¹ îöiíêó

|Z|0 ≤ K|f |0, äå K = max
|y|≤r, ϕ∈Tm

∞∫
−∞

|G0(τ, ϕ, y)| dτ.

Òåõíiêà äîâåäåííÿ ÿê ëåì 1�3, òàê i òåîðåìè 2, ¹ àíàëîãi÷íîþ äî òå-
õíiêè äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî òîðà íåëiíiéíî¨
ñèñòåìè òà òåîðåìè ïðî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî òîðà ëi-
íiéíî¨ ñèñòåìè, ïðåäñòàâëåíèõ ó [9]. Íàâåäåíi òóò ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþ-
þòü ðåçóëüòàòè [9] íà âèïàäîê çàëåæíîñòi íå ëèøå âiä êóòîâèõ çìiííèõ,
à é âiä äîäàòêîâèõ çìiííèõ y, ÿêi ïðîáiãàþòü äåÿêó îáëàñòü.

3.2. Ëîêàëüíà ãàìiëüòîíîâiñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìè íà
iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi. Íåõàé íà ñèìïëåêòè÷íîìó ìíîãîâèäi (M,
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ω2) çàäàíî ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó ç 1-ôîðìîþ ω1 (àáî ç áàãàòî-
çíà÷íèì ãàìiëüòîíiàíîì H) i çàäàíî ïiäìíîãîâèä N ìíîãîâèäó M , ùî ¹
iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì çàäàíî¨ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè.

Ëåìà 4. Íåõàé i : N → M � ãëàäêå âêëàäåííÿ ìíîãîâèäó N â M .
ßêùî íà ìíîãîâèäi M ç ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ ω2 çàäàíà ëîêàëü-
íî ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà ç 1-ôîðìîþ ω1 (àáî áàãàòîçíà÷íèì ãàìiëüòî-
íiàíîì H) i ôîðìà i∗ω2 íåâèðîäæåíà, òî ñèñòåìà, iíäóêîâàíà äàíîþ íà
ìíîãîâèäi N ç ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ i∗ω2, òàêîæ áóäå ëîêàëü-
íî ãàìiëüòîíîâîþ ç 1-ôîðìîþ i∗ω1 (ç áàãàòîçíà÷íèì ãàìiëüòîíiàíîì
i∗H).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xω1 âåêòîðíå ïîëå ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà ìíî-
ãîâèäi M ç 1-ôîðìîþ ω1. Çà îçíà÷åííÿì ω2(·, Xω1) = ω1(·). Íåâèðî-
äæåíà i çàìêíåíà 2-ôîðìà ω̂2 = i∗ω2 íà ìíîãîâèäi N çàäà¹ íà íüîìó
ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó. Òåïåð íà ñèìïëåêòè÷íîìó ìíîãîâèäi (N, ω̂2)
ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó ç 1-ôîðìîþ ω̂1 = i∗ω1. Íåõàé Xω̂1 �
âåêòîðíå ïîëå ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà ìíîãîâèäi N ç 1-ôîðìîþ ω̂1,
i, îòæå, ω̂2(·, Xω̂1) = ω̂1(·). Ïîêàæåìî, ùî i∗Xω̂1 = Xω1 |i(N). Äiéñíî, ç
îäíîãî áîêó ω̂1(·) = ω̂2(·, Xω̂1) = ω2(i∗·, i∗Xω̂1), ç iíøîãî áîêó ω̂1(·) =
i∗ω1(·) = ω1(i∗·) = ω2(i∗·, Xω1). Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî, ùî ω2(i∗·, Xω1) =
= ω2(i∗·, i∗Xω̂1). À îñêiëüêè âåêòîðíå ïîëå Xω1 äîòèêà¹òüñÿ N , òî âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü i∗Xω̂1 = Xω1 |i(N), ÿêà i äîâîäèòü ëåìó 4.

4. ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÇÁÓÐÅÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ
Íà ñèìïëåêòè÷íîìó ìíîãîâèäi (M2(n+k), ω2) ðîçãëÿäà¹ìî çáóðåíèé (áà-
ãàòîçíà÷íèé) ãàìiëüòîíiàí

Hµ(y, ϕ, z) = H0(y, ϕ, z) + µH1(y, ϕ, z) =

= H0(y, ϕ, z) + µH1(y, ϕ, z) + (β0 + µβ1) · ϕ

Âiäïîâiäíà çáóðåíà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

ẏ = −σT

(
∂H0

∂ϕ
+ µ

∂H1

∂ϕ

)
,

ϕ̇ = σ

(
∂H0

∂y
+ µ

∂H1

∂y

)
+ χ

(
∂H0

∂ϕ
+ µ

∂H1

∂ϕ

)
+ χ(β0 + µβ1),

ż = I

(
∂H0

∂z
+ µ

∂H1

∂z

)
,

(15)

|y| < R0, |z| < r0, | Im ϕ| < ρ0. (16)
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Çàìiñòü ñèñòåìè (15) â îáëàñòi (16) ðîçãëÿíåìî iíøó ñèñòåìó, ÿêà áóäå
ñïiâïàäàòè ç äàíîþ ñèñòåìîþ íà ìíîæèíi

|y| ≤ R, |z| ≤ r, | Im ϕ| ≤ ρ, (17)

äå R < R0, r < r0, ρ < ρ0. Ñèñòåìó òàêîãî âèãëÿäó ìîæíà îäåðæàòè,
äîìíîæèâøè ãàìiëüòîíiàí Hµ ñèñòåìè (15) íà íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíó ôóíêöiþ η(y, z) òàêó, ùî 0 ≤ η(y, z) ≤ 1, η(y, z) ≡ 1 íà ìíîæèíi
(17) i η(y, z) ≡ 0 íà ìåæi îáëàñòi (16). Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî íîâó ëîêàëüíî
ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì Ȟµ = ηHµ, çàäàíó â îáëàñòi (16),
àëå ÿêà ñïiâïàäà¹ ç ñèñòåìîþ (15) íà ìíîæèíi (17).

Îòæå, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì Ȟµ íà ìíîæè-
íi (17), ÿêà ñïiâïàäà¹ íà öié ìíîæèíi ç ñèñòåìîþ ç ãàìiëüòîíiàíîì Hµ.

Ðîçâèíåìî îäíîçíà÷íó ñêëàäîâó Hµ = Hµ − (β0 + µβ1) · ϕ çáóðåíîãî
ãàìiëüòîíiàíà Hµ íà ìíîæèíi (17) çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà çà çìiííèìè z
â îêîëi òî÷êè z = 0. Çâàæàþ÷è íà óìîâè, ùî ¨õ çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ
H0, îäåðæèìî âèðàç

Hµ = H̆0(y) +
1
2

H0
′′
zz(y, ϕ, 0)z2 + H̃0(y, ϕ, z)z3+

+µ
(
H1(y, ϕ, 0) + H1

′
z(y, ϕ, 0)z + H̃1(y, ϕ, z)z2

)
,

äå H̃0(y, ϕ, z)z3 òà H̃1(y, ϕ, z)z2 � âiäïîâiäíi çàëèøêîâi ÷ëåíè â ðîçêëà-
äàõ ôóíêöié H0 òà H1 çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà. Ïðè öüîìó ñèñòåìà, ÿêà
ñïiâïàäà¹ ç (15) íà ìíîæèíi (17), íàáóâà¹ âèãëÿäó

ẏ = −σT
(1

2
H0

′′
zz
′
ϕ(y, ϕ, 0)z2 + H̃0

′
ϕ(y, ϕ, z)z3

)
−

−µσT ∂

∂ϕ

(
H1(y, ϕ, 0) + H1

′
z(y, ϕ, 0)z + H̃1(y, ϕ, z)z2

)
,

ϕ̇ = σH̆0
′(y)+σ

∂

∂y

(
1
2
H0

′′
zz(y, ϕ, 0)z2+H̃0(y, ϕ, z)z2+µ

(
H1(y, ϕ, 0)+

+H1
′
z(y, ϕ, 0)z + H̃1(y, ϕ, z)z2

))
+

1
2
χH0

′′
zz
′
ϕz2 + χH̃0

′
ϕz3 + χ(β0 + µβ1),

ż = IH0
′′
zz(y, ϕ, 0)z + I

∂

∂z

(
H̃0(y, ϕ, z)z3 + µH̃1(y, ϕ, z)z2

)
+

+µIH1
′
z(y, ϕ, 0), (18)

òîáòî ñèñòåìà (15) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3) ç ε = µ i

f(ϕ, y, µ) = µIH1
′
z(y, ϕ, 0),
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P (ϕ, y, z, ε)z = IH0
′′
zz(y, ϕ, 0)z + I

∂

∂z

(
H̃0(y, ϕ, z)z3 + µH̃1(y, ϕ, z)z2

)
,

a(ϕ, y, z, ε) = σH̆0
′(y) + σ

∂

∂y

(
1
2
H0

′′
zz(y, ϕ, 0)z2 + H̃0(y, ϕ, z)z2+

+µ
(
H1(y, ϕ, 0) + H1

′
z(y, ϕ, 0)z + H̃1(y, ϕ, z)z2

))
+

+
1
2
χH0

′′
zz
′
ϕz2 + χH̃0

′
ϕz3 + χ(β0 + µβ1),

b(ϕ, y, z, ε) = −σT
(1

2
H0

′′
zz
′
ϕ(y, ϕ, 0)z2 + H̃0

′
ϕ(y, ϕ, z)z3

)
−

−µσT ∂

∂ϕ

(
H1(y, ϕ, 0) + H1

′
z(y, ϕ, 0)z + H̃1(y, ϕ, z)z2

)
,

ÿêi ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè íà ìíîæèíi (17). Ñèñòåìà ó âàðià-
öiÿõ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ìíîãîâèäó z = 0 ïðè µ = 0 ñèñòåìè (15), çâàæàþ÷è
íà (18), ìà¹ âèãëÿä

ẏ = 0, ϕ̇ = σH̆0
′(y) + χβ0, ż = IH0

′′
zz(y, ϕ, 0)z. (19)

Íåõàé ñèñòåìà (19) ìà¹ ãðóáó ôóíêöiþ Ãðiíà ç ïîêàçíèêîì ãëàäêîñòi
l ≥ 1. Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 2 äî ñèñòåìè (18), ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî
iñíó¹ òàêå µ0 > 0, ùî äëÿ âñiõ µ ∈ [0;µ0] ñèñòåìà (15) ìà¹ iíâàðiàíòíèé
ìíîãîâèä, çàäàíèé ðiâíÿííÿì z = µZ(y, ϕ, µ), |y| ≤ R, ϕ ∈ Tr, i ôóíêöiÿ
Z(·) ìà¹ íåïåðåðâíi çà âñiìà çìiííèìè ÷àñòèííi ïîõiäíi çà y òà ϕ äî
ïîðÿäêó (l−1) âêëþ÷íî. Ìíîæíèê µ ïðèñóòíié â îçíà÷åííi iíâàðiàíòíîãî
ìíîãîâèäó, çâàæàþ÷è íà âèãëÿä ôóíêöi¨ f â äàíîìó âèïàäêó.

Îòæå, ìà¹ìî ñèìïëåêòè÷íèé ìíîãîâèä (M2(n+k), ω2), íà ÿêîìó çàäà-
íà ïî÷àòêîâà çáóðåíà ñèñòåìà (15), òà ïiäìíîãîâèä N , çàäàíèé ðiâíiñòþ
z = µZ(y, ϕ, µ), |y| ≤ R, ϕ ∈ Tr. Ìíîãîâèä N ¹ (l − 1)-ãëàäêî âêëàäåíèì
ó ìíîãîâèä M2(n+k). Íåõàé i : N → M2(n+k) � âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ
âêëàäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîãîâèä N ¹ ëîêàëüíî iíâàðiàíòíèì äëÿ çàäàíî¨
ñèñòåìè (15) íà ìíîæèíi (17), òî çà ëåìîþ 4 ñèñòåìà, iíäóêîâàíà äàíîþ
íà ìíîãîâèäi N , ¹ ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâîþ ç áàãàòîçíà÷íèì ãàìiëüòîíi-
àíîì hµ, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä

hµ =h0(y, ϕ) + µh1(y, ϕ, µ) = H0(y, ϕ, µZ(y, ϕ, µ)) + µH1(y, ϕ, µZ(y, ϕ, µ)),

|y| ≤ R, | Im ϕ| ≤ ρ, µ ∈ [0;µ0],

äå, âçÿâøè äî óâàãè ðîçêëàä ôóíêöi¨ Hµ çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà çà çìií-
íèìè z,

h0(y, ϕ) = h0(y) + β0 · ϕ = H̆0(y) + β0 · ϕ,
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òîáòî ôóíêöiÿ h0 (îäíîçíà÷íà ñêëàäîâà ãàìiëüòîíiàíà Hµ) íå çàëåæèòü
âiä ϕ,

h1(y, ϕ, µ) = H1(y, ϕ, 0) + µ
(
H1

′
z(y, ϕ, 0)Z(y, ϕ, µ)+

+H0
′′
zz(y, ϕ, 0)Z2(y, ϕ, µ)

)
+ µ2H̃1(y, ϕ, µZ(y, ϕ, µ))Z2(y, ϕ, µ)+

+µ2H̃0(y, ϕ, µZ(y, ϕ, µ))Z3(y, ϕ, µ) + β1 · ϕ,

à äóæêà Ïóàññîíà, ïîðîäæåíà ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ ω̂2 = i∗ω2 íà
ìíîãîâèäi N , çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

{y, y} = 0, {ϕ, y} = σ, {ϕ,ϕ} = χ.

Ãàìiëüòîíiàí hµ ñèñòåìè íà ñèìïëåêòè÷íîìó ìíîãîâèäi (N, ω̂2) ¹ ñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ Cl−1 íà âiäìiíó âiä Hµ íà ìíîãîâèäi
(M2(n+k), ω2), ÿêèé ¹ äiéñíîàíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

Äàëi ñèñòåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì hµ áóäåìî ðîçãëÿäàòè â îáëàñòi |y| <
R, | Im ϕ| < ρ, µ ∈ (0;µ0). Ïåðø íiæ âèêîíóâàòè ïîäàëüøi ïåðåòâîðåííÿ,
çðîáèìî çàìiíó y 7→ y0 +y, ââàæàþ÷è, ùî ïàðàìåòð y0 íàëåæèòü îáëàñòi
|y0| < R̂, à íîâi çìiííi y ïðîáiãàþòü îáëàñòü |y| < R̃, äå R̂ òà R̃ � äîäàòíi
ñòàëi, ïðè÷îìó R̂ + R̃ < R. Ïiñëÿ öi¹¨ çàìiíè çìiííi y çìiíþþòüñÿ â
îáëàñòi |y| < R̃, äå R̃ < R � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè âèêîðè-
ñòà¹ìî ìåòîä çãëàäæóâàííÿ, çàïðîïîíîâàíèé Þ.Ìîçåðîì [8]. Ïîäàëüøå
ðîçâèòîê äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì öåé ìåòîä äiñòàâ â ðîáîòàõ Ã.Ðþñ-
ñìàíà [16] òà Þ.Ïîøåëÿ [14]. Âèêëàäåìî êîðîòêî ñõåìó ìåòîäó ó íàøîìó
âèïàäêó, îïóñêàþ÷è òåõíi÷íi äåòàëi.

Ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ hµ(y, ϕ), âèçíà÷åíó â îáëàñòi
|y| < R̃, ϕ ∈ Tr, ìîæíà íàáëèçèòè ïîñëiäîâíiñòþ äiéñíîàíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié {hµ,k, k ≥ 0}, êîæíà ç ÿêèõ âèçíà÷åíà â îáëàñòi |y| < R̃, | Im y| <
µk, | Imϕ| < µk âiäïîâiäíî, äå µk = µkα, α ∈ (0; 1/2), òàêèõ, ùî

hµ,k → hµ ïðè k →∞, |hµ,k+1 − hµ,k| < µk+1, k ≥ 1,

ïðè÷îìó hµ,0 ¹ òàêîþ, ùî ¨¨ îäíîçíà÷íà ñêëàäîâà hµ,0 íå çàëåæèòü âiä
ϕ, i hµ,0 çàäà¹ iíòåãðîâíó ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó, à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü |hµ,0 − h0| < µ. Âåëè÷èíà α òà ïîðÿäîê ãëàäêîñòi l ïîâ'ÿçàíi
ìiæ ñîáîþ i ÿâíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè ìîæíà âèâåñòè äëÿ êîæíî¨
êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè.

Íàñëiäóþ÷è òåõíiêó ìåòîäó øòó÷íèõ ïàðàìåòðiâ, âèêîðèñòàíó â [6],
çàìiñòü ïîñëiäîâíîñòi ãàìiëüòîíiàíiâ hµ,k, k ≥ 1, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïî-
ñëiäîâíiñòü ìîäèôiêîâàíèõ ãàìiëüòîíiàíiâ h̃µ,k(y, ϕ) + (Λ + λ) · y, k ≥ 1
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(h̃µ,k � ãàìiëüòîíiàí hµ,k áåç ëiíiéíîãî çà y äîäàíêà, ÿêèé íå çàëåæèòü
âiä µ), êîæåí ç ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ ν = (ν1, . . . , νn), ÿêi ðîç-
áèòî íà ãðóïè: y0 = (ν1, . . . , νs), β0 + µβ1 =: β = (νs+1, . . . , νs+r), Λ =
(νs+r+1, . . . , ν2s+r), 2s + r = n. Ïîïðàâêè λ = (λ1, . . . , λs) ïîâèííi áóòè
âèçíà÷åíi òàê, ùîá âîíè íå çàëåæàëè âiä (y, ϕ), ãëàäêî çàëåæàëè âiä ïà-
ðàìåòðiâ ν i ãàìiëüòîíiàíè h̃µ,k(y, ϕ) + (Λ + λ) · y íà ïåâíié ïiäìíîæèíi
îáëàñòi çìiíè ïàðàìåòðiâ ν ìàëè òàêèé âèãëÿä, ùî äîäàíêè ïîðÿäêiâ
äî µk âêëþ÷íî âiëüíîãî ÷ëåíà òà ëiíiéíîãî çà y îäíîçíà÷íî¨ ñêëàäîâî¨
ãàìiëüòîíiàíà íå çàëåæàëè âiä êóòîâèõ çìiííèõ.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü
{φk, k ≥ 1} òàê, ùîá φk çâîäèëî ìîäèôiêîâàíó ñèñòåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì
h̃µ,k(y, ϕ) + (Λ + λ) · y äî âèãëÿäó, â ÿêîìó á âiëüíèé ÷ëåí òà ëiíiéíèé
çà y îäíîçíà÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ãàìiëüòîíiàíà ïðåäñòàâëÿëèñü ó âèãëÿäi ñóì
äâîõ äîäàíêiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ íå çàëåæèòü âiä êóòîâèõ çìiííèõ, à äðóãèé
ìà¹ ïîðÿäîê µk, i îäíî÷àñíî, ÿê i â [6], ñïåöiàëüíèì ÷èíîì çäiéñíþ¹ìî
ïåðåòâîðåííÿ ïîïðàâîê (øòó÷íèõ ïàðàìåòðiâ) λ.

Íà ïåðøîìó êðîöi äî ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì h̃µ,1(y, ϕ)+ (Λ+λ) · y
çàñòîñîâó¹ìî ñèìïëåêòè÷íå ïåðåòâîðåííÿ ψ1, ÿêå ¹ ïåðåòâîðåííÿì çñó-
âó çà îäèíèöþ ÷àñó âçäîâæ òðà¹êòîðié ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè çi ñïå-
öiàëüíèì ÷èíîì âèáðàíèì ãàìiëüòîíiàíîì (iíôiíiòåçèìàëüíîþ òâiðíîþ
ôóíêöi¹þ), ÿêèé ëiíiéíî çàëåæèòü âiä y. Öþ ôóíêöiþ âèçíà÷à¹ìî, ÿê
i â [6], ç ïåâíîãî ãîìîëîãi÷íîãî ðiâíÿííÿ ó òàêèé ñïîñiá, ùîá ó ðåçóëü-
òàòi çàçíà÷åíîãî ïåðåòâîðåííÿ ãàìiëüòîíiàí íàáóâ âèãëÿäó µ1f0,1(ν, µ) +
µ2f1,1(ϕ, ν, µ)+(Λ+λ) ·y+µ1f2,1(ν, µ) ·y+µ2f3,1(ϕ, ν, µ) ·y+g1(y, ϕ, ν, µ)+
β ·ϕ, â ÿêîìó âiëüíèé ÷ëåí òà ëiíiéíèé çà y îäíîçíà÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ãàìiëü-
òîíiàíà çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi ñóì äâîõ äîäàíêiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ íå
çàëåæèòü âiä êóòîâèõ çìiííèõ, à äðóãèé ìà¹ ïîðÿäîê µ2, ôóíêöi¨ fi,j òà
g1 ¹ äiéñíîàíàëiòè÷íèìè òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè çà âñiìà çìiííèìè.
Îäíî÷àñíî ç ïåðåòâîðåííÿì ψ1 âèêîíó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ïàðàìåòðiâ λ:
λ 7→ λ+λ̂1(ν, µ), äå ôóíêöiþ λ̂1(ν, µ) âèçíà÷à¹ìî ÿê λ̂1(ν, µ) = −µ1f2,1(ν),
äå µ1f2,1(ν) � ñåðåäí¹ çà çìiííèìè ϕ ïî òîðó Tr êîåôiöi¹íòà äîäàíêiâ
ïîðÿäêó µ1 ëiíiéíîãî çà y ÷ëåíà. Ïîêëàäà¹ìî φ1 = ψ1, ∆1 = λ + λ̂1. Öi
ôóíêöi¨ âèçíà÷åíi âiäïîâiäíî íà ìíîæèíàõ {(y, ϕ, λ, ν) : |y| < R̃, | Im y| <
µ1, | Im ϕ| < µ1, |λ| < µa

1, |m · (σΛ + χβ)| ≥ µγ|m|−τ , 0 < |m| ≤ N2} òà
{(λ, ν) : |λ| < µa

1, |m·(σΛ+χβ)| ≥ µγ|m|−τ , 0 < |m| ≤ N2}, N2 = T | ln µ2|,
a ∈ (0; 1/2), T � äîäàòíà ñòàëà.

Íåõàé ïîáóäîâàíî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ φk òà ïåðåòâîðåííÿ ïàðàìå-
òðiâ ∆k, ÿêi çâîäÿòü ñèñòåìó ç ãàìiëüòîíiàíîì h̃µ,k(y, ϕ) + (Λ + λ) · y äî
âèãëÿäó µk+1f1,k(ϕ, ν, µ)+(Λ+λ)·y+µk+1f3,k(ϕ, ν, µ)·y+gk(y, ϕ, ν, µ)+β·ϕ,
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â ÿêîìó äîäàíêè ïîðÿäêó äî µk âêëþ÷íî âiëüíîãî ÷ëåíà òà ëiíiéíîãî çà
y îäíîçíà÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ãàìiëüòîíiàíà íå çàëåæàòü âiä êóòîâèõ çìiííèõ.

Ïåðåòâîðåííÿ φk òà ∆k âèçíà÷åíi íà ìíîæèíàõ {(y, ϕ, λ, ν) : |y| <
R̃, | Im y| < µk, | Im ϕ| < µk, |λ| < µa

k, |m · (σΛ + χβ)| ≥ µγ|m|−τ , 0 <
|m| ≤ Nk+1} òà {(λ, ν) : |λ| < µa

k, |m · (σΛ + χβ)| ≥ µγ|m|−τ , 0 < |m| ≤
Nk+1}, Nk = T | ln µk|, âiäïîâiäíî. Äàëi äî ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì
hµ,k+1(y, ϕ) + (Λ + λ) · y çàñòîñîâó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ φk òà ïåðå-
òâîðåííÿ ïàðàìåòðiâ ∆k, îäåðæàíi íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi ïåðåòâîðåíü, â
ðåçóëüòàòi ÿêèõ ãàìiëüòîíiàí íàáèðà¹ âèãëÿäó µk+1f̃1,k+1(ϕ, ν, µ) + (Λ +
λ) · y + µk+1f̃3,k+1(ϕ, ν, µ) · y + g̃k+1(y, ϕ, ν, µ) + β · ϕ, â ÿêîìó äîäàíêè
ïîðÿäêiâ äî µk âêëþ÷íî âiëüíîãî ÷ëåíà òà ëiíiéíîãî çà y îäíîçíà÷íî¨
ñêëàäîâî¨ ãàìiëüòîíiàíà íå çàëåæàòü âiä êóòîâèõ çìiííèõ. Ïiñëÿ öüîãî
âèêîíó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ψk+1, ÿêå ¹ ïåðåòâîðåííÿì çñóâó çà îäèíèöþ
÷àñó âçäîâæ òðà¹êòîðié ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè çi ñïåöiàëüíèì ÷èíîì âè-
áðàíèì ãàìiëüòîíiàíîì (iíôiíiòåçèìàëüíîþ òâiðíîþ ôóíêöi¹þ, ëiíiéíîþ
çà y). Ó ðåçóëüòàòi öüîãî ïåðåòâîðåííÿ äîäàíêè äî ïîðÿäêó µk+1 âêëþ-
÷íî âiëüíîãî ÷ëåíà òà ëiíiéíîãî çà y îäíîçíà÷íî¨ ñêëàäîâî¨ ãàìiëüòîíiàíà
íå çàëåæàòü âiä êóòîâèõ çìiííèõ, òîáòî ãàìiëüòîíiàí íàáóâà¹ âèãëÿäó
µk+2f1,k+1(ϕ, ν, µ) + (Λ + λ) · y + µk+1f2,k+1(ν) · y + µk+2f3,k+1(ϕ, ν, µ) ·
y + gk+1(y, ϕ, ν, µ) + β · ϕ. Îäíî÷àñíî ç ïåðåòâîðåííÿì ψk+1 âèêîíó¹ìî
ïåðåòâîðåííÿ ïàðàìåòðiâ λ 7→ λ + λ̂k+1(ν, µ), äå λ̂k+1(ν, µ) âèçíà÷à¹ìî
ÿê λ̂k+1(ν, µ) = −µk+1f2,k+1(ν), äå µk+1f2,k+1(ν) � ñåðåäí¹ çà çìiííè-
ìè ϕ ïî òîðó Tr êîåôiöi¹íòà äîäàíêà ïîðÿäêó µk+1 ëiíiéíîãî çà y ÷ëå-
íà, ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü |λ̂k+1| < δµk+1. Ïîêëàäåìî φk+1 =
φk◦ψk+1, ∆k+1 = ∆k(λ+λ̂k+1, ν), ÿêi âèçíà÷åíi íà ìíîæèíàõ {(y, ϕ, λ, ν) :
|y| < R̃, | Im y| < µk+1, | Imϕ| < µk+1, |λ| < µa

k+1, |m · (σΛ + χβ)| ≥
≥ µγ|m|−τ , 0 < |m| ≤ Nk+2} òà {(λ, ν) : |λ| < µa

k+1, |m · (σΛ + χβ)| ≥
µγ|m|−τ , 0 < |m| ≤ Nk+2} âiäïîâiäíî.

Îòæå, â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü çìiííèõ
φk = ψk ◦ · · · ◦ ψ2 ◦ ψ1, k ≥ 1, òà ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü ïîïðàâîê
(øòó÷íèõ ïàðàìåòðiâ) ∆k, k ≥ 1. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè k → +∞,
îäåðæèìî áëèçüêå äî òîòîæíîãî ñèìïëåêòè÷íå ïåðåòâîðåííÿ (y, ϕ) 7→
U(y, ϕ, ν), ÿêå íà ìíîæèíi ïàðàìåòðiâ ν

|y0| < R, |m · (σΛ + χβ)| ≥ µγ|m|−τ , m ∈ Zr \ {0},

çâîäèòü ãàìiëüòîíiàí h̃µ(y, ϕ)+(Λ+∆) ·y (∆ = lim k→+∞∆k) äî âèãëÿäó
h∗µ(y, ϕ) = Λ · y + h∗(y, ϕ, µ) + β · ϕ, äå ôóíêöiÿ h∗ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi
h∗|y=0 = 0, h∗′y|y=0 = 0. Îäåðæàíå ãðàíè÷íå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíèì. Öå ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çðîáèòè äîñòàòíþ êiëüêiñòü
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ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì i ïîðÿäîê éîãî ãëàäêîñòi ïîâ'ÿçàíèé
ç âåëè÷èíîþ α (ÿâíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîðÿäêîì ãëàäêîñòi òà âåëè÷è-
íîþ α ìîæíà âñòàíîâèòè äëÿ êîæíî¨ êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè).

Ìíîæèíà y = 0 ¹ iíâàðiàíòíèì òîðîì ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâî¨ ñè-
ñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì h∗µ i ïîòiê íà öüîìó òîði çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ
ϕ̇ = σΛ+χβ. Äëÿ òîãî ùîá âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî òîðà âèõi-
äíî¨ ñèñòåìè ç ãàìiëüòîíiàíîì hµ, ïîâ'ÿæåìî ïàðàìåòðè y0, β = β0+µβ1,
Λ ñïiââiäíîøåííÿì

Λ + ∆(y0, β0 + µβ1, Λ) = h0
′(y0) = H̆0

′(y0),

ç ÿêîãî ïîòðiáíî âèðàçèòè Λ = Λ(y0, β). Çà ïðèðîäíiõ ïðèïóùåíü öå
ìîæíà çðîáèòè äëÿ âñiõ äîñèòü ìàëèõ µ > 0, ïðè öüîìó ðàçîì ç H̆0

′(y0)
ãëàäêîþ áóäå i ôóíêöiÿ Λ(y0, β) òà áóäå ìàëî âiäðiçíÿòèñü âiä H̆0

′(y0), à
ñàìå, Λ(y0, β) = H̆0

′(y0)+µΛ̃(y0, β). Îòæå, ÿê i â [6], íåâàæêî ïåðåâiðèòè,
ùî íà ìíîæèíi ïàðàìåòðiâ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

σT(β0 + µβ1) = 0,

∀ m ∈ Zr \ {0} |m · (σ(H̆0
′(y0) + µΛ̃(y0, β)) + χ(β0 + µβ1))| ≥ µγ|m|−τ ,

âèõiäíà ëîêàëüíî ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà ç ãàìiëüòîíiàíîì hµ ìà¹ iíâàði-
àíòíèé òîð, çàäàíèé ó ïðîñòîði çìiííèõ (y, ϕ) ðiâíÿííÿì y=F (ϕ, µ, y0, β),
äå ôóíêöiÿ F ¹ äîñèòü ãëàäêîþ çà çìiííèìè ϕ, à ïîòiê íà öüîìó òîði ¹
êâàçiïåðiîäè÷íèì ç âåêòîðîì áàçîâèõ ÷àñòîò σH̆0

′(y0) + χβ0 + O(µ).

5. ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî çáóðåííÿ óìîâíî iíòåãðîâíèõ ëî-
êàëüíî ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ íà íåçáóðå-
íó óìîâíî iíòåãðîâíó ñèñòåìó ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ îäåðæàíà çáóðåíà
ñèñòåìà ìà¹ iíâàðiàíòíèé (öåíòðàëüíèé) ìíîãîâèä. Íà öüîìó iíâàðiàí-
òíîìó ìíîãîâèäi iíäóêó¹òüñÿ ñèñòåìà, ÿêà òàêîæ ¹ ëîêàëüíî ãàìiëüòî-
íîâîþ. Ñèñòåìà íà öåíòðàëüíîìó ìíîãîâèäi ìà¹ iíâàðiàíòíi òîðè, ÿêi
íåñóòü íà ñîái êâàçiïåðiîäè÷íi ðóõè, ùî âäàëîñÿ âñòàíîâèòè ìåòîäàìè
ÊÀÌ-òåîði¨ ç âèêîðèñòàííÿì ç ìåòîäîì çãëàäæóâàííÿ, çàïðîïîíîâàíîãî
Þ.Ìîçåðîì, ó ïî¹äíàííi ç ìåòîäîì øòó÷íèõ ïàðàìåòðiâ.

Âèêîðèñòàíà â äàíié ðîáîòi òåõíiêà öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäó íå âèìà-
ãà¹, íà âiäìiíó âiä iíøèõ ðîáiò, âèêîíàííÿ óìîâè çâiäíîñòi iíâàðiàíòíèõ
òîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [1]).
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PERTURBATION OF INVARIANT TORI THAT FOLIATE
THE CENTRAL MANIFOLD OF CONDITIONALLY

INTEGRABLE LOCALLY HAMILTONIAN SYSTEMS

Yuriy LOVEYKIN

National Taras Shevchenko University of Kyiv,
64 Volodymyrska Str., Kyiv 01033, Ukraine

Locally Hamiltonian system close to conditionally integrable is conside-
red. The existence of central manifold of this system under certain conditions
on Hamiltonian function of the unperturbed system is proved. The existance
of invariant tori of locally Hamiltonian system on central manifold carring
quasiperiodic motions is proved by means of KAM-theory methods with
using of smooothing method combined with arti�cial parameters method.




