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Ó ñòàòòi çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâàíî iíòåã-
ðàëüíå çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ, ÿêà îïèñó¹ òàêèé îäíî-
ðiäíèé ïðîöåñ äèôóçi¨ íà ïiâïðÿìié R+, ùî éîãî ïîâåäiíêà â òî÷öi
x = 0 âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ.

Íåõàé D = {x ∈ R : x > 0} � îáëàñòü íà ïðÿìié R, ∂D = {0} � ìåæà
îáëàñòi D i D = D ∪ {0} � çàìèêàííÿ D. Ïðèïóñòèìî, ùî íà D çàäàíèé
äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî äi¹ íà ìíîæèíi C2

K

(D)
âñiõ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè:

Lϕ(x) =
1
2
b(x)

d2ϕ(x)
dx2

+ a(x)
dϕ(x)

dx
, (1)

äå b(x) i a(x) � îáìåæåíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà D, b(x) ≥ 0. Ïðèïóñòèìî
òàêîæ, ùî â òî÷öi x = 0 çàäàíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð íàñòóïíîãî
âèãëÿäó:

L0ϕ(0) =
∫

D
(ϕ(0)− ϕ(y))µ(dy), (2)

äå µ(·) � íåâiä'¹ìíà ìiðà Áîðåëÿ íà D, µ(D) > 0. Çàóâàæèìî, ùî îïåðà-
òîð â (2) ¹ ëèøå òi¹þ ÷àñòèíîþ çàãàëüíîãî ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà òèïó
Ôåëëåðà�Âåíòöåëÿ [1, 6], ÿêà âiäïîâiäà¹ çà ñòðèáêè ïðîöåñó ïiñëÿ éîãî
âèõîäó íà ìåæó îáëàñòi ∂D.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: ïîáóäóâàòè íàïiâãðóïó îïåðàòîðiâ Tt, t ≥ 0, ÿêà
ïîðîäæó¹ ïðîöåñ Ôåëëåðà íà D, òàêèé ùî â òî÷êàõ D âií çáiãà¹òüñÿ ç

ÓÄÊ 519.21; MSC 2000:60J60
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äèôóçiéíèì ïðîöåñîì, êåðîâàíèì îïåðàòîðîì L, à éîãî ïîâåäiíêà â òî÷öi
x = 0 âèçíà÷à¹òüñÿ êðàéîâîþ óìîâîþ L0ϕ(0) = 0.

Ó äàíié ñòàòòi øóêàíó íàïiâãðóïó áóäå ïîáóäîâàíî àíàëiòè÷íèìè ìå-
òîäàìè çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i
äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Öÿ çàäà÷à ïîëÿ-
ãà¹ â çíàõîäæåííi ôóíêöi¨ u(t, x) (t > 0, x ∈ D), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

∂u

∂t
= Lu, t > 0, x ∈ D, (3)

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ D, (4)∫

D
(u(t, 0)− u(t, y))µ(dy) = 0, t > 0. (5)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (3)�(5) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ìåòîä êëàñè÷-
íî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè iíòåãðàëüíå çîá-
ðàæåííÿ äëÿ øóêàíî¨ íàïiâãðóïè. Âiäçíà÷èìî, ùî ðàíiøå ïîäiáíà çàäà÷à
âèâ÷àëàñÿ â [5] çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: Dr
t i Dp

x � ñèìâîëè ÷àñ-
òèííî¨ ïîõiäíî¨ çà çìiííîþ t ïîðÿäêó r òà ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ çà çìiííîþ
x ïîðÿäêó p âiäïîâiäíî, äå r i p � öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà; B(R) � áàíà-
õîâèé ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié íà R, ÿêi íàáóâàþòü
äiéñíèõ çíà÷åíü, ç íîðìîþ ‖ϕ‖ = sup

x
|ϕ(x)|; T � ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷è-

ñëî; R2
T ≡ (0, T )×R, R2∞ ≡ (0,∞)×R; Ω � îáëàñòü â R2

T àáî â R2∞; C(Ω)
(C(Ω)) � ñóêóïíiñòü íåïåðåðâíèõ â Ω (â Ω) ôóíêöié; C1,2(Ω) (C1,2(Ω)) �
ñóêóïíiñòü íåïåðåðâíèõ â Ω (â Ω) ôóíêöié, ùî ìàþòü íåïåðåðâíi â Ω (â
Ω) ïîõiäíi Dtu, Dp

xu, p = 1, 2; Hα(R), α ∈ (0, 1), òàê ñàìî ÿê ó [3, ñ. 16],
îçíà÷à¹ ïðîñòið Ãåëüäåðà; Dδ = {x ∈ D : x > δ > 0}; C, c, � äîäàòíi ñòà-
ëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä (t, x), êîíêðåòíi âåëè÷èíè ÿêèõ íàñ, çäåáiëüøîãî,
öiêàâèòè íå áóäóòü.

Äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà L ç (1) òà
ìiðè µ(·) ç (2) âèêîíàíi óìîâè:

à) ôóíêöi¨ b(x), a(x) ¹ âèçíà÷åíèìè íà R i b, a ∈ Hα(R);
á) iñíóþòü ñòàëi b0, b1 òàêi, ùî 0 < b0 ≤ b1 i b0 ≤ b(x) ≤ b1 äëÿ âñiõ

x ∈ R;
â) iñíó¹ ∆ > 0 òàêå, ùî äëÿ 0 < δ < ∆ i äëÿ âñiõ ôóíêöié ϕ ∈ B(R)

∣∣∣∣
∫

Dδ

ϕ(y)µ(dy)
∣∣∣∣ ≤ C1‖ϕ‖, (6)

∣∣∣∣∣
∫

D\Dδ

ϕ(y)µ(dy)

∣∣∣∣∣ ≤ C2(δ)‖ϕ‖, (7)
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äå ñòàëà C1 > 0 íå çàëåæèòü âiä δ, C2(δ) → 0 ïðè δ → 0.
Çàóâàæåííÿ 1. Ç óìîâ à), á) âèïëèâà¹ (äèâ. [3]), ùî äëÿ ðiâíÿí-

íÿ (3) iñíó¹ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîâ'ÿçîê (ô.ð.), ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç
g(t, x, y) (t > 0, x, y ∈ R).

Çàóâàæåííÿ 2. Ç óìîâè â) âèïëèâà¹, ùî µ(0) = 0 i µ(D) < ∞. Íå
ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, áóäåìî ââàæàòè, ùî µ(D) = 1.

Âiäçíà÷èìî äåÿêi âiäîìi âëàñòèâîñòi ô.ð. g (äèâ [3, 4]), ÿêi âèêîðè-
ñòîâóâàòèìåìî íàäàëi â ðîáîòi:

1) ôóíêöiÿ g(t, x, y) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3) â îáëàñòi t > 0, x ∈ R,
ïðè ôiêñîâàíîìó y, à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t↘0

∫

R1

g(t, x, y)ϕ(y)dy = ϕ(x), x ∈ R,

äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ ϕ(x);
2) ôóíêöiÿ g(t, x, y) � íåâiä'¹ìíà, íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ

i âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

g(t, x, y) = g0(t, x, y) + g1(t, x, y), t > 0, x, y ∈ R, (8)

äå
g0(t, x, y) = g

(y)
0 (t, x− y) = (2πb(y)t)−

1
2 e
− (x−y)2

2b(y)t ,

g1(t, x, y) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ç ÿäðîì g0 òà
ùiëüíiñòþ Φ0, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç äåÿêîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (g1

ìà¹ ½ñëàáêiøó� îñîáëèâiñòü, íiæ g0 ïðè t ↘ 0, êðiì òîãî, g(t, x, y) ≡ 0
ïðè t ≤ 0);

3) ôóíêöiÿ g0, ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ t i x, íåñêií÷åííî íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà äëÿ t > 0, x ∈ R1, i

|Dr
t D

p
xg0(t, x, y)| ≤ Ct−

1+2r+p
2 e−c

|x−y|2
t ; (9)

4) ôóíêöi¨ g1 i g, ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòiâ t i x, íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíi çà t, äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi çà x i

|Dr
t D

p
xg1(t, x, y)| ≤ Ct−

1+2r+p−α
2 e−c

|x−y|2
2 , 2r + p ≤ 2, 0 < t ≤ T, (10)

|Dr
t D

p
xg(t, x, y)| ≤ Ct−

1+2r+p
2 e−c

|x−y|2
2 , 2r + p ≤ 2, 0 < t ≤ T. (11)

Âñòàíîâèìî êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (3)�(5) ó ïðîñòîði íåïåðåðâ-
íèõ òà îáìåæåíèõ (çà çìiííîþ x) ôóíêöié.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êîåôiöiåíòiâ îïåðàòîðà L ç (1) òà ìiðè µ(·)
ç (2) âèêîíàíi óìîâè à)�â). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈
B(R) ç (4) çàäà÷à (3)�(5) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ C1,2 ((0,∞)×D) ∩ C (
(0,∞)×D)

, (12)

äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíà îöiíêà (t ∈ (0, T ], x ∈ D )

|u(t, x)| ≤ C‖ϕ‖. (13)

Öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(t, x) =
∫

R
g(t, x, y)ϕ(y)dy +

∫ t

0
g(t− τ, x, 0)V (τ, ϕ)dτ, t > 0, x ∈ D, (14)

äå V (t) (t > 0) � ðîçâ'ÿçîê äåÿêîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè
äðóãîãî ðîäó.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi (14) ÷åðåç
u0(t, x), à äðóãèé � ÷åðåç u1(t, x). Íàãàäà¹ìî (äèâ. [3]), ùî ó òåîði¨ ïàðà-
áîëi÷íèõ ðiâíÿííü ôóíêöiÿ u0(t, x) íàçèâà¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì Ïóàññîíà, à
ôóíêöiÿ u1(t, x) � ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ
u(t, x) â óìîâó (5), äëÿ ôóíêöi¨ V äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ

∫ t

0

(
g(t− τ, 0, 0)−

∫

D
g(t− τ, y, 0)µ(dy)

)
V (τ)dτ = Φ(t), t > 0, (15)

äå
Φ(t) =

∫

D
µ(dy)

∫

R
(g(t, y, z)− g(t, 0, z))ϕ(z)dz.

ßê áà÷èìî, ðiâíÿííÿ (15) ¹ iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Âîëüòåððè I ðî-
äó. Çà äîïîìîãîþ ïðèéîìó Ãîëüìãðåíà (äèâ. [2]) ïåðåòâîðèìî öå ðiâ-
íÿííÿ äî åêâiâàëåíòíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè II ðîäó. Äëÿ
öüîãî âèçíà÷èìî òàêèé îïåðàòîð:

E(t)Φ =

√
2
π

d

dt

∫ t

0
(t− s)−

1
2 Φ(s)ds, t > 0,

i ïîäi¹ìî íèì íà îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (15). Âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó
çîáðàæåííÿ äëÿ g, à òàêîæ óìîâó â), ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü îòðè-
ìó¹ìî ðiâíÿííÿ

V (t) =
∫ t

0
K(t− τ)V (τ)dt + Ψ(t), t > 0, (16)
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äå

K(t− τ) =

√
2b(0)

π

d

dt

∫ t

τ
(t− s)−

1
2

( ∫

D

(
g1(s− τ, y, 0)−

−g1(s− τ, 0, 0)
)
µ(dy)

)
ds− b(0)

∫

D

∂g0(t− τ, y, 0)
∂y

µ(dy),

Ψ(t) =

√
2b(0)

π

d

dt

∫ t

0
(t− s)−

1
2 Φ(s)ds.

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà, ÿêèé âõîäèòü äî ôîðìóëè äëÿ K(t−τ) (ïîçíà÷èìî
éîãî ÷åðåç K1(t− τ)), òà ôóíêöi¨ Ψ(t) ïðàâèëüíi îöiíêè

|K1(t− τ)| ≤ CT (t− τ)−1+α
2 , (17)

|Ψ(t)| ≤ KT ‖ϕ‖t−
1
2 , (18)

ÿêi âèêîíóþòüñÿ â êîæíié ç îáëàñòåé âèãëÿäó 0 ≤ τ < t ≤ T òà 0 < t ≤ T
âiäïîâiäíî ç äåÿêèìè ñëàëèìè CT òà KT .

Äîâåäåìî îöiíêè (17), (18). Äëÿ öüîãî ðîçêðèâàþ÷è ïîõiäíi âiä iíòå-
ãðàëiâ, ÿêi âõîäÿòü äî âèðàçiâ äëÿ K1(t− τ) òà Ψ(t), çíàõîäèìî ôîðìóëè

K1(t− τ) =

√
2b(0)

π

(
1
2

∫ t

τ
(t− s)−

3
2 ds

∫

D
(g1(t− τ, y, 0)−

−g1(s− τ, y, 0))− (g1(t− τ, 0, 0)− g1(s− τ, 0, 0))µ(dy)+

+(t− τ)−
1
2

∫

D
(g1(t− τ), y, 0)− g1(t− τ, 0, 0))µ(dy)

)
, (19)

Ψ(t) =

√
2b(0)

π

(
1
2

∫ t

0
(t− s)−

3
2 (Φ(t)− Φ(s)) ds + t−

1
2 Φ(t)

)
. (20)

Òîäi, îöiíþþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó (19) çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi (10), ôîð-
ìóëè ñêií÷åíèõ ïðèðîñòiâ äëÿ ðiçíèöü g1(t−τ, y, 0)−g1(s−τ, y, 0), g1(t−
τ, 0, 0)− g1(s− τ, 0, 0), ìà¹ìî (0 ≤ τ < t ≤ T )

|K1(t− τ)| ≤ C

( ∫ t+τ
2

τ
(t− s)−

3
2

(
(t− τ)−

1−α
2 + (s− τ)−

1−α
2

)
ds+

+
∫ t

t+τ
2

(t− s)−
1
2 (s− t)−

3−α
2 ds + (t− τ)−1+α

2

)
≤ CT (t− τ)−1+α

2 .
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Àíàëîãi÷íî, íà ïiäñòàâi (20) òà (11), à òàêîæ ôîðìóëè ñêií÷åíèõ ïðèðî-
ñòiâ äëÿ ðiçíèöi Φ(t)− Φ(s) äiñòà¹ìî îöiíêó (18).

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ôóíêöi¨ K2(t − τ), ÿêà âèçíà÷à¹ äðóãèé äîäàíîê ó
âèðàçi äëÿ K(t − τ), òî âîíà, ÿê âèïëèâà¹ ç (9), â òî÷öi t = τ ìà¹ íå-
iíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü. Íåçâàæàþ÷è íà òàêó îáñòàâèíó, äîâåäåìî, ùî
äî ðiâíÿííÿ (16) ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Öå
îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (16) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

V (t) =
∞∑

k=0

V (k)(t), (21)

äå

V (0)(t) = Ψ(t), V (k)(t) =
∫ t

0
K(t− τ)V (k−1)(τ)dτ, k = 1, 2, . . . .

Îöiíèìî V (1)(t). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü

V (1)(t) =
∫ t

0
K1(t− τ)Ψ(τ)dτ +

∫ t

0
K2(t− τ)Ψ(τ)dτ = V

(1)
1 (t) + V

(1)
2 (t).

(22)
Âðàõîâóþ÷è (17), (18), ìà¹ìî

∣∣∣V (1)
1 (t)

∣∣∣ ≤ KT ‖ϕ‖CT

∫ t

0
(t− τ)−1+α

2 τ−
1
2 dτ = KT ‖ϕ‖

CT Γ(α
2 )Γ(1

2)
Γ(1+α

2 )
t

α−1
2 .

(23)
Äëÿ ôóíêöi¨ V

(1)
2 (t) çàïèøåìî ôîðìóëó

V
(1)
2 (t) =

1√
2πb(0)

∫

D
µ(dy)

∫ t

0

y

(t− τ)
3
2

e
− y2

2b(0)(t−τ) Ψ(τ)dt.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (18), îòðèìó¹ìî
∣∣∣V (1)

2 (t)
∣∣∣ ≤ KT ‖ϕ‖ 1√

2πb(0)

∫

D
µ(dy)

∫ t

0

y

(t− τ)
3
2 τ

1
2

e
− y2

2b(0)(t−τ) dτ.

Îñêiëüêè
∫ t

0

y

(t− τ)
3
2 τ

1
2

e
− y2

2b(0)(t−τ) dτ =

√
2πb(0)

t
e
− y2

2b(0)t ,

òî ∣∣∣V (1)
2 (t)

∣∣∣ ≤ KT ‖ϕ‖t−
1
2

∫

D
e
− y2

2b(0)t µ(dy). (24)
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Ç (22)�(24) âèïëèâà¹ îöiíêà

∣∣∣V (1)(t)
∣∣∣ ≤ KT ‖ϕ‖t−

1
2

(
CT Γ(α

2 )Γ(1
2)

Γ(1+α
2 )

t
α
2 +

∫

D
e
− y2

2b(0)t µ(dy)

)
, t ∈ (0, T ].

(25)
Ó ïðàâié ÷àñòèíi (25) ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

at =
CT Γ(α

2 )Γ(1
2)

Γ1+α
2

t
α
2 , bt =

∫

D
e
− y2

2b(0)t µ(dy), t ∈ (0, T ].

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà â) (äèâ. òàêîæ çàóâàæåííÿ 2) ãàðàíòó¹ âèêî-
íàííÿ äëÿ bt íåðiâíîñòi bt ≤ bT < 1, t ∈ (0, T ]. Äàëi çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨
ïî k äëÿ V (k)(t) âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêó (t ∈ (0, T ])

∣∣∣V (k)(t)
∣∣∣ ≤ KT ‖ϕ‖t−

1
2

k∑

m=0

Cm
k a

(k−m)
t bm

t , k = 0, 1, 2 . . . , (26)

äå

Cm
k =

k!
m!(k −m)!

, a
(k)
t =

(
CT Γ(α

2 )
)k Γ(1

2)

Γ(1+kα
2 )

tk
α
2 .

Òóò CT òà KT � ñòàëi ç íåðiâíîñòåé (17) òà (18) âiäïîâiäíî. Âðàõîâóþ÷è
îöiíêó (26), ìà¹ìî:

∞∑

k=0

∣∣∣V (k)(t)
∣∣∣ ≤ KT ‖ϕ‖t−

1
2

∞∑

k=0

k∑

m=0

Cm
k a

(k−m)
t bm

t =

= KT ‖ϕ‖t−
1
2

∞∑

k=0

a
(k)
t

∞∑

m=0

Cm
k+mbm

t = KT ‖ϕ‖t−
1
2

∞∑

k=0

a
(k)
t

(1− bt)k+1
≤

≤ KT ‖ϕ‖t−
1
2

∞∑

k=0

(
CT Γ(α

2 )
)
Γ(1

2)

Γ(1+kα
2 )(1− bT )k+1

tk
α
2 .

(27)

Íåðiâíiñòü (27) çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü ðÿäó (21) äëÿ t ∈ (0, T ] i äà¹ äëÿ V
îöiíêó

|V (t)| ≤ C‖ϕ‖t− 1
2 , t ∈ (0, T ]. (28)

Âiäçíà÷èìî ùå îäíó âëàñòèâiñü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (16), ÿêó áóäå âè-
êîðèñòàíî íèæ÷å. ßêùî ϕn(x) � òàêà ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíèõ âèìiðíèõ
ôóíêöié íà R ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî ϕn(x) → ϕ(x) äëÿ êîæíîãî x ∈
R, êîëè n → ∞, i supn,x |ϕn(x)| < ∞, òî limn→∞ V (t, ϕn) = V (t, ϕ) äëÿ
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äîâiëüíîãî t > 0. Äëÿ äîâåäåííÿ òðåáà çàóâàæèòè, ùî â ðÿäi (21), ÿêèé
çîáðàæà¹ ôóíêöiþ V (t, ϕn) (òîáòî ôóíêöiþ V (t) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ
ϕn), ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïî÷ëåííî.

Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16) i âñòà-
íîâèëè äëÿ íüîãî îöiíêó (28). Öÿ îöiíêà ðàçîì ç îöiíêîþ (11), â ÿêié
òðåáà ïîêëàñòè r = p = 0, çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ u1 ç (14) i âè-
êîíàííÿ äëÿ íå¨ íåðiâíîñòi (13). Î÷åâèäíî òàêà æ íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà
äëÿ ôóíêöi¨ u0 ç (14), à, îòæå, i äëÿ ôóíêöi¨ u. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3)�(5) äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî äî ïðèïóùåíü òåîðåìè 1 äîëó÷èòè óìîâó
óçãîäæåííÿ

L0ϕ(0) = 0, (29)
òî çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�(5) íàëåæèòü äî C (

[0,∞)×D)
.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ïîáóäîâàíèé íàìè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�(5) �
¹äèíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâà ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3)-(5)
ç êëàñó (12). Ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç u(1)(t, x) òà u(2)(t, x). Òîäi ôóíêöiÿ
u(t, x) = u(1)(t, x) − u(2)(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ â îáëàñòi t > 0, x ∈ D ðiâ-
íÿííÿ (3), ïî÷àòêîâó óìîâó

u(0, x) = 0, x ∈ D, (30)

êðàéîâó óìîâó
u(t, 0) = v(t), t > 0, (31)

äå
v(t) =

∫

D

(
u(1)(t, x)− u(2)(t, x)

)
µ(dy),

à òàêîæ óìîâó óçãîäæåííÿ
v(0) = 0. (32)

Ðiâíîñòi (3), (30), (31) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðøó ïàðàáîëi÷íó êðà-
éîâó çàäà÷ó äëÿ ôóíêöi¨ u = u(1) − u(2). Âiäîìî (äèâ. [3]), ùî ó âèïàäêó,
êîëè v ∈ C([0,∞)), òî ïðè âèêîíàííi óìîâè óçãîäæåííÿ (32) iñíó¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç êëàñó C([0,∞) × D) ∩ C1,2((0,∞) × D), ÿêèé
ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

u(t, x) =
∫ t

0
g(t− τ, x, 0)V (τ)dτ,

äå ôóíêöiÿ V îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè (31). Ó íàøîìó âèïàäêó
óìîâà (31) ïðèâîäèòü äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16), â ÿêîìó Ψ(t) ≡ 0.
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Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ìà¹ìî, ùî
V (t) ≡ 0, à, îòæå, u ≡ 0 i u(1) ≡ u(2). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå,
ùî íàøå ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ äâîõ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3)�(5)
¹ ñóïåðå÷ëèâèì.

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3)�(5) ìîæ-

íà âèçíà÷èòè ñiì'þ îïåðàòîðiâ (Tt)t>0, ÿêi äiþòü â ïðîñòîði B(R). Äëÿ
t > 0, x ∈ D òà ϕ ∈ B(R) ïîêëàäåìî

Ttϕ(x) =
∫

R
g(t, x, y)ϕ(y)dy +

∫ t

0
g(t− τ, x, 0)V (τ, ϕ)dt, (33)

äå V (t, ϕ) ≡ V (t) � ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (16).
Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè Tt, t > 0, çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:
i) ÿêùî ϕn ∈ B(R), n = 1, 2, . . . , sup ‖ϕn‖ < ∞ i äëÿ âñiõ x ∈ R ìà¹ìî

limn→∞ ϕn(x) = ϕ(x), òî äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ D âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ limn→∞ Ttϕn(x) = Ttϕ(x);

ii) äëÿ âñiõ t1 > 0, t2 > 0 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Tt1+t2 = Tt1Tt2;
iii) Ttϕ(x) ≥ 0 äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ D, ÿêùî ôóíêöiÿ ϕ ∈ B(R) ¹ òàêîþ,

ùî ϕ(x) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ∈ R;
iv)‖Tt‖ ≤ 1 äëÿ âñiõ t > 0.
Óìîâè i)�iv) ëåãêî ïåðåâiðèòè. Çîêðåìà, âëàñòèâiñòü i) ¹ íàñëiäêîì

âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (16) i òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ãðàíè÷íèé
ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Âëàñòèâiñòü ii) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîâîþ
âëàñòèâiñòþ. �¨ ëåãêî îáãðóíòóâàòè íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ ïðî ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3)�(5). Âëàñòèâiñòü iii) ¹ íàñëiäêîì ïðèíöèïó ìàêñèìó-
ìó äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Íàðåøòi, âëàñòèâiñòü iv) îçíà÷à¹, ùî äëÿ
êîæíîãî t > 0 îïåðàòîð Tt ¹ îïåðàòîðîì ñòèñêó. ßêùî âçÿòè äî óâàãè iii),
òî äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi iv) äîñèòü çàóâàæèòè, ùî Ttϕ0(x) ≡ 1 äëÿ
âñiõ t > 0, x ∈ D, ÿêùî ϕ0(x) ≡ 1. Äîäàòêîâî çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó,
êîëè ϕ ∈ B(R) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (29), òî T0 = I, äå I � öå îäèíè÷íèé
îïåðàòîð, i âëàñòèâîñòi i)�iv) áóäóòü âèêîíàíi òàêîæ ïðè t = 0. Çâiäñè
ðîáèìî âèñíîâîê (äèâ. [4]), ùî ïîáóäîâàíà íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ Tt âè-
çíà÷à¹ äåÿêèé îäíîðiäíèé ôåëëåðiâñüêèé ïðîöåñ íà D. Ïîçíà÷èìî éîãî
éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó ÷åðåç P (t, x, dy), òàê ùî Ttϕ(x) =

∫
R P (t, x, dy)ϕ(y).

Îòæå, äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ êîåôiöiåíòiâ îïåðàòîðà L ç ôîðìóëè (1) òà

ìiðè µ(·) ç ôîðìóëè (2) âèêîíàíi óìîâè à)�â). Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3)�
(5) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ íàïiâãðóïó îïåðàòîðiâ Tt, t ≥ 0, ÿêà îïèñó¹
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îäíîðiäíèé ôåëëåðiâñüêèé ïðîöåñ íà D, òàêèé, ùî éîãî ÷àñòèíà ó âíóò-
ðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi D çáiãà¹òüñÿ ç äèôóçiéíèì ïðîöåñîì, êåðîâàíèì
îïåðàòîðîì L, à éîãî ïîâåäiíêà íà ìåæi îáëàñòi âèçíà÷à¹òüñÿêðàéîâîþ
óìîâîþ (29).
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Using analytical methods it was constructed an integral representation
of a semigroup that describes homogeneous di�usion process on half-line
R+ and its behaviour on a boundary x = 0 de�nes by integral boundary
condition.




