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Ðîçãëÿäàþòüñÿ ÷óòëèâi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ùî çàäàþòüñÿ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì âiä-

ðiçêà ïðÿìî¨ â ñåáå. Êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè ÷óòëèâîñòi âèçíà÷àþòüñÿ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà: L1,

L2, L3, L4, äå L1 � ìàêñèìàëüíà ïîõèáêà ïðîãíîçó åâîëþöi¨ ñèñòåìè, L2 � ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà

öi¹¨ ïîõèáêè, L3 òà L4 îïèñóþòü ìàêñèìàëüíå òà ãðàíè÷íå âiäõèëåííÿ âiä ôiêñîâàíî¨ îðáiòè.

Çîêðåìà, äîâåäåíî ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4.

O. Rybak, The Lyapunov numbers for dynamical systems on the interval, Math. Bull. Shevchenko

Sci. Soc. 10 (2013), 127–134.

We consider sensitive dynamical systems defined by continuous selfmaps of the interval. Quan-

titative characteristics of the sensitivity are determined by the Lyapunov numbers: L1, L2, L3 and

L4, where L1 is equal to the maximum error of prediction of the system evolution, L2 shows the

limit behaviour of this error, L3 and L4 describe the maximal and the limit deviation from a fixed

orbit. In particular, the equalities L1 = L2 and L3 = L4 are proved.

1. Âñòóï

Ó ïðîöåñi âèâ÷åííÿ ôiçè÷íèõ ñèñòåì iç íèõ ñòàëè âèäiëÿòè òàêi, ùî ¹ ñòiéêèìè äî
ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ñòiéêiñòü îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíi ìàëi çìiíè ïî÷àòêîâîãî ñòàíó ñèñòåìè
íå áóäóòü ñèëüíî âïëèâàòè íà ¨¨ ïîäàëüøèé ðîçâèòîê. Ñòiéêi ñèñòåìè äîñèòü çðó÷íi äëÿ
ìîäåëþâàííÿ òà àíàëiçó, áî íàâiòü ïðè íåâåëèêèõ ïîõèáêàõ ó âèçíà÷åííi ïî÷àòêîâîãî
ñòàíó âñå îäíî ìîæíà ç ïåâíîþ òî÷íiñòþ ñïðîãíîçóâàòè ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ñèñòåìè.

Îäíå ç îçíà÷åíü ñòiéêî¨ ñèñòåìè ââiâ ó òåîðiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Î.Ì. Ëÿ-
ïóíîâ. Öå îçíà÷åííÿ âiäíîñèòüñÿ äî ñèñòåì, ñòàí ÿêèõ çàäà¹òüñÿ òî÷êîþ â ïåâíîìó
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X. Ââåäåìî äîïîìiæíå ïîçíà÷åííÿ: íåõàé F (x, t) � öå ñòàí ñèñòå-
ìè ó ÷àñ t, ÿêùî â íóëüîâèé ìîìåíò ÷àñó âîíà ïåðåáóâàëà â ñòàíi x. Çà îçíà÷åííÿì
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Ëÿïóíîâà, ñèñòåìà ¹ ñòiéêîþ â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó t > 0 òà äîâiëüíî¨ òî÷êè y, äëÿ ÿêî¨ d(x, y) < δ, âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü d(F (x, t), F (y, t)) ≤ ε. Òóò d(x, y) � âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè x òà y. Ñèñòåìà
íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ (àáî ïðîñòî ñòiéêîþ), ÿêùî âîíà ñòiéêà ó
áóäü-ÿêié òî÷öi x ∈ X.

Îçíà÷åííÿ Ëÿïóíîâà ïiäõîäèòü i äëÿ äèñêðåòíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ¹ îñíîâ-
íèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ äàíî¨ ñòàòòi. Äèñêðåòíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ (àáî ïðîñòî
äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ) íàçèâàòèìåìî ïàðó (X, f), äå X � ïðîñòið ç äåÿêîþ ìåòðè-
êîþ d, à f � âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó X ó ñåáå. ×àñòî ðîçãëÿäàþòü ëèøå âiäîáðàæåííÿ
f , íåïåðåðâíi âiäíîñíî d. Ó äàíié ðîáîòi öå òåæ òàê, òîìó äàëi ìè íå áóäåìî îêðåìî
ïiäêðåñëþâàòè íåïåðåðâíiñòü f . Ïðè ðîçãëÿäi ïàðè (X, f) ÿê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íàñ
çàçâè÷àé öiêàâèòèìóòü n-êðàòíi êîìïîçèöi¨ f , òîáòî ôóíêöi¨, îçíà÷åíi ðåêóðñèâíî ÿê
fn = f ◦ fn−1, äå f 1 = f . Îçíà÷åííÿ Ëÿïóíîâà ëåãêî ïåðåíåñòè íà äèñêðåòíi äèíàìi÷íi
ñèñòåìè, ðîçãëÿäàþ÷è òî÷êè fn(x) çàìiñòü F (x, t).

Çâè÷àéíî, äàëåêî íå âñi ïðèðîäíi ÿâèùà äåìîíñòðóþòü ñòiéêiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Íàïðèêëàä, ñòiéêèìè íå áóäóòü ñèñòåìè, ùî îïèñóþòü çìiíè ïîïóëÿöié êîìàõ àáî ïðî-
öåñè ó ïëàçìi. Ïðè âèâ÷åííi òàêèõ ñèñòåì âàæëèâî îöiíèòè, ç ÿêîþ òî÷íiñòþ ìè ìîæåìî
ïðîãíîçóâàòè ¨õíþ åâîëþöiþ.

ßê ïðîòèëåæíèé âèïàäîê äî ñòiéêèõ, ñòàëè âèâ÷àòèñÿ ÷óòëèâi äèíàìi÷íi ñèñòåìè.
Ó ðîáîòàõ Äæ. Ãóêåíõàéìåðà [6], à òàêîæ Äæ. Àóñëåíäåðà òà Äæ. Éîðêà [3] áóëî äàíî
íàñòóïíå îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà (X, f) ÷óòëèâà äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ÿêùî iñíó¹ òàêå ε >
0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X òà äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó Ux ⊂ X iñíóþòü òî÷êà y ∈
Ux òà íåâiä'¹ìíå öiëå n, äëÿ ÿêèõ d(fn(x), fn(y)) > ε. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ òàêi ñèñòåìè
íàçèâàþòü ïðîñòî ÷óòëèâèìè. Çãîäîì äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ÷óòëèâi äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ,
ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ. Ñåðåä òàêèõ ðîáiò ìîæíà çãàäàòè ñòàòòþ
Î. Áëîõà [10], ïðèñâÿ÷åíó àíàëiçó âiäîáðàæåíü âiäðiçêà.

Ïîíÿòòÿ ÷óòëèâîñòi çàñòîñîâó¹òüñÿ â îçíà÷åííi õàîñó. Òàê, Ð. Äåâàíi [5] çàïðîïîíó-
âàâ íàçèâàòè õàîòè÷íèìè òi ñèñòåìè, ùî ìàþòü ùiëüíó ìíîæèíó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê, à
òàêîæ îäíî÷àñíî ¹ òðàíçèòèâíèìè òà ÷óòëèâèìè. Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà (X, f) íàçèâà-
¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ U, V ⊂ X çíàéäåòüñÿ
òàêå öiëå n ≥ 0, ùî fn(U) ∩ V 6= ∅. ×åðåç êiëüêà ðîêiâ â äåêiëüêîõ ñòàòòÿõ (çîêðåìà
â [4] òà [7]) íåçàëåæíî áóëî äîâåäåíî, ùî ïðè êîìïàêòíîìó X ç ïåðøèõ äâîõ óìîâ ó
îçíà÷åííi Äåâàíi âæå ñëiäó¹ ÷óòëèâiñòü. Öåé ðåçóëüòàò îäíèì ç ïåðøèõ ïîêàçàâ çâ'ÿçîê
ìiæ ÷óòëèâiñòþ ñèñòåìè òà ¨¨ òîïîëîãi÷íèìè îñîáëèâîñòÿìè, òîáòî îñîáëèâîñòÿìè åâî-
ëþöi¨ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí. Ïiñëÿ öüîãî ôîðìàëüíî ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ ÷óòëèâèõ
ñèñòåì áóëî ïðîâåäåíå â ðîáîòi [1].

Ó ìîíîãðàôi¨ Ñ. Ðþåò [9] ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèíàìiêà ñèñòåì íà âiäðiçêó. Îñîáëèâà óâà-
ãà ïðèäiëåíà ÿâèùàì ÷óòëèâîñòi òà õàîòè÷íîñòi òàêèõ ñèñòåì. Íàâåäåìî äâi òåîðåìè
çi çãàäàíî¨ ðîáîòè (ñ. 19 òà ñ. 22), ùî iëþñòðóþòü çâ'ÿçîê ìiæ ÷óòëèâiñòþ òà òðàíçè-
òèâíiñòþ. Â îðèãiíàëi öi òâåðäæåííÿ ìiñòÿòü äîäàòêîâi ïîäðîáèöi. Òóò âêàæåìî ëèøå
îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1.1. Êîæíà òðàíçèòèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà (I, f) íà âiäðiçêó ¹ ÷óòëèâîþ.
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Òåîðåìà 1.2 (Î. Áëîõ). ßêùî ñèñòåìà (I, f) íà âiäðiçêó I ÷óòëèâà, òî I ìiñòèòü íå-

âèðîäæåíi ïîïàðíî íåïåðåòèííi âiäðiçêè J1, J2, . . . , Jp, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

óìîâè. Ïî-ïåðøå, äëÿ äàíèõ âiäðiçêiâ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi f(J1) = J2, f(J2) = J3, . . . ,

f(Jp) = J1. À ïî-äðóãå, ñèñòåìà (J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jp, f) ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Íàâåäåíi òåîðåìè âäàëî ïîâ'ÿçóþòü ÷óòëèâiñòü çi ñòðóêòóðíèìè ÿêîñòÿìè ñèñòåìè
(I, f). Àëå âîíè íå äàþòü êiëüêiñíèõ îöiíîê äëÿ âåëè÷èí, çãàäàíèõ ó òåîðåìàõ. Íàïðè-
êëàä ó òåîðåìi 1.2 íå âêàçàíà òî÷íà îöiíêà äîâæèíè íàéáiëüøîãî ç âiäðiçêiâ J1, J2, . . . , Jp
â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà ε, ÿêèé ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi ÷óòëèâîñòi.

Ó ñòàòòi I. Åéêiíà òà Ñ. Êîëÿäè [2] áóâ äîâåäåíèé íàñòóïíèé ôàêò, ùî äåìîíñòðó¹
åêâiâàëåíòíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü ÷óòëèâîñòi.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → X êîìïàêòíîãî

ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) Iñíó¹ òàêå ε1 > 0, ùî áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊂ X ìiñòèòü òî÷êè

x, y ∈ U , äëÿ ÿêèõ sup
n∈N

d
(
fn(x), fn(y)

)
> ε1.

(2) Iñíó¹ òàêå ε2 > 0, ùî áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊂ X ìiñòèòü òî÷êè

x, y ∈ U , äëÿ ÿêèõ lim sup
n→∞

d
(
fn(x), fn(y)

)
> ε2.

(3) Ñèñòåìà (X, f) ¹ ÷óòëèâîþ, òîáòî iñíó¹ òàêå ε3 > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X
äîâiëüíèé ¨¨ îêië Ux ìiñòèòü òî÷êó y ∈ Ux, äëÿ ÿêî¨ sup

n∈N
d
(
fn(x), fn(y)

)
> ε3.

(4) Iñíó¹ òàêå ε4 > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X äîâiëüíèé ¨¨ îêië Ux ìiñòèòü

òî÷êó y ∈ Ux, äëÿ ÿêî¨ lim sup
n→∞

d
(
fn(x), fn(y)

)
> ε4.

Â ðîáîòi [8] äàíèé ðåçóëüòàò áóëî ïîêðàùåíî: äîâîäèëîñÿ, ùî äëÿ çàçíà÷åíèõ εi âiä-
íîøåííÿ ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü áóäü-ÿêèõ äâîõ ç íèõ íå ïåðåâèùó¹ 2. Òàêîæ äàâàâñÿ
êîíñòðóêòèâíèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ òî÷îê x òà y. Ó çãàäàíié ðîáîòi ìàêñè-
ìàëüíi çíà÷åííÿ εi íàçâàíi ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà, îñêiëüêè àíàëîãi÷íà êîíñòðóêöiÿ ôiãóðó¹
â îçíà÷åííi ñòiéêîñòi çà Ëÿïóíîâèì. Ñòàòòÿ [8] ïðèñâÿ÷åíà ïîðiâíÿííþ ÷èñåë Ëÿïóíîâà
äëÿ ðiçíèõ òèïiâ ñèñòåì.

Äàíà ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì [8]. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïåðøà ñòàòòÿ àêöåíòóâàëàñÿ
íà ñèñòåìàõ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, à â öié ðîáîòi îñíîâíà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ âiäîáðà-
æåííÿì âiäðiçêà. Ó äðóãîìó ðîçäiëi âèçíà÷àþòüñÿ îñíîâíi ïîíÿòòÿ, áiëüøiñòü ç ÿêèõ
âèâ÷àëàñÿ â [8]. Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ôîðìóëþþòüñÿ òà äîâîäÿòüñÿ îñíîâíi ðåçóëüòàòè
ñòàòòi. ×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äåÿêèì óçàãàëüíåííÿì.

2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà L1, L2, L3 òà L4, ùî áóëè ââåäåíi â [8].
Äëÿ òî÷êè x òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç Ox(X) ïîçíà÷èìî ñiì'þ óñiõ âiäêðè-

òèõ îêîëiâ òî÷êè x, à ÷åðåç O(X) =
⋃

x∈X Ox(X) � ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ
ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X.
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Äëÿ ñèñòåìè (X, f) âèçíà÷èìî äiàìåòðàëüíó êîíñòàíòó Ëÿïóíîâà ÿê

L1 = inf
U∈O(X)

sup
n∈N

diam(fn(U)) = inf
U∈O(X)

sup
x,y∈U

sup
n∈N

d(fn(x), fn(y)).

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ ñëiäó¹, ùî (X, f) ÷óòëèâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè L1 > 0.
Ìîæíà âèçíà÷èòè ÷óòëèâiñòü i â áiëüø ñèëüíié ôîðìi. Ñèñòåìó (X, f) áóäåìî íàçè-

âàòè àñèìïòîòè÷íî ÷óòëèâîþ, ÿêùî ¹ òàêå ε > 0, ùî âñåðåäèíi áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íå-
ïîðîæíüî¨ U ⊂ X çíàéäóòüñÿ äâi òî÷êè x òà y, äëÿ ÿêèõ lim supn→∞ d(f

n(x), fn(y)) > ε.
Äëÿ îòðèìàííÿ êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç öi¹þ ôîðìîþ ÷óòëèâîñòi, âè-
çíà÷èìî äiàìåòðàëüíó àñèìïòîòè÷íó êîíñòàíòó Ëÿïóíîâà

L2 = inf
U∈O(X)

sup
x,y∈U

lim sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)).

Ó çàãàëüíîìó (íå êîìïàêòíîìó) âèïàäêó ç ÷óòëèâîñòi íå ñëiäó¹ àñèìïòîòè÷íà ÷ó-
òëèâiñòü. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî iñíóþòü ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ L1 > 0, àëå L2 = 0.

Ïðèêëàä 2.1. Ðîçãëÿíåìî êàíòîðiâ êóá K = {0, 1}Z ç îïåðàòîðîì çñóâó f : K → K,
f : (xi)i∈Z → (xi+1)i∈Z, òà (óëüòðà)ìåòðèêîþ

d
(
(xi)i∈Z, (yi)i∈Z

)
= max

(
{0} ∪ {2−|i| : xi 6= yi}

)
.

Ó êàíòîðîâîìó êóái ðîçãëÿíåìî âñþäè ùiëüíó ïiäìíîæèíó

X = {(xi)i∈Z ∈ K : |{i ∈ Z : xi 6= 0}| <∞},

ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòåé, ó ÿêèõ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü êîîðäèíàò âiäìiííà
âiä íóëÿ. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ ñèñòåìè (K, f) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü L1 =

L2 = 1, ó òîé ÷àñ ÿê äëÿ ïiäñèñòåìè (X, f |X) ìà¹ìî L1 = 1 i L2 = 0.
Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (X, f |X) ¹ ÷óòëèâîþ, àëå íå àñèìïòîòè÷íî ÷óòëèâîþ.

Òàêîæ äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè (X, f) ìîæíà ââåñòè êîíñòàíòè ÷óòëèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi
ç âiäõèëåííÿì îðáiò ðiçíèõ òî÷îê âiä îðáiòè ïåâíî¨ òî÷êè x ∈ X. À ñàìå, íåõàé

L3(x) = inf
U∈Ox(X)

sup
y∈U

sup
n∈N

d
(
fn(x), fn(y)

)
.

×èñëî L3 = infx∈X L3(x) íàçèâàòèìåìî ðàäiàëüíîþ êîíñòàíòîþ Ëÿïóíîâà. Íàðåøòi,
ââåäåìî ðàäiàëüíó àñèìïòîòè÷íó êîíñòàíòó Ëÿïóíîâà:

L4 = inf
x∈X
L4(x), äå L4(x) = inf

U∈Ox(X)
sup
y∈U

lim sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)).

Ó [8] äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó êîìïàêòíîãî X òà íåïåðåðâíî¨ f âiðíî L4 ≥ L1/2.
Òàêîæ äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè (X, f) âèêîíóþòüñÿ î÷åâèäíi íåðiâíîñòi

L1 ≥ L2 ≥ L4 òà L1 ≥ L3 ≥ L4.

Ç óñüîãî öüîãî ñëiäó¹, ùî çà êîìïàêòíîãî X òà íåïåðåðâíî¨ f áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà Ëÿïó-
íîâà âiäðiçíÿþòüñÿ íå áiëüøå, íiæ óäâi÷i.

Ùå ó [8] áóëî íàâåäåíî ïðèêëàä ñèñòåìè (X, f) ç êîìïàêòíèì X òà íåïåðåðâíîþ f ,
äëÿ ÿêî¨ L1 = 2L3, à òàêîæ ñèñòåìè, äëÿ ÿêî¨ L3 = 2L4. Iñíóâàííÿ ñèñòåì çi çãàäàíè-
ìè äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè, äëÿ ÿêèõ L1 > L2, çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿì.
Òåîðåìà 3.1 âiäïîâiäà¹ íà öå ïèòàííÿ ó âèïàäêó ñèñòåìè íà âiäðiçêó.



×èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà âiäðiçêó 131

3. Ðiâíîñòi ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà

Äîâåäåìî ðiâíîñòi ìiæ äåÿêèìè ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà ó âèïàäêó ñèñòåìè íà âiäðiçêó.

Òåîðåìà 3.1. ßêùî I � âiäðiçîê, òî äëÿ ñèñòåìè (I, f) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü L1 = L2.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ I. Òàêîæ âiçüìåìî äîâiëüíå
δ > 0.

Çà îçíà÷åííÿì äiàìåòðàëüíî¨ êîíñòàíòè Ëÿïóíîâà, çíàéäóòüñÿ x1, y1 ∈ U òà n1 ∈
N, äëÿ ÿêèõ d(fn1(x1), f

n1(y1)) > L1 − δ. Âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì, òîìó iñíó¹
âiäðiçîê V1 ⊂ U , ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó x1 i äëÿ ÿêîãî diam(fn1(V1)) < δ. Àíàëîãi÷íî,
iñíó¹ âiäðiçîê W1 ⊂ U , ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó y1 i äëÿ ÿêîãî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
diam(fn1(W1)) < δ. Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà îòðèìó¹ìî d(fn1(V1), f

n1(W1)) > L1 − 3δ,
äå d(A,B) äëÿ ìíîæèí A òà B îçíà÷à¹ ìiíiìóì âåëè÷èíè d(a, b) ïî âñiõ a ∈ A òà b ∈ B.

Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi âiäðiçêiâ {Vk}∞k=2 òà {Wk}∞k=2 òà çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {nk}∞k=2 ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ïî-ïåðøå, äëÿ âñiõ k ∈ N
áóäóòü ìàòè ìiñöå âêëþ÷åííÿ Vk+1 ⊂ Vk òà Wk+1 ⊂ Wk. Ïî-äðóãå, äëÿ êîæíîãî k ∈ N
(k ≥ 2) ñïðàâäæóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü d(fnk(Vk), f

nk(Wk)) > L1− 3δ. Îñêiëüêè ìè âæå
çíàéøëè V1,W1 òà n1, ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà áóäóâàòè iíäóêòèâíî. Òîáòî, äëÿ äîâiëüíîãî
k ∈ N (k ≥ 2) äîñòàòíüî äîâåñòè iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ Vk, Wk òà nk, ïðèïóñêàþ÷è, ùî
Vk−1, Wk−1 òà nk−1 âæå îáðàíi.

Ó âiäðiçêó Vk−1 âèáåðåìî íàñòiëüêè ìàëèé âiäðiçîê S, ùî äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ
i ≤ nk−1 âèêîíó¹òüñÿ diam(f i(S)) < L1 − δ. Ç âëàñòèâîñòåé êîíñòàíòè L1 ñëiäó¹, ùî
çíàéäåòüñÿ òàêå m, äëÿ ÿêîãî diam(fm(S)) > L1− δ. Çà âèáîðîì S, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
m > nk−1.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè iñíó¹ òî÷êà y ∈ Wk−1, äëÿ ÿêî¨ fm(y) /∈ fm(S).
Íåõàé z � òîé êiíåöü âiäðiçêà fm(S), ÿêèé çíàõîäèòüñÿ äàëi âiä fm(y). Î÷åâèäíî,
çíàéäåòüñÿ òî÷êà x ∈ S, äëÿ ÿêî¨ fm(x) = z. Òîäi d(fm(x), fm(y)) = d(z, fm(y)) ≥
diam(fm(S)) > L1 − δ. Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê Vk, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè x ∈ Vk,
Vk ⊂ Vk−1 òà diam(fm(Vk)) < δ. Àíàëîãi÷íî, íåõàé Wk � äåÿêèé âiäðiçîê, äëÿ ÿêî-
ãî y ∈ Wk, Wk ⊂ Wk−1 òà diam(fm(Wk)) < δ. Ó ÿêîñòi nk âiçüìåìî m. Òîäi, ÿê
i âèìàãàëîñÿ, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fnk(Vk), f

nk(Wk)) = d(fm(Vk), f
m(Wk)) ≥

d(fm(x), fm(y))− 2δ > L1 − 3δ.
Çàëèøèâñÿ âèïàäîê, êîëè fm(Wk−1) ⊂ fm(S). Òîäi ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

fm(Wk−1) ⊂ fm(Vk−1), òîìó ùî S ⊂ Vk−1. Çà îçíà÷åííÿì L1, iñíó¹ òàêå t ∈ N, ùî
diam(f t(fm(Wk−1))) > L1 − δ. Îòæå, äëÿ äåÿêèõ y, z ∈ Wk−1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
d(fm+t(y), fm+t(z)) > L1 − δ. Îñêiëüêè fm(Wk−1) ⊂ fm(Vk−1), çíàéäåòüñÿ x ∈ Vk−1,
äëÿ ÿêî¨ fm(x) = fm(z), à îòæå fm+t(x) = fm+t(z). Ìà¹ìî x ∈ Vk−1, y ∈ Wk−1 òà
d(fm+t(x), fm+t(y)) > L1 − δ. Òîìó ìîæíà âçÿòè nk = m+ t, à âiäðiçêè Vk òà Wk îáðàòè
òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.

Óñi âiäðiçêè ïîñëiäîâíîñòi {Vk}∞k=1 ¹ âêëàäåíèìè, òîìó âîíè ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó v.
Àíàëîãi÷íî, âiäðiçêè ïîñëiäîâíîñòi {Wk}∞k=1 ìàþòü äåÿêó ñïiëüíó òî÷êó w. Çà âèáîðîì
V1 òàW1, ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ v, w ∈ U . Òàêîæ, çà ïîáóäîâîþ {nk}∞k=1, äëÿ áóäü-ÿêîãî
k ∈ N âiðíà íåðiâíiñòü d(fnk(v), fnk(w)) > L1 − 3δ. Òîáòî, L2 ≥ L1 − 3δ. Ç äîâiëüíîñòi
δ > 0 îòðèìó¹ìî, ùî L2 = L1.
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Äîâåäåìî àíàëîãi÷íó òåîðåìó äëÿ ðàäiàëüíèõ êîíñòàíò.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (I, f) íà âiäðiçêó I ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü L3 = L4.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ I òà äåÿêó âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ I, ÿêà
ìiñòèòü x. Òàêîæ îáåðåìî äîâiëüíå δ > 0.

Çà îçíà÷åííÿì L3, çíàéäóòüñÿ y ∈ U òà n1 ∈ N, äëÿ ÿêèõ d(fn1(x), fn1(y)) > L3−δ. Íà
ìíîæèíi U îáåðåìî âiäðiçîê V1, ÿêèé ìiñòèòü y òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó diam(fn1(V1)) < δ.
Òîäi âiðíà íåðiâíiñòü d(fn1(x), fn1(V1)) < L3−2δ, äå d(p,A) ïîçíà÷à¹ âiäñòàíü âiä òî÷êè
p äî íàéáëèæ÷î¨ äî íå¨ òî÷êè ç ìíîæèíè A.

Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âiäðiçêiâ {Vk}∞k=2 òà çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ
÷èñåë {nk}∞k=2 ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ïî-ïåðøå, äëÿ âñiõ k ∈ N âèêîíóâàòèìåòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ Vk+1 ⊂ Vk. Ïî-äðóãå, äëÿ êîæíîãî k ∈ N (k ≥ 2) ñïðàâäæóâàòèìåòüñÿ
íåðiâíiñòü d(fnk(x), fnk(Vk)) > L3− 2δ. ßê i â äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, áóäóâàòè-
ìåìî ïîñëiäîâíîñòi iíäóêòèâíî.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå k ∈ N (k ≥ 2). Îáåðåìî íà Vk−1 íàñòiëüêè ìàëèé âiäðiçîê S, ùî
äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ i ≤ nk−1 âèêîíó¹òüñÿ diam(f i(S)) < L3 − δ. Ç îçíà÷åííÿ L3

ñëiäó¹, ùî ¹ òàêå m, äëÿ ÿêîãî diam(fm(S)) > L3 − δ. Çà âèáîðîì S, ìà¹ìî m > nk−1.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè fm(x) /∈ fm(S). Íåõàé z � òîé ç äâîõ êiíöiâ âiäðiçêà fm(S),

ÿêèé çíàõîäèòüñÿ äàëi âiä fm(x). Òîäi, î÷åâèäíî, d(fm(x), z) > diam(fm(S)) > L3 − δ.
Îñêiëüêè z ∈ fm(S), iñíó¹ òî÷êà y ∈ S, äëÿ ÿêî¨ fm(y) = z. Îáåðåìî âiäðiçîê Vk ⊂ S,
ÿêèé ìiñòèòü y òà ìà¹ íàñòiëüêè ìàëó äîâæèíó, ùî diam(fm(Vk)) < δ. Òàêîæ ïîêëàäåìî
nk = m. Òîäi Vk ⊂ S ⊂ Vk−1 òà d(fnk(x), fnk(Vk)) > L3 − 2δ, ùî i áóëî ïîòðiáíî.

Çàëèøèâñÿ âèïàäîê, êîëè fm(x) ∈ fm(S). Çà îçíà÷åííÿì L3, iñíóþòü t ∈ N òà z ∈
fm(S), äëÿ ÿêèõ d(f t(fm(x)), f t(z)) > L3− δ. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó y ∈ S, äëÿ ÿêî¨ fm(y) =

z. Òîäi d(fm+t(x), fm+t(y)) > L3 − δ. Ïîêëàäåìî nk = m+ t i, àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó, îáåðåìî âiäðiçîê Vk ⊂ S, ÿêèé ìiñòèòü y òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó diam(fnk(Vk)) <

δ.
Ïîñëiäîâíî ðîçãëÿäàþ÷è âñi íàòóðàëüíi k ≥ 2, ìè ïîáóäó¹ìî ïîòðiáíi ïîñëiäîâíîñòi

{Vk}∞k=2 òà {nk}∞k=2. Äëÿ òî÷êè v, ùî íàëåæèòü óñiì Vk, çà áóäü-ÿêîãî k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà d(fnk(x), fnk(v)) > L3 − 2δ. Îòæå, L4 ≥ L3 − 2δ, à çàâäÿêè äîâiëüíîñòi δ > 0

âèõîäèòü L3 = L4.

Íàâåäåìî ïðèêëàä ñèñòåìè, äëÿ ÿêî¨ L3 < L1. Íåõàé I = [0, 1] òà f(x) = |1 − 2x|.
Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ I çíàéäåòüñÿ
òàêå n ∈ N, ùî fn(U) = I. Òîìó L1 = 1. Ç iíøîãî áîêó, òî÷êà x = 1

3
¹ íåðóõîìîþ äëÿ

f . Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N òà y ∈ I ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ d(fn(x), fn(y)) =

|1
3
− fn(y)| ≤ 2

3
. Òîìó L3 ≤ 2

3
(i ìîæíà ïîêàçàòè, ùî L3 =

2
3
.)

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî òàêà ñèòóàöiÿ íå ¹ òèïîâîþ. Íàãàäà¹ìî, ùî

L3(x) = inf
U∈Ox(X)

sup
y∈U

sup
n∈N

d
(
fn(x), fn(y)

)
.

Ïiäìíîæèíó Y ⊂ X áóäåìî íàçèâàòè ïiäìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ Áåðà, ÿêùî Y
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ íiäå íå ùiëüíèõ ïiäìíîæèí ç X. Ïiäìíîæè-
íè ïåðøî¨ êàòåãîði¨ Áåðà ¹, ó äåÿêîìó ñåíñi, ìàëèìè ïiäìíîæèíàìè. Íàïðèêëàä, òîìó,
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ùî âiäðiçîê (àáî iíøó íåïîðîæíþ êîìïàêòíó ìíîæèíó) íå ìîæíà ïîêðèòè çëi÷åííîþ
êiëüêiñòþ ïiäìíîæèí ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)

ïiäìíîæèíà Y = {x ∈ X| L3(x) < L1} ¹ ïiäìíîæèíîþ ïåðøîþ êàòåãîði¨ Áåðà â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Br(x) = {y ∈ X : d(x, y) < r} ïîçíà÷à¹ âiäêðèòó êóëþ ðàäió-
ñà r íàâêîëî x ∈ X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Apq ìíîæèíó òàêèõ òî÷îê x, ùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî y ∈ B1/p(x) òà áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
d(fn(x), fn(y)) < L1 − 1

q
. Î÷åâèäíî, Y =

⋃∞
p=1

⋃∞
q=1Apq.

Äîâåäåìî, ùî êîæíà Apq � íiäå íå ùiëüíà, òîáòî âîíà íå ¹ ùiëüíîþ íi â ÿêié âiäêðèòié
íåïîðîæíié ìíîæèíi U ⊂ X. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: íåõàé äåÿêà Apq ùiëüíà â ïåâíié
U ∈ O(X). Îáåðåìî â U âiäêðèòó ïiäìíîæèíó V äiàìåòðîì ìåíøå 1

p
. Çà îçíà÷åííÿì L1,

iñíóþòü òî÷êè x, y ∈ V òà ÷èñëî n ∈ N , äëÿ ÿêèõ d(fn(x), f y(n)) > L1− 1
2q
. Îñêiëüêè Apq

ùiëüíà ó V , iñíó¹ òî÷êà z ∈ Apq∩V , ÿêà íàñòiëüêè áëèçüêà äî x, ùî d(fn(x), fn(z)) < 1
2q
.

Àëå çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè Apq ìà¹ìî, ùî d(fn(z), fn(y)) < L1− 1
q
. Òîäi, çà íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà, d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fn(z))+d(fn) < L1− 1
2q
, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó x,

y òà n. Îòæå, êîæíà Apq � íiäå íå ùiëüíà, à òîäi Y ¹ ïiäìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

4. Óçàãàëüíåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Òåîðåìè 3.1 òà 3.2 âèêîíóþòüñÿ íå ëèøå äëÿ ñèñòåì, çàäàíèõ íà âiäðiçêó. Ùîá çðîáè-
òè óçàãàëüíåííÿ öèõ òåîðåì, îïèøåìî âèìîãó äî âiäîáðàæåííÿ f , ÿêó íàçâåìî óìîâîþ
ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi.

Áóäåìî êàçàòè, ùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñèëüíî¨ âiääàëå-
íîñòi, ÿêùî iñíó¹ òàêå r1 > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ êóëi B = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}
ðàäióñà r < r1, äîâiëüíîãî öiëîãî n ≥ 0 òà äîâiëüíî¨ x /∈ fn(B) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
supy∈fn(B) d(x, y) ≥ diam(fn(B)). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîâåäåííÿ òåîðåì 3.1 òà 3.2
âèêîðèñòîâóþòü ëèøå òîé ôàêò, ùî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X � ïîâíèé, à f ¹ íåïåðåðâíîþ
òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi.

Äëÿ âiäðiçêà I çi ñòàíäàðòíîþ ìåòðèêîþ d(x, y) = |x − y| îïèñàíèé ïðèíöèï, î÷å-
âèäíî, âèêîíó¹òüñÿ çà äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ f . Âèÿâëÿ¹òüñÿ ïðèíöèï ìà¹ ìiñöå i äëÿ
iíøèõ âèäiâ ñèñòåì.

Ïî-ïåðøå, âií âiðíèé äëÿ âiäðiçêà I ç áóäü-ÿêîþ ìîíîòîííîþ ìåòðèêîþ, òîáòî òàêîþ
ìåòðèêîþ d, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x < y < z âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi d(x, y) ≤ d(x, z) òà
d(y, z) ≤ d(x, z).

Ïî-äðóãå, ïðèíöèï ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi ñïðàâåäëèâèé äëÿ êîëà, íà ÿêîìó âiäñòàíü
ìiæ òî÷êàìè x òà y âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äîâæèíà áiëüø êîðîòêî¨ äóãè ç êiíöÿìè â öèõ
òî÷êàõ. Òàêîæ äàíèé ïðèíöèï ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ âiäðiçêiâ òà
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå ñëiäó¹ ç òîãî, ùî êóëÿ U äîñòàòíüî ìàëîãî ðàäióñà áó-
äå íàëåæàòè ëèøå îäíîìó êîëó àáî âiäðiçêó. Òîìó ¨¨ íåïåðåðâíèé îáðàç fn(U) òàêîæ
çíàõîäèòèìåòüñÿ âñåðåäèíi îäíi¹¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ïðîñòîðó, à äî íüîãî ìîæíà çà-
ñòîñóâàòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè áiëüø çàãàëüíó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 4.1. Íåõàé X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à f : X → X ¹ íåïåðåðâíèì i

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi. Òîäi äëÿ (X, f) ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi L1 =

L2 òà L3 = L4.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìåòðèêà d íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ óëüòðàìåòðèêîþ, ÿêùî âîíà
çàäîâîëüíÿ¹ ïîñèëåíó íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà

d(x, z) ≤ max{d(x, y), d(y, z)} äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y, z ∈ X.

Íàïðèêëàä, ìåòðèêà íà êàíòîðîâîìó êóái iç ïðèêëàäó 2.1 ¹ óëüòðàìåòðèêîþ. Ïîñèëåíà
íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà ãàðàíòó¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè B ⊂ X óëüòðàìåòðè÷íî-
ãî ïðîñòîðó (X, d) òà òî÷êè x ∈ X ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü diam(B) ≤ supy∈B d(x, y),
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ f : X → X íà X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨
âiääàëåíîñòi. Òîìó iç òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) íà ïîâíîìó óëüòðàìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó Ò.Î. Áàíàõó òà Ñ.Ô. Êîëÿäi çà ïðîïîçèöi¨ é êîðèñíi ïîðàäè
âiäíîñíî íàïèñàííÿ äàíî¨ ñòàòòi.
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