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Óêàçàíî ñïîñiá ïîáóäîâè íåòðèâiàëüíèõ êâàçiïîëiíîìíèõ ðîç-
â'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó çà ÷àñîì òà çàãàëîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çà ïðîñòîðîâèìè
çìiííèìè çi ñòàëèìè êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü îäíîðiäíó äâîòî÷êîâó íåëîêàëüíó êðàéîâó óìîâó. Äëÿ ïîáóäî-
âè ðîçâ'ÿçêiâ âèêîðèñòàíî äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíèé ìåòîä.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×I

Äàíà ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiïîëi-
íîìíîãî âèãëÿäó òàêî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ó øàði Πh = (0, h)× Rs:

[∂t − a (∂x)]U(t, x) = 0, t ∈ (0, h), x ∈ Rs, (1)

p (∂x) U(0, x) + q (∂x) U(h, x) = 0, x ∈ Rs, (2)
äå ∂t = ∂

∂t , ∂x = ∂
∂x , a (∂x) � äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, çàãàëîì, íåñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà öiëèì àíà-
ëiòè÷íèì ñèìâîëîì a (ν) 6= const, ν ∈ Rs, h ∈ R, h > 0, s ∈ N, p (∂x),
q (∂x) � äèôåðåíöiàëüíi ïîëiíîìè ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

ÓÄÊ 517.95, MSC 2000: 35G15, 35K05
Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ôiíàíñîâié ïiäòðèìöi ÄÔÔÄ Óêðà¨íè (ïðîåêò � 25.1/080, Äî-
ãîâið � Ô 25/542�2007 âiä 03.09.2007 ð.)
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Çàäà÷àì ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â îáìåæåíèõ òà íåîáìå-
æåíèõ îáëàñòÿõ äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè â îñòàííi
ðîêè ïðèñâÿ÷åíî ÷èìàëî äîñëiäæåíü. Öå ïîâ'ÿçàíî ç íåìîæëèâiñòþ ïî-
ñòàíîâêè êîðåêòíî¨ çàäà÷i ç ëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè (äèâ. [3]),
à òàêîæ iç òèì, ùî òàêi çàäà÷i ¹ ìîäåëÿìè áàãàòüîõ ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ
(äèâ., çîêðåìà, [6, 7, 10]).

Çàäà÷i ç óìîâàìè, ùî ïîâ'ÿçóþòü ñëiäè øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó òà éîãî
ïîõiäíèõ íà ÷àñòèíàõ ìåæi îáëàñòi, âèâ÷àëèñÿ ó ïðàöÿõ [1, 11]. Çàäà÷i
ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ¹ íåêî-
ðåêòíèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè, ïðè÷îìó ÿê â îáìåæåíèõ, òàê i â íåîá-
ìåæåíèõ îáëàñòÿõ. Âñòàíîâëåííþ êëàñiâ iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó
òàêèõ çàäà÷ â îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòðè÷íîãî ïiäõî-
äó äî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííÿ [8, 9].
Ó ïðàöÿõ [2, 12, 13] îäåðæàíî êðèòåði¨ êîðåêòíîñòi çàäà÷ ç íåëîêàëüíè-
ìè êðàéîâèìè óìîâàìè ó øàði ΠT äëÿ ëiíiéíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿí-
íÿ iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Çàäà÷à (1), (2) ó øàði Πh çà äîïîìîãîþ
äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíîãî ìåòîäó [5] ó âèïàäêó p (∂x) ≡ 1, q (∂x) ≡ µ,
µ ∈ R, âèâ÷àëàñÿ ó ïðàöi [4].

Íåêîðåêòíiñòü çàäà÷ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ ðiâ-
íÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïîâ'ÿçàíà ó ïåðøó ÷åðãó ç òèì, ùî îäíî-
ðiäíà çàäà÷à ìîæå ìàòè íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Òîìó äîñëiäæåííÿ ÿäðà
çàäà÷i ç íåëîêàëüíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ ¹ àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ i ñàìå
öüîìó ïðèñâÿ÷åíà äàíà ñòàòòÿ.

2. ÎÑÍÎÂÍI ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ

2.1. Äîïîìiæíi ïîçíà÷åííÿ
Äëÿ n, r ∈ Zs

+, x, ν ∈ Rs ïîçíà÷èìî

r 6 n ⇔ ri 6 ni, i = 1, s; xr =
s∏

i=1

xri
i ; ν · x =

s∑

i=1

νixi; r! =
s∏

i=1

ri!;

Cr
n =

n!
r!(n− r)!

; |r| =
s∑

i=1

ri; (∂ν)
r =

∂|r|

∂νr1
1 ∂νr2

2 . . . ∂νrs
s

.

Ââåäåìî òàêi êëàñè êâàçiïîëiíîìiâ:
KM � êëàñ êâàçiïîëiíîìiâ âèãëÿäó

f(x) =
m∑

j=1

Qj(x) exp[αj · x],
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äå αj ∈ M ⊆ Cs, αj 6= αk äëÿ j 6= k, x ∈ Rs, m ∈ N; Qj(x), j = 1,m, �
ïîëiíîìè ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè;
KC,M � êëàñ êâàçiïîëiíîìiâ âèãëÿäó

f(t, x) =
m∑

j=1

Qj(t, x) exp[βjt + αj · x],

äå βj ∈ C, αj ∈ M ⊆ Cs, (t, x) ∈ R1+s, m ∈ N, αj 6= αk àáî βj 6= βk

äëÿ j 6= k; Qj(t, x), j = 1, m, � ïîëiíîìè çìiííèõ t, x ç êîìïëåêñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

Äiþ äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó g (∂ν) íà âèðàç
exp [a(ν)t + ν · x] ç ïîêëàäàííÿì ν = 0 äëÿ g(x) ∈ KC áóäåìî ðîçóìiòè
òàê: ÿêùî

g(x) =
m∑

j=1

Qj(x) exp [αj · x], (3)

òî

g (∂ν) {exp [a(ν)t + ν · x]}|ν=0 ≡
m∑

j=1

Qj (∂ν) {exp [a(ν)t + ν · x]}|ν=αj
. (4)

2.2. Âèïàäîê îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨
Íåõàé ó çàäà÷i (1), (2) s = 1. Çãiäíî ç äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíèì ìåòî-
äîì [5], äèôåðåíöiàëüíîìó âèðàçîâi a (∂x) çàìiíîþ ∂x íà ïàðàìåòð ν ∈ R
ñïiâñòàâèìî éîãî ñèìâîë � ôóíêöiþ a(ν).

Ëåìà 1. ßêùî U(t, x) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) i U(t, x) ∈ KC,C, òî
öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

U(t, x) = g (∂ν) {exp [a(ν)t + νx]}|ν=0 , (5)

äå g (∂ν) � äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, ñèìâîëîì ÿêîãî ¹ ôóíêöiÿ g(x) ∈ KC.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé U(t, x) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) i U(t, x) ∈ KC,C.

Ïîçíà÷èìî
U(0, x) = ϕ(x), (6)

òîäi, î÷åâèäíî, ϕ(x) ∈ KC. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ

U1(t, x) = ϕ (∂ν) {exp [a(ν)t + νx]}|ν=0 (7)

i ïîêàæåìî, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1). Ñïðàâäi,

[∂t − a (∂x)]U1(t, x)=[∂t − a (∂x)]ϕ (∂ν){exp [a(ν)t + νx]}|ν=0 =
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= ϕ (∂ν) [∂t − a (∂x)] {exp [a(ν)t + νx]}|ν=0 =

= ϕ (∂ν) [a(ν)− a(ν)] {exp [a(ν)t + νx]}|ν=0 = 0.

Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, U1(0, x) = ϕ(x). Îòæå, U(t, x) i U1(t, x) ¹ êâàçiïî-
ëiíîìíèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i Êîøi (1), (6). Ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî
íåâàæêî äîâåñòè, ùî öi êâàçiïîëiíîìíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi ñïiâïàäà-
þòü, òîáòî U(t, x) = U1(t, x). Ëåìó äîâåäåíî.

Ïiäáåðåìî ôóíêöiþ g(x) � ñèìâîë äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó g (∂ν) ó
ôîðìóëi (5) � ç êëàñó KC òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (2). Ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ

η(ν) = p(ν) + q(ν) exp [a(ν)h] (8)
òà ìíîæèíó ¨¨ íóëiâ P = {ν ∈ C : η(ν) = 0}. ×åðåç pα áóäåìî ïîçíà÷àòè
êðàòíiñòü íóëÿ α ôóíêöi¨ (8).

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ g(x) � êâàçiïîëiíîì ç êëàñó KP âèãëÿäó

g(x) =
m∑

j=1

Qj(x) exp [αjx], (9)

äå Qj(x) � äîâiëüíi ïîëiíîìè ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ñòåïåíiâ
nj 6 pαj − 1, j = 1,m. Òîäi ôóíêöiÿ (5) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g(x) � êâàçiïîëiíîì ç KC âèãëÿäó (9) i âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ôóíêöiÿ (5) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1). Ïîêàæåìî âèêîíàííÿ óìîâè (2). Âðàõîâóþ÷è
ðiâíiñòü (4) äëÿ s = 1, ìà¹ìî

p (∂x) U(0, x) + q (∂x) U(h, x) = p (∂x)
m∑

j=1

Qj (∂ν) {exp [νx]}|ν=αj
+ q (∂x)×

×
m∑

j=1

Qj(∂ν){exp [a(ν)h + νx]}|ν=αj
=

m∑

j=1

Qj(∂ν)p(∂x) {exp [νx]}|ν=αj
+

+
m∑

j=1

Qj(∂ν)q(∂x){exp [a(ν)h + νx]}|ν=αj
=

m∑

j=1

Qj(∂ν){p(ν) exp [νx]}|ν=αj
+

+
m∑

j=1

Qj(∂ν){q(ν) exp [a(ν)h + νx]}|ν=αj
=

m∑

j=1

Qj(∂ν)×

×{exp [νx] (p(ν) + q(ν) exp [a(ν)h])}|ν=αj
=

m∑

j=1

Qj(∂ν){exp [νx] η(ν)}|ν=αj
.
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Îñêiëüêè òî÷êà ν = αj ¹ íóëåì ôóíêöi¨ (8) êðàòíîñòi pαj i nj 6 pαj−1,
äå j = 1,m, òî âñi äîäàíêè â îñòàííié ñóìi äîðiâíþþòü íóëåâi, òîáòî

p (∂x) U(0, x) + q (∂x) U(h, x) = 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìà 2. ßêùî ôóíêöiÿ U(t, x) ç êëàñó KC,C ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(1), (2), òî U(t, x) ìà¹ âèãëÿä

U(t, x) =
m∑

j=1

Qj(t, x) exp[βjt + αjx],

ó ÿêîìó α1, α2, . . . , αm ∈ P i Qj(t, x) � äåÿêi ïîëiíîìè ç êîìïëåêñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè, ñòåïåíi çà x ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü pαj − 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ U(t, x) ç êëàñó KC,C ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(1), (2). Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 1, ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (5), äå

g(x) =
m∑

j=1

exp [αjx] Qj(x), m ∈ N, αj ∈ C,

Qj(x) � ïîëiíîìè ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ñòåïåíiâ nj ∈ Z+. Îñ-
êiëüêè ôóíêöiÿ U(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2), òî

g (∂ν) {exp [νx] (p(ν) + q(ν) exp [a (ν) h])}|ν=0 ≡ 0.

Îñòàííþ òîòîæíiñòü çàïèøåìî ó âèãëÿäi
m∑

j=1

Qj (∂ν) {exp [νx] η(ν)}|ν=αj
≡ 0.

Îñêiëüêè αj 6= αk äëÿ j 6= k, äå j, k = 1,m, òî

Qj (∂ν) {exp [νx] η(ν)}|ν=αj
≡ 0, j = 1,m. (10)

Òîòîæíiñòü (10) ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè αj ¹ íóëåì ôóíêöi¨ (8), òîáòî
αj ∈ P , ïðè÷îìó nj 6 pαj − 1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàä 1. Îïèøåìî äåÿêi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ç íåëîêàëüíîþ êðàéî-
âîþ óìîâîþ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

[
∂t − ∂2

x

]
U(t, x) = 0, t ∈ (0, 1), x ∈ R,

e ∂2
xU(0, x)− ∂xU(1, x) = 0, x ∈ R.

(11)



Ïðî ÿäðî çàäà÷i ç íåëîêàëüíîþ äâîòî÷êîâîþ óìîâîþ äëÿ Ð×Ï 121

Äëÿ äàíî¨ çàäà÷i ìà¹ìî h = 1, a(ν) = ν2, p(ν) = eν2, q(ν) = −ν,
η(ν) = eν2 − ν exp[ν2].

Äî ìíîæèíè P íàëåæàòü, çîêðåìà, ÷èñëà 0 òà 1. Íóëi α1 = 0 òà α1 = 1
¹ íóëÿìè êðàòíîñòi 1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, ùîá çíàéòè êâàçiïîëiíîìíi
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (11), ùî âiäïîâiäàþòü íóëÿì α1 = 0 òà α1 = 1, çà ôóíê-
öiþ g(x) ìîæíà âçÿòè êâàçiïîëiíîìè âèãëÿäó g1(x) = 1, g2(x) = exp[x]
òà ¨õ ëiíiéíi êîìáiíàöi¨.

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ exp[ν2t + νx] òî÷êàõ ν = 0 òà ν = 1:

{exp[ν2t + νx]}∣∣
ν=0

= 1; {exp[ν2t + νx]}∣∣
ν=1

= exp[t + x].

Îòæå, çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (11) ìàþòü âèãëÿä:

U1(t, x) = A, U2(t, x) = B exp[t + x], A, B ∈ C.

Ïðèêëàä 2. Çíàéäåìî äåÿêi íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
[
∂t − ∂2

x + 2∂x − 1
]
U(t, x) = 0, t ∈ (0, 1), x ∈ R,

[
∂2

x − 2∂x + 2
]
U(0, x)− U(1, x) = 0, x ∈ R.

(12)

Äëÿ äàíî¨ çàäà÷i ìà¹ìî h = 1, a(ν) = ν2 − 2ν + 1 = (ν − 1)2, p(ν) =
ν2 − 2ν + 2, q(ν) = −1, η(ν) = ν2 − 2ν + 2− exp

[
(ν − 1)2

]
,

×èñëî α = 1 ¹ íóëåì ôóíêöi¨ η(ν) êðàòíîñòi 4. Çãiäíî ç òåîðåìîþ
1, ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (12), ùî âiäïîâiäàþòü íóëåâi α = 1, çà
ôóíêöiþ g(x) ìîæíà âçÿòè êâàçiïîëiíîì âèãëÿäó

g(x) = exp[x](A + Bx + Cx2 + Dx3), A, B, C, D ∈ C.

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ exp[(ν−1)2t+νx] òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïðè ν = 1:

exp[(ν − 1)2t + νx]
∣∣
ν=1

= exp[x]; ∂ν{exp[(ν − 1)2t + νx]}∣∣
ν=1

= x exp[x];

∂2
ν{exp[(ν − 1)2t + νx]}∣∣

ν=1
= (2t + x2) exp[x];

∂3
ν{exp[(ν − 1)2t + νx]}∣∣

ν=1
= (6tx + x3) exp[x].

Îòæå, çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (12) ìàþòü âèãëÿä:

U(t, x) = exp[x](A + Bx + C(2t + x2) + D(6tx + x3)), A,B,C, D ∈ C.

Ïðèêëàä 3. Çíàéäåìî äåÿêi íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
[
∂t − i ∂4

x

]
U(t, x) = 0, t ∈ (0, 1), x ∈ R,

[
i− ∂4

x

]
U(0, x)− i U(1, x) = 0, x ∈ R.

(13)
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Äëÿ äàíî¨ çàäà÷i ìà¹ìî h = 1, a(ν) = iν4, p(ν) = i − ν4, q(ν) = −i,
η(ν) = i− ν4 − i exp

[
iν4

]
.

×èñëî α = 0 ¹ íóëåì ôóíêöi¨ η(ν) êðàòíîñòi 8. Çãiäíî ç òåîðåìîþ
1, ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (13), ùî âiäïîâiäàþòü íóëåâi α = 0, çà

ôóíêöiþ g(x) ìîæíà âçÿòè ïîëiíîì âèãëÿäó g(x) =
7∑

k=0

Ckx
k.

Îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ exp[iν4t+νx] òà ¨¨ ïîõiäíèõ äî ñüîìîãî
ïîðÿäêó âêëþ÷íî ó òî÷öi ν = 0, çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (13):

U(t, x) = C0 + C1x + C2x
2 + C3x

3 + C4(24 i t + x4) + C5(120 i t x + x5)+

+C6(360 i t x2 + x6) + C7(840 i t x3 + x7), Ck ∈ C, k = 1, 7.

Ïðèêëàä 4. Çíàéäåìî äåÿêi íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

∂tU(t, x)− eU(t, x + 1) = 0, t ∈ (0, 1), x ∈ R,

e (∂x + 2)U(0, x)− U(1, x) = 0, x ∈ R.
(14)

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

[∂t − exp [1 + ∂x]] U(t, x) = 0.

Îòæå, h = 1, a (ν) = exp[1 + ν], p(ν) = e[ν + 2], q(ν) = −1, η(ν) =
e(ν+2)−exp [exp[1 + ν]]. ×èñëî α = −1 ¹ íóëåì ôóíêöi¨ η(ν) êðàòíîñòi 2.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (14), ùî âiäïîâiäàþòü
íóëåâi α = −1, çà ôóíêöiþ g(x) ìîæíà âçÿòè êâàçiïîëiíîì âèãëÿäó

g(x) = exp[−x](A + Bx), A, B ∈ C.

Îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ exp[exp[1 + ν]t + νx] òà ¨¨ ïîõiäíî¨ ó
òî÷öi ν = −1, çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (14):

U(t, x) = exp[t− x] (A + B(t + x)) , A, B ∈ C.

2.3. Âèïàäîê áàãàòüîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ

Äîñëiäèìî çàäà÷ó (1), (2) äëÿ âèïàäêó s > 1. ßê i â îäíîâèìiðíîìó
âèïàäêó, àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ðîçâ'ÿçîê U(t, x) ðiâíÿííÿ (1), ÿêèé
íàëåæèòü äî KC,Cs , ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

U(t, x) = g (∂ν) {exp [a(ν)t + ν · x]}|ν=0 , (15)
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äå g(∂ν) � äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, ñèìâîëîì ÿêîãî ¹ ôóíêöiÿ g(x) ç
êëàñó KCs . Áóäåìî çíîâó ïiäáèðàòè ôóíêöiþ g(x) ç êëàñó KCs òàê, ùîá
âèêîíóâàëàñü óìîâà (2). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ (8), ó ÿêié, î÷åâèäíî, òåïåð
ν ∈ Cs. Íåõàé P = {α ∈ Cs : η(α) = 0} . Äëÿ α ∈ P áóäåìî ðîçãëÿäàòè
ìíîæèíè:

Ω1(α) =
{
ω ∈ Zs

+ : (∂ν)
ω η(ν)|ν=α 6= 0

}
;

Ω2(α) =
{
ω̃ ∈ Zs

+ : ω̃ = ω + r, ω ∈ Ω1(α), r ∈ Zs
+, r 6= (0, 0, . . . , 0)

}
;

Ω(α) = Ω1(α) ∪ Ω2(α); Ω(α) = Zs
+\Ω(α).

Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöiÿ g(x) � êâàçiïîëiíîì ç êëàñó KP âèãëÿäó

g(x) = Q(x) exp [α · x] , (16)

äå Q(x) � äîâiëüíèé ïîëiíîì âiä s çìiííèõ âèãëÿäó

Q(x) =
∑

|r|6n

Brx
r, r ∈ Zs

+, n ∈ N, (17)

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü:
∑

r>q,|r|6n,
r∈Ω(α),

r−q∈Ω1(α)

BrC
q
r (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

= 0, q ∈ Zs
+, |q| 6 n− 1. (18)

Òîäi ôóíêöiÿ (15) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2). Íàâïàêè, ÿêùî ôóíêöiÿ
ç êëàñó KC,Cs ç m = 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2), òî ¨¨ ìîæíà çîáðà-
çèòè ó âèãëÿäi (15), äå g(x) ìà¹ âèãëÿä (16), α ∈ P i êîåôiöi¹íòè Br

çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (18).
Äîâåäåííÿ. Ïîäiáíî, ÿê i â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, ìà¹ìî:

p (∂x) U(0, x) + q (∂x) U(h, x) =

= Q(∂ν) {exp [ν · x] (p(ν) + q(ν) exp [a(ν)h])}|ν=α =

=
∑

|r|6n

Br (∂ν)
r {η(ν) exp [ν · x]}|ν=α =

=
∑

|r|6n

Br

∑

q6r

Cq
rxq exp [α · x] (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

=

= exp [α · x]
∑

|r|6n

∑

q6r

BrC
q
rxq (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

=
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= exp [α · x]
∑

|q|6n

∑

r>q,
|r|6n

BrC
q
rxq (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

=

= exp [α · x]
∑

|q|6n

xq
∑

r>q,
|r|6n

BrC
q
r (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

.

Îñòàííié âèðàç äîðiâíþâàòèìå íóëþ òîäi òà ëèøå òîäi, êîëè

∀q ∈ Zs
+, |q| 6 n :

∑

r>q,
|r|6n

BrC
q
r (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

= 0,

çâiäêè îäåðæó¹ìî

∀q ∈ Zs
+, |q| 6 n :

∑

r>q,|r|6n,
r∈Ω(α),

r−q∈Ω1(α)

BrC
q
r (∂ν)

r−q η(ν)
∣∣
ν=α

= 0.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè |q| = n óñi ðiâíÿííÿ áóäóòü òîòîæ-
íîñòÿìè 0 = 0. Òîìó â îñòàííié ñèñòåìi ðiâíÿíü ìîæíà ââàæàòè, ùî
|q| 6 n− 1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè òåîðåìó äëÿ âèïàäêó, êîëè g(x) � äîâiëü-
íèé êâàçiïîëiíîì ç êëàñó KCs , òîáòî äëÿ m > 1.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ω ∈ Ω(α), òî ôóíêöiÿ

U(t, x) = (∂ν)
ω {

exp[a(ν)t + ν · x]
}∣∣

ν=α

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2). Êðiì òîãî, ñèñòåìà ðiâíÿíü (18) îõîïëþ¹
ìíîæèíó êâàçiïîëiíîìiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ìóëüòèiíäåêñàì ω ∈ Ω(α).

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ôóíêöiÿ U(t, x) ∈ KC,Cs i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(1), (2), òî U(t, x) ∈ KC,P .

Ïðèêëàä 5. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
[
∂t − ∂x − ∂2

y

]
U(t, x, y) = 0, t ∈ (0, 1), (x, y) ∈ R2,

∂3
xU(0, x, y)− ∂3

yU(1, x, y) = 0, (x, y) ∈ R2.

Ìà¹ìî a(ν) = ν1 + ν2
2 , h = 1, s = 2, p(ν) = ν3

1 , q(ν) = −ν3
2 ,

η(ν) = ν3
1 − ν3

2 exp
[
ν1 + ν2

2

]
.
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Çàóâàæèìî, ùî η ((0, 0)) = 0. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, ùî
âiäïîâiäà¹ öüîìó íóëåâi, ó âèïàäêó, êîëè g(x, y) ¹, íàïðèêëàä, ïîëiíîìîì
4-ãî ñòåïåíÿ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ:

g(x, y) = B(0,0) + B(1,0)x + B(0,1)y + B(2,0)x
2 + B(1,1)xy + B(0,2)y

2+

+B(3,0)x
3 + B(2,1)x

2y + B(1,2)xy2 + B(0,3)y
3+

+B(4,0)x
4 + B(3,1)x

3y + B(2,2)x
2y2 + B(1,3)xy3 + B(0,4)y

4.

Äî ìíîæèíè Ω1(α) íàëåæàòü, çîêðåìà, ìóëüòèiíäåêñè (3, 0), (0, 3),
(1, 3). Ìóëüòèiíäåêñè (4, 0), (3, 1), (1, 3), (0, 4) íàëåæàòü äî ìíîæèíè
Ω2(α), à ìóëüòèiíäåêñè (0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (2, 1), (1, 2)
íàëåæàòü äî ìíîæèíè Ω(α).

Çàïèøåìî äëÿ äàíîãî âèïàäêó ñèñòåìó (18):




B(3,0)C
(0,0)
(3,0)

∂3η(ν)
∂ν3

1

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+ B(0,3)C
(0,0)
(0,3)

∂3η(ν)
∂ν3

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+

+B(1,3)C
(0,0)
(1,3)

∂4η(ν)
∂ν1∂ν3

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

= 0,

B(4,0)C
(1,0)
(4,0)

∂4η(ν)
∂ν4

1

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+ B(1,3)C
(1,0)
(1,3)

∂4η(ν)
∂ν1∂ν3

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

= 0,

B(3,1)C
(0,1)
(3,1)

∂4η(ν)
∂ν3

1∂ν2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+ B(0,4)C
(0,1)
(0,4)

∂4η(ν)
∂ν4

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

= 0,

òîáòî

6B(3,0) − 6B(0,3) − 6B(1,3) = 0, 24B(4,0) − 6B(1,3) = 0,

6B(3,1) − 24B(0,4) = 0.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî B(3,1) = 4B(0,4), B(1,3) = 4B(4,0), B(3,0) = B(0,3)+4B(4,0);
B(0,0), B(1,0), B(0,1), B(2,0), B(1,1), B(0,2), B(2,1), B(1,2), B(0,3), B(4,0), B(2,2),
B(0,4) � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ exp[(ν1 +ν2
2)t+ν1x+ν2y] òà ¨¨ ÷àñòèí-

íèõ ïîõiäíèõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ó òî÷öi (0, 0), çíàõîäèìî
ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i:

U(t, x, y) = C1 + C2(t + x) + C3y + C4(t + x)2 + C5(t + x)y+

+C6(2t + y2) + (C9 + 4C10)(t + x)3 + C7(t + x)2y + C8(t + x)(2t + y2)+

+C9(6ty + y3) + C10(t + x)4 + 4C12(t + x)3y + C11(t + x)2(2t + y2)+
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+4C10(t + x)(6t + y3) + C12(12t2 + 12ty2 + y4); Ci ∈ R, i = 1, 12.

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
[
∂t + ∂2

x + 2∂x∂y + ∂2
y

]
U(t, x, y) = 0, t ∈ (0, 1), (x, y) ∈ R2,

[
1− ∂2

x − 2∂x∂y − ∂2
y

]
U(0, x, y)− U(1, x, y) = 0, (x, y) ∈ R2.

Ìà¹ìî a(ν) = −(ν1+ν2)2, h = 1, s = 2, p(ν) = 1−(ν1+ν2)2, q(ν) = −1,
η(ν) = 1− (ν1 + ν2)2 − exp

[−(ν1 + ν2)2
]
. Çàóâàæèìî, ùî η ((0, 0)) = 0.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó íóëåâi, ó
âèïàäêó, êîëè g(x, y) ¹ ïîëiíîìîì òðåòüîãî ñòåïåíÿ:

g(x, y) = B(0,0) + B(1,0)x + B(0,1)y + B(2,0)x
2 + B(1,1)xy + B(0,2)y

2 +

+B(3,0)x
3 + B(2,1)x

2y + B(1,2)xy2 + B(0,3)y
3.

Äî ìíîæèíè Ω1(α) íàëåæàòü, çîêðåìà, ìóëüòèiíäåêñè (2, 0), (1, 1),
(0, 2). Ìóëüòèiíäåêñè (3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3) íàëåæàòü äî Ω2(α), à äî
ìíîæèíè Ω(α) íàëåæàòü, çîêðåìà, ìóëüòèiíäåêñè (0, 0), (1, 0), (0, 1). Çà-
ïèøåìî äëÿ äàíîãî âèïàäêó ñèñòåìó (18):





B(2,0)C
(0,0)
(2,0)

∂2η(ν)
∂ν2

1

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+ B(1,1)C
(0,0)
(1,1)

∂2η(ν)
∂ν1∂ν2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+

+B(0,2)C
(0,0)
(0,2)

∂2η(ν)
∂ν2

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

= 0,

B(3,0)C
(1,0)
(3,0)

∂2η(ν)
∂ν2

1

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+ B(2,1)C
(1,0)
(2,1)

∂2η(ν)
∂ν1∂ν2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+

+B(1,2)C
(1,0)
(1,2)

∂2η(ν)
∂ν2

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

= 0,

B(2,1)C
(0,1)
(2,1)

∂2η(ν)
∂ν2

1

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+ B(1,2)C
(0,1)
(1,2)

∂2η(ν)
∂ν1∂ν2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

+

+B(0,3)C
(0,1)
(0,3)

∂2η(ν)
∂ν2

2

∣∣∣∣
ν=(0,0)

= 0,

òîáòî

−4B(2,0) − 4B(1,1) − 4B(0,2) = 0, −12B(3,0) − 8B(2,1) − 4B(1,2) = 0,

−4B(2,1) − 8B(1,2) − 12B(0,3) = 0.
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Çâiäñè îòðèìà¹ìî B(1,1) = −(B(2,0) +B(0,2)), B(3,0) = −(2B(2,1) +B(1,2))/3,
B(0,3) = −(2B(1,2)+B(2,1))/3; B(0,0), B(1,0), B(0,1), B(2,0), B(0,2), B(2,1), B(1,2)

� äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.
Îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ exp[−(ν1 + ν2)2t+ ν1x+ ν2y] òà ¨¨ ÷àñ-

òèííèõ ïîõiäíèõ äî òðåòüîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ó òî÷öi (0, 0), çíàõîäèìî
ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi:

U(t, x, y) = C0 + C1x + C2y + C3(−2t + x2)− (C3 + C4)(−2t + xy)+

C4(−2t + y2)− (2C5 + C6)(−6tx + x3)/3 + C5(−4tx− 2ty + x2y)+

+C6(−2tx− 4ty + x2y)− (C5 + 2C6)(−6ty + y3)/3,

äå Ci, i = 0, 6, � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

3. ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äîñëiäæåíî ïèòàííÿ çíàõîäæåííÿ ó êëàñi êâàçiïîëiíîìiâ íåòðèâiàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó çà ÷àñîì i çàãàëîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çà ïðîñòîðîâèìè çìiííè-
ìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü îäíîðiäíó íåëîêàëüíó äâîòî÷êîâó êðàéîâó óìîâó
ç äèôåðåíöiàëüíèìè ïîëiíîìàìè ó íié. Çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíî-
ñèìâîëüíîãî ìåòîäó âêàçàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ çàäà÷i,
ÿêi çîáðàæàþòüñÿ ÿê ðåçóëüòàò äi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî êâàçiïîëiíîìà ïåâ-
íîãî âèãëÿäó íà ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ êëàñè÷íî âiäîêðåìëåíîãî âèãëÿäó
çà ïàðàìåòðàìè âiäîêðåìëåííÿ.
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ON A NULL SPACE OF THE PROBLEM
WITH NONLOCAL TWO-POINT CONDITION
FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION
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We propose a method for constructing solutions of the homogeneous
equation of �rst order in time and generally in�nite order in spatial variables
with constant complex coe�cients, which satisfy a homogeneous nonlocal
condition. This condition is a two-point one and contains di�erential polyno-
mials with constant coe�cients. To construct the solutions, we use the dif-
ferential-symbol method.




