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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ ñòàëî¨ Åéëåðà äëÿ ðÿäiâ ç çàãàëüíèì ÷ëåíîì, ÿêèé

çàäà¹òüñÿ ïåâíîþ ôóíêöi¹þ. Äîñëiäæåíî óìîâè iñíóâàííÿ öi¹¨ ñòàëî¨. Çíàéäåíî äâà êðèòåði¨

iñíóâàííÿ öi¹¨ ñòàëî¨. Ïîêàçàíî, ùî óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà iñíó¹ äëÿ ðîçáiæíèõ ðÿäiâ ç

îáìåæåíèì çðîñòàííÿì ÷ëåíiâ ðÿäó. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèêîðèñòàííÿ âiäïîâiäíî¨ ñòàëî¨ äëÿ

÷èñåëüíîãî çíàõîäæåííÿ ÷àñòèííèõ ñóì.

R. Skuratowskiy, A generalization of the Euler constant, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013),

163–168.

A notion of generalized Euler’s constant is introduced for series with terms, generated by a certain

function. Conditions for existence of this constant are investigated. Two criteria of the existence of

generalized Euler constant are founded. It is proved that for a divergent series with bounded growth

of general term the generalized Euler’s constant exists. A method for calculation of partial sums of

series with the help of this constant is proposed.

Âñòóï

Iíòåãðàëüíà îçíàêà Êîøi äà¹ ìîæëèâiñòü âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ çáiæíiñòþ äîâiëü-

íîãî ðÿäó ç íåâiä'¹ìíèìè ÷ëåíàìè âèäó
∑∞

n=1 un, äå un = f(n), n ∈ N (f(x) � ôóíêöiÿ,

âèçíà÷åíà ïðè x ≥ 1), òà çáiæíiñòþ íåâëàñíîãî iíòåãðàëó âiä ôóíêöi¨ f íà [1,∞). Òîáòî,

ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ìîíîòîííî íåçðîñòà¹ ïðè x ≥ 1, òî çi çáiæíîñòi àáî ðîçáiæíîñòi

iíòåãðàëà
∫∞
1
f(x)dx ìîæíà âñòàíîâèòè çáiæíiñòü àáî ðîçáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî ðÿäó.

Àëå, ãðàíèöÿ âiä âèðàçó

Cn(f) = Sn − In, (1)

äå Sn = Sn(f) =
∑n

i=1 f(n), In = In(f) =
∫ n
1
f(x)dx ìîæå iñíóâàòè íàâiòü ó âèïàäêó,

êîëè ðÿä
∑∞

n=1 f(n) ðîçáiãà¹òüñÿ. Çîêðåìà, äîáðå âiäîìî ïðî ñòàëó Åéëåðà, ââåäåíó
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äëÿ ðîçáiæíîãî ãàðìîíi÷íîãî ðÿäó, ïîðîäæåíîãî ôóíêöi¹þ f1(x) =
1
x
. Òîìó ïðèðîäíiì

÷èíîì âèíèêà¹ ïèòàííÿ äëÿ ÿêîãî êëàñó ôóíêöié f iñíó¹ ñòàëà Cf âèäó:

Cf := lim
n→∞

(Sn − In) . (2)

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ, ïðî óìîâè iñíóâàííÿ �óçàãàëüíåíî¨ ñòàëî¨

Åéëåðà�, òîáòî ãðàíèöi (2). Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ìîíîòîííî ñïàäíî¨ i çáiæíî¨ äî

íóëÿ ôóíêöi¨ f ïðîáëåìà iñíóâàííÿ i îá÷èñëåííÿ ãðàíèöi (2) äîñëiäæóâàëàñü â ðîáîòi

[2]. Äëÿ äçåòà-ôóíêöi¨ Ðiìàíà iñíóâàííÿ ãðàíèöi (2) äîñëiäæóâàëîñü â ðîáîòi [5]. Óçà-

ãàëüíåíó ñòàëó Åéëåðà (2) çðó÷íî âèêîðèñòàòè äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ÷àñòêîâèõ

ñóì ðÿäiâ [3, 2, 4] i iíòåãðàëiâ âiä äåÿêèõ íå åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié.

1. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Êëàñè÷íèé ïðèêëàä iñíóâàííÿ ãðàíèöi (2) äà¹ ðîçáiæíèé ãàðìîíi÷íèé ðÿä ç ÷àñòèí-

íîþ ñóìîþ Hn = 1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
é iíòåãðàëîì In =

∫ n
1

dx
x
= ln(n) (n ∈ N).

Äîâåäåìî, ùî ãðàíèöÿ (2), òîáòî óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà, ìîæå iñíóâàòè äëÿ äî-

ñèòü øèðîêîãî êëàñó ôóíêöié f , âiäìiííèõ âiä ôóíêöi¨ f1 (x) = 1/x.

Òåîðåìà 1. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïiâîñi [1; +∞) ìîíîòîííà i îáìåæåíà, òî

óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà (2) iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ç ìîíîòîííîñòi i îáìåæåíîñòi âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü çà Ði-

ìàíîì [1, 4]. Íåõàé f(x) íåñïàäíà, òîäi

f(k − 1) ≤
∫ k

k−1
f(x)dx ≤ f(k) (k ∈ N). (3)

Ïîñëiäîâíiñòü {Cn}∞n=1 (1) ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ, îñêiëüêè, çãiäíî (3),

Cn − Cn−1 = Sn − Sn−1 − (In − In−1) = f(n)−
∫ n

n−1
f(x)dx ≥ f(n)− f(n) = 0,

i îáìåæåíîþ çâåðõó, îñêiëüêè ïðè n ∈ N, n ≥ 2 :

Cn =
n∑
k=1

f(k)−
n∑
k=2

∫ k

k−1
f(x)dx ≤

n∑
k=1

f(k)−
n∑
k=2

f(k − 1) = f(n) ≤Mf ,

äå Mf = supx∈[1,∞) |f(x)| (îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) îáìåæåíà, òî Mf < ∞). Òàêèì ÷èíîì

ïîñëiäîâíiñòü {Cn} íåñïàäíà i îáìåæåíà çâåðõó, à îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà, ìà¹

ãðàíèöþ. Äîâåäåííÿ äëÿ íåçðîñòàþ÷î¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ àíàëîãi÷íå.

Ïðèêëàäàìè ðÿäiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òåîðåìè 1, ¹:
∑∞

n=1 arctg(n),
∑∞

n=1 th(n),∑∞
n=1

1
nα

(α ≥ 0). Ðÿäè ç ÷ëåíàìè arctg(n) i th(n) ðîçáiæíi, áî ¨õ ÷ëåíè íå ïðÿìóþòü äî

íóëÿ ïðè n→∞, àëå âiäïîâiäíi ñòàëi äëÿ íèõ iñíóþòü.

Íåõàé f : [1,∞) → R � áóäü-ÿêà ñóìîâíà çà Ëåáåãîì íà äîâiëüíîìó ñêií÷åííîìó

âiäðiçêó [1, A], äå (1 < A <∞) ôóíêöiÿ. Ïîçíà÷èìî

cn := f(n)−
∫ n

n−1
f(x)dx (n ∈ N, n ≥ 2). (4)
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Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {Cn} (1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: Cn = f(1) +
∑n

k=2 ck, äå n ≥ 2.

Îòæå, ãðàíèöÿ (2) iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çáiæíèì ¹ ðÿä

∞∑
k=2

ck. (5)

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) ∈ C∞(0,∞) äëÿ êîæíîãî n ∈ N ðîçêëàäíà

â ñòåïåíåâèé ðÿä íà iíòåðâàëi (n − 1 − εn, n + 1 + εn) äëÿ äåÿêîãî εn > 0. Óçàãàëüíåíà

ñòàëà Åéëåðà (2) iñíó¹ òîäi, i òiëüêè òîäi, êîëè ðÿä ç çàãàëüíèì ÷ëåíîì

bn =
∞∑
k=1

(−1)k+1 f
(k)(n)

(k + 1)!
(6)

çáiæíèé.

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà iñíó¹ òîäi à òiëüêè òîäi,

êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä (5).

Çà óìîâîþ, ôóíêöiÿ f(x) ðîçêëàäíà â ðÿä Òåéëîðà íà äîâiëüíîìó iíòåðâàëi (n− 1−
εn, n+ 1 + εn), n ∈ N. Îòæå, çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (5) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

cn = f(n)−
∫ n

n−1
f(x)dx = f(n)−

∫ n

n−1

( ∞∑
k=0

f (k)(n)

k!
(x− n)k

)
dx =

= f(n)−
∞∑
k=0

f (k)(n)

k!

∫ n

n−1
(x− n)kdx =

∞∑
k=1

(−1)k+1 f
(k)(n)

(k + 1)!
= bn.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ ðÿäó áóëî êîðåêòíå çà òåîðåìîþ ïðî ïî÷ëåííå

iíòåãðóâàííÿ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Îòæå, çáiæíiñòü ðÿäó
∑∞

n=2 cn ðiâíîñèëüíà çáiæíîñòi

ðÿäó
∑∞

n=2 bn ç çàãàëüíèì ÷ëåíîì (6).

Óìîâè òåîðåìè 2 ìîæíà äåùî îñëàáèòè:

Òâåðäæåííÿ 3. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà âiäðiçêó [0, n0]

(n0 ∈ N) i äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n > n0 ðîçêëàäíà â ñòåïåíåâèé ðÿä íà iíòåðâàëi

(n − 1 − εn, n + 1 + εn) äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî εn. Ñòàëà Åéëåðà Cf iñíó¹ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∑∞

n=n0+1 bn, çàãàëüíèé ÷ëåí ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.

Ïðîäåìîíñòðóâàòè äiþ òåîðåìè 2 ìîæíà äîñëiäèâøè ïîäâiéíèé ðÿä∑∞
n=2

∑∞
k=1(−1)k+1 f

(k)(n)
(k+1)!

ç ïîõiäíèõ äëÿ âiäîìî¨ ôóíêöi¨ f(x) = 1/x:

f ′(x) = −1/x2, . . . , f (n)(x) = (−1)nn!/xn+1.

Ðÿä ç çàãàëüíèì ÷ëåíîì:

bn =
∞∑
k=1

(−1)k+1f (k)(n)/(k + 1)! =
∞∑
k=1

(−1)k+1(−1)(k)k!
nk+1(k + 1)!

= ln

(
1− 1

n

)
+

1

n

î÷åâèäíî ¹ çáiæíèì çà îçíàêîþ âiäíîñíîãî ïîðiâíÿííÿ ç ÷ëåíîì çáiæíîãî ðÿäó 1
n2 . Ç

iíøîãî áîêó âiäîìî, ùî ñòàëà Åéëåðà äëÿ öüîãî ðÿäó iñíó¹ [5].



166 Ðóñëàí Ñêóðàòîâñüêèé

Íàñëiäîê 4. Íåõàé ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà [0, n0] (n0 ∈ N) i ðîçêëàäíà â ñòåïåíåâèé

ðÿä íà (n − 1 − ε(n), n + 1 + ε(n)), ïðè âñiõ n > n0, äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ

÷èñåë {ε(n)}. Òîäi ÿêùî ðÿä
∑∞

n=n0+1 fn çáiæíèé, äå fn = supk≥1
∣∣f (k)(n)

∣∣, òî Cf iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü òâåðäæåííÿì 3. Îöiíèìî àáñîëþòíó âåëè÷èíó ÷èñåë bn, ââå-

äåíèõ â (6): |bn| =
∑∞

k=1

|f (k)(n)|
(k+1)!

≤
∑∞

k=1
fn

(k+1)!
= (e− 2)fn.

Òîìó,
∑∞

n=n0+1 |bn| ≤ (e− 2)
∑∞

n=n0+1 fn <∞.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [1,∞) 7→ R çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) f ∈ C1(n, n+ 1) äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N.
2) Â äîâiëüíié òî÷öi x = n, äå n ∈ N, ôóíêöiÿ f íåïåðâíà çëiâà i ìà¹ ãðàíèöþ ñïðàâà.

Óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà Cf iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

∫ n

1

f ′(x){x}dx (7)

Çàçíà÷èìî, ùî â òåîðåìi 5 ñèìâîë {x} îçíà÷à¹ äðîáîâó ÷àñòèíó ÷èñëà x ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {cn}∞n=2 � ïîñëiäîâíiñòü, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4). Òîäi, ÿê áóëî

îá ðóíòîâàíî íà ñòîðiíöi 165 (ïåðåä òåîðåìîþ 2), ñòàëà Åéëåðà Cf iñíó¹ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ðÿä (5) çáiãà¹òüñÿ. Ïåðåòâîðèìî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó
∑∞

n=2 cn (5), çãiäíî ç

ôîðìóëîþ (4), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, íàñòóïíèì ÷èíîì:

cn =

∫ n

n−1
(f(n)− f(x)) dx =

∫ n

n−1
(f(n)− f(x)) d(x− n+ 1) =

= lim
x→n−

(f(n)− f(x)) (x− n+ 1)− lim
x→n−1+

(f(n)− f(x)) (x− n+ 1)+

+

∫ n

n−1
f ′(x) (x− n+ 1) dx =

∫ n

n−1
f ′(x){x}dx.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè, çà óìîâîþ òåîðåìè, ôóíêöiÿ f íåïåðâíà çëiâà i ìà¹ ãðàíèöþ

ñïðàâà â íàòóðàëüíèõ òî÷êàõ, òî

lim
x→n−

(f(n)− f(x)) (x− n+ 1) = lim
x→n−1+

(f(n)− f(x)) (x− n+ 1) = 0.

Îñêiëüêè iíòåãðàë
∫ n
n−1 (f(n)− f(x)) dx iñíó¹ â ñåíñi Ðiìàíà, òî iíòåãðàë

∫ n
n−1 f

′(x){x}dx
çáiãà¹òüñÿ.

Îòæå, ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó (5) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
∑n

k=2 ck =
∫ n
1
f ′(x) {x} dx

(n ∈ N, n ≥ 2). Òîìó ðÿä (5) çáiæíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ãðàíèöÿ (7).

Íàñëiäîê 6. ßêùî ôóíêöiÿ f : [1,∞) 7→ R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1,2 òåðåìè 5 i ïðè öüîìó

íåâëàñíèé iíòåãðàë ∫ ∞
1

f ′(x){x}dx (8)

çáiæíèé, òî óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà Cf iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5, îñêiëüêè çi çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëó

(8) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi (7).
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Çàçíà÷èìî, ùî ç iñíóâàííÿ ãðàíèöi (7) ùå íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü íåâëàñíîãî ií-

òåãðàëó (8). Íàïðèêëàä, äëÿ ôóíêöi¨ f(x) =
∫ x
1

sin(2πξ)
{ξ} dξ (x ∈ [1,∞)) ïîñëiäîâíiñòü

Jn =
∫ n
1
f ′(x){x}dx =

∫ n
1
sin(2πx)dx = 0 (n ∈ N) çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, òîäi, ÿê íåâëàñíèé

iíòåãðàë
∫∞
1
f ′(x){x}dx =

∫∞
1

sin(2πx)dx ðîçáiãà¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 7. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ: f(x) = sin(1/x), x ∈ [1,∞). Ôóíêöiÿ f ¹

íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíîþ íà [1,∞), îòæå äëÿ ôóíêöi¨ f óìîâè 1, 2 òåîðåìè

5 âèêîíóþòüñÿ. Çâåðíåìî óâàãó, ùî âiäïîâiäíèé iíòåãðàë
∫∞
1
f(x)dx ¹ ðîçáiæíèì,

ðÿä
∑∞

n=1 f(n) òåæ ¹ ðîçáiæíèì. Äîñëiäèìî iñíóâàííÿ ãðàíèöi ïî n âiä âèðàçó

limn→∞
(∑n

k=1 f(n)−
∫ n
1
f(x)dx

)
çà äîïîìîãîþ íàñëiäêó 6. Iíòåãðàë

∫∞
1
f ′(x){x}dx çái-

ãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, îñêiëüêè:
∫∞
1

∣∣f ′(x){x}∣∣dx =
∫∞
1

∣∣(−1
x2

cos x
)
{x}
∣∣dx ≤ ∫∞

1
dx
x2

< ∞.
Îòæå, óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ f iñíó¹.

Ïðèêëàä 8. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ ôóíêöi¨

f(x) =

{
1
x
, x ∈ (22n, 22n+1]

− 1
x
, x ∈ (22n−1, 22n]

(n ∈ N ∪ {0}),

âèçíà÷åíî¨ íà (2−1,∞) ⊇ [1,∞), óìîâè 1,2 òåîðåìè 5 âèêîíóþòüñÿ.

Çíàéäåìî ïîõiäíó f ′(x) ïðè x ∈
(
2k, 2k+1

)
, äå k ∈ {−1, 0} ∪ N:

f ′(x) =

{
− 1
x2
, x ∈ (22n, 22n+1)

1
x2
, x ∈ (22n−1, 22n)

(n ∈ N ∪ {0}).

Îòæå |f ′(x) {x}| ≤ 1
x2

(x ∈ (1,∞) \
{
2k | k ∈ N

}
). Òîìó, iíòåãðàë

∫∞
1
f ′(x){x}dx ¹ àáñî-

ëþòíî çáiæíèì. Îòæå, óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà Cf iñíó¹, â òîé ÷àñ, ÿê ðÿä
∑∞

k=1 f(n)

òà iíòåãðàë
∫∞
1
f(x)dx � ðîçáiæíi.

Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé, äëÿ ôóíêöi¨ f : [1,∞) 7→ R iñíóþòü ÷èñëà k ∈ N, ε > 0 òà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë {γn}∞n=1 òàêi, ùî:

1) f ∈ C(k)((1− ε,∞)) i äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, ..., k − 1} ðÿä
∑∞

n=1 f
(j)(n) çáiãà¹òüñÿ;

2) |f (k)(x)| ≤ γn äëÿ êîæíîãî x ∈ [n− 1, n];

3)
∑∞

n=1 γn < +∞.

Òîäi âiäïîâiäíà ñòàëà Åéëåðà Cf äëÿ f(x) iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Ðîçêëàäåìî âåëè÷èíó f(x)−f(n) (1 ≤ n−1 ≤ x ≤ n) çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà

ç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ëàãðàíæà â îêîëi òî÷êè n,

f(x)− f(n) =
( k−1∑
j=1

f (j)(n)
(x− n)j

j!

)
+
f (k)(ξ(x))(x− n)k

k!

äå n− 1 ≤ ξ(x) ≤ n. Òîìó äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi (4) ìîæíà ïîäàòè ó
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âèãëÿäi:

cn =

∫ n

n−1
(f(n)−f(x)) dx = −

∫ n

n−1

( k−1∑
j=1

f (j)(n)
(x−n)j

j!
+
f (k)(ξ(x))(x−n)k

k!

)
dx =

= −
( k−1∑
j=1

f (j)(n)

j!

∫ n

n−1
(x− n)jdx+ 1

k!

∫ n

n−1
f (k)(ξ(x))(x− n)kdx

)
=

=
k−1∑
j=1

(−1)j f
(j)(n)

(j + 1)!
− 1

k!

∫ n

n−1
f (k)(ξ(x))(x− n)kdx = αn + βn,

(9)

äå αn =
∑k−1

j=1(−1)j
f (j)(n)
(j+1)!

i βn = − 1
k!

∫ n
n−1 f

(k)(ξ(x))(x− n)kdx.
Îñêiëüêè f ∈ C(k)((1− ε,∞)), òî iíòåãðàë

∫ n
n−1 (f(n)− f(x)) dx â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíî-

ñòi (9) iñíó¹ â ñåíñi Ðiìàíà. Îòæå, â ñèëó ëiíiéíîñòi îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ, iíòåãðàë∫ n
n−1 f

(k)(ξ(x))(x− n)kdx â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (9) òàêîæ iñíó¹ â ñåíñi Ðiìàíà.

Çãiäíî ç äðóãîþ óìîâîþ äàíîãî òâåðäæåííÿ ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi {βn}∞n=1 äîïóñêàþòü

îöiíêó:

|βn| ≤
1

k!

∫ n

n−1

∣∣f (k)(ξ(x))
∣∣ |x− n|k dx ≤ 1

k!

∫ n

n−1
γndx =

γn
k!
.

Îòæå, â ñèëó òðåòüî¨ óìîâè äàíîãî òâåðäæåííÿ, ðÿä
∑∞

n=2 βn � çáiæíèé. Ðÿä
∑∞

n=2 αn
òàêîæ çáiæíèé, çà ïåðøîþ óìîâîþ äàíîãî òâåðäæåííÿ. Òîìó, â ñèëó ðiâíîñòi (9), ðÿä

(5) çáiæíèé. Îòæå ñòàëà Cf iñíó¹.

2. Âèñíîâêè

Íåçàëåæíî âiä çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

n=1 f(n) òà iíòåãðàëó
∫∞
1
f(x)dx, ïîñëiäîâíiñòü Cn =

Cn(f), n ∈ N, âèçíà÷åíà â (1) ìîæå áóòè çáiæíîþ. Ñòàëà Cf = limn→∞Cn áóäå ðiçíîþ

äëÿ ðiçíèõ ôóíêöié f(x). Âñòàíîâëåíî, ùî óçàãàëüíåíà ñòàëà Åéëåðà Cf iñíó¹ äëÿ ðÿäiâ∑∞
n=1 f(n) ç îáìåæåíèìè ÷ëåíàìè, íàâiòü äëÿ òèõ, äëÿ ÿêèõ íå âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà

óìîâà çáiæíîñòi.
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