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íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : [0, 1]2 → R, íàäiëåíîìó òîïîëîãi¹þ T ïîøàðîâî¨ ðiâ-
íîìiðíî¨ çáiæíîñòi, ÿêi áóëè îòðèìàíi çà îñòàííié ïåðiîä ç ëiòà 2012 ðîêó äî ëiòà 2013
ðîêó i äîïîâiäàëèñÿ íà áàãàòüîõ êîíôåðåíöiÿõ [1]�[4]. Îñíîâíå ïèòàííÿ ôîðìóëþ¹òüñÿ
òàê: äëÿ ÿêèõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : [0, 1]2 → R iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü
ìíîãî÷ëåíiâ fn : [0, 1]2 → R, ùî fn(x, y) ðiâíîìiðíî ïðÿìó¹ äî f(x, y) âiäíîñíî x íà [0, 1]

äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1] i âiäíîñíî y íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1]? Òîáòî éäåòüñÿ ïðî
îïèñ åëåìåíòiâ ç P

s
.

Çàóâàæèìî, ùî â [1, 5] áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî äëÿ çâè÷àéíîãî çàìèêàííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü P = C = S, äå C = C[0, 1]2 � ïðîñòið óñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : [0, 1]2 → R. Äëÿ ñåêâåíöiàëüíîãî çàìèêàííÿ, ÿê i äëÿ çâè÷àéíîãî, òåæ P

s
= C

s
,

àëå ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü C
s

= S, çàëèøà¹òüñÿ ïîêè ùî âiäêðèòèì.
Ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið (S, T ) íå çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òîìó â
íüîìó ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ ìîæå íå çáiãàòèñÿ çi çâè÷àéíèì. Íå çíàþ÷è ÷è C

s
= S,

ïðèðîäíî ïîñòàâèòè çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ òàêî¨ ïiäìíîæèíè L â S, ùî L
s 6= L. Âîíà

òåæ ùå íå ðîçâ'ÿçàíà.
Òóò ìè äîñëiäæó¹ìî âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó P

s
= C

s
, çîêðåìà, ç'ÿñîâó¹ìî, ùî âií

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ïåðåõîäó äî ðiâíîìiðíî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé. Ìè äîâîäèìî,
ùî ôóíêöiÿ Øâàðöà sp(x, y) = 2xy

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0), sp(0, 0) = 0, íàëåæèòü äî C

s
, ÿê i

äîâiëüíà ôóíêöiÿ f ∈ S çi ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó D(f). Òîìó i ôóíêöiÿ
Áåðà

f0(x, y) =
∞∑
k=1

1

2k
sp(x− xk, y − yk)

äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê pk = (xk, yk) ∈ R2 òåæ âõîäèòü ó C
s
.

Ùå Ð.Áåð ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ [6] âñòàíîâèâ, ùî äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f : [0, 1]2 → R ïðîåêöi¨ prX(D(f)) i prY (D(f)) ìíîæèíè D(f) ¨ ¨ òî÷îê ðîçðèâó
íà îñi àáñöèñ i îðäèíàò âiäïîâiäíî ¹ ìíîæèíàìè ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Çâiäñè ëåãêî âèâå-
ñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ S iñíóþòü òàêi äâi çàëèøêîâi Gδ-ìíîæèíè A i B íà
âiäðiçêó X = Y = [0, 1], ùî ôóíêöiÿ f áóäå ñóêóïíî íåïåðåðâíîþ ó êîæíié òî÷öi ç
ìíîæèíè xp(A × B) = (A × Y ) ∪ (X × B). Âèêîðèñòîâóþ÷è êàòåãîðíi ìiðêóâàííÿ, ìè
äîâîäèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ç C

s
iñíóþòü òàêi çàëèøêîâi Gδ-ìíîæèíè A i B

íà [0, 1], ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p0 = (x0, y0) ∈ A × B i äîâiëüíîãî ε > 0 iñíóþòü îêîëè
U i V òî÷îê x0 i y0 âiäïîâiäíî i ôóíêöiÿ g ∈ C, òàêi, ùî |f(p) − g(p)| ≤ ε íà õðåñòi
xp(U × V ) = (U × Y ) ∪ (X × V ). Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî îïèñàíà â öüîìó òâåðäæåííi âëà-
ñòèâiñòü (¨¨ ìè íàçâàëè âëàñòèâiñòü Ì) ñèëüíiøà, íiæ ñôîðìóëüîâàíà âèùå âëàñòèâiñòü
Áåðà. Ïîñòàëî ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÷è êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ S ìà¹ âëàñòèâiñòü Ì? Âèÿâèëî-
ñÿ, ùî öå ñïðàâäi òàê i äîâåñòè öå ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè, ïåðøèé ç ÿêèõ áàçó¹òüñÿ íà
òåîðåìi Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà [7, c.105], à äðóãèé âèêîðèñòîâó¹ êîìïàêòíiñòü
âiäðiçêà [0, 1] i âëàñòèâiñòü Áåðà.

Íàðåøòi, ìè ðîçâèâà¹ìî ìåòîä ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ i ç äîïîìîãîþ íüîãî ïîêàçó¹ìî,
ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ S, ó ÿêî¨ îäíà ç ïðîåêöié prX(D(f)) ÷è prY (D(f)) íà âiñü àáñöèñ
÷è îðäèíàò íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà, âõîäèòü â C

s
. Ìè ç'ÿñîâó¹ìî òàêîæ, ùî êîëè ó

ôóíêöi¨ f ∈ S i çâóæåííÿ f |E×Y íåïåðåðâíå, äå E = prX(D(f)), òî f ∈ Cs
.
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2. Iñòîðiÿ.

Äîñëiäæåííÿ ïèòàíü àïðîêñèìàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ðîçïî÷àëîñÿ ç ïðàöi
À.Ëåáå à [8], â ÿêié âií, âèêîðèñòàâøè íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ëàìàíèìè, äî-
âiâ, ùî êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R2 → R íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà,
òîáòî ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : R2 → R. Ïîòî÷êîâà
àïðîêñèìàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ñóêóïíî íåïåðåðâíèìè, òîáòî ¨õ áåðiâñüêà
êëàñèôiêàöiÿ, ÿê i ñïîðiäíåíà ç íåþ ëåáå iâñüêà êëàñèôiêàöiÿ, âèâ÷àëàñü ó ïðàöÿõ áàãà-
òüîõ ìàòåìàòèêiâ: Ã.Ãàí, Ê.Êóðàòîâñüêèé, Ä.Ìîíò îìåði, Â.Ìîðàí, Á.Äæîíñîí,Æ.Ñàí-
Ðåìî, Â.Ðóäií, �.Âåðà, Ð.Ãåíñåë, Â.Ìàñëþ÷åíêî, Â.Ìèõàéëþê, Î.Ñîá÷óê, Ò.Áàíàõ,
Î.Êàðëîâà òà ií. (äèâ. äèñåðòàöi¨ [9]�[11] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó). Öi äîñëiäæåííÿ
òðèâàþòü i íèíi (äèâ., íàïðèêëàä, [12]).

Â îñòàííié ÷àñ àêòèâiçóâàëèñÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàíü ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ àïðîêñè-
ìàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Âîíè òåæ ìàþòü ñâî¨ì äæåðåëîì ïiîíåðñüêó ïðàöþ
À.Ëåáå à [8], àäæå ëàìàíi gn ç âåðøèíàìè ó òî÷êàõ ( k

n
, g( k

n
)), äå k = 0, 1, . . . , n, ðiâíî-

ìiðíî çáiãàþòüñÿ äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : [0, 1]→ R íà âiäðiçêó, i òîìó ìåòîä Ëåáå à
äà¹ íàì àïðîêñèìàöiþ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R ñóêóïíî íåïåðåðâíè-
ìè CL-ôóíêöiÿìè fn : [0, 1]2 → R, ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ¹ ëiíiéíèìè
ñïëàéíàìè âiäíîñíî äðóãî¨, ïðè öüîìó fn(x, y) ⇒ f(x, y) âiäíîñíî y íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî
x ∈ [0, 1]. Öå ñïîñòåðåæåííÿ âèêîðèñòàâ Ì.Öóäæi [13], îòðèìàâøè íà éîãî îñíîâi ïåâíèé
âàðiàíò òåîðåìè Áåðà ïðî ïðîåêöiþ.

Ó ïðàöi [14] ç äîïîìîãîþ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíøòåéíà äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R áóëà ïîáóäîâàíà ïîñëiäîâíiñòü ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ CP -ôóíêöié
fn : [0, 1]2 → R, íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ïîëiíîìiàëüíèõ âiäíîñíî äðóãî¨,
äëÿ ÿêèõ âñi âåðòèêàëüíi x-ðîçðiçè fxn = fn(x, ·) ôóíêöié fn ðiâíîìiðíî íà [0, 1] çáiãàþ-
òüñÿ äî âåðòèêàëüíîãî x-ðîçðiçó fx = f(x, ·) ôóíêöi¨ f , i íà îñíîâi öüîãî îòðèìàíî íîâå
äîâåäåííÿ òåîðåìè Áåðà ïðî ïðîåêöiþ. Òóò æå ïîøàðîâà ðiâíîìiðíà àïðîêñèìàöiÿ ïðè-
âåëà äî îòðèìàííÿ íîâèõ õàðàêòåðèçàöié ìåòðèçîâíèõ êîìïàêòiâ. Iäå¨ öi¹¨ ïðàöi áóëè
ðîçâèíóòi â ðîáîòàõ [15]�[18], äå çàìiñòü àëãåáðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ ðîçãëÿäàëèñÿ òðèãî-
íîìåòðè÷íi, çîêðåìà, ïîëiíîìè Ôåé¹ðà i Äæåêñîíà, à òàêîæ äîñëiäæóâàëàñÿ çàãàëüíà
ïðîáëåìà: äëÿ ÿêèõ êîìïàêòiâ Y äëÿ êîæíîãî âñþäè ùiëüíîãî ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó
N áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Cu(Y ) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié g : Y → R ç ðiâíîìiðíîþ
íîðìîþ, äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i áóäü-ÿêî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f : X×Y → R iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X×Y → R, òàêèõ,
ùî fxn ∈ N äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i n ∈ N i fxn ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X? Çîêðåìà,
â [17] ç äîïîìîãîþ ïîáóäîâ ïðàöi [14] áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ ìåòðèçîâíèõ êîìïàêòiâ öå
òàê.

Ñôîðìóëüîâàíå ó âñòóïi ïèòàííÿ ïðî ïîøàðîâó ðiâíîìiðíó àïðîêñèìàöiþ íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìíîãî÷ëåíàìè ïðèðîäíî âèíèêëî ó çâ'ÿçêó ç òîïîëîãiçàöi¹þ ïðî-
ñòîðó S = CC[0, 1]2, âñòàíîâëåííÿì ðiâíîñòi P = S i çãàäàíèì ðåçóëüòàòîì ïðî àïðî-
êñèìàöiþ CP -ôóíêöiÿìè fn, äëÿ ÿêèõ òiëüêè fxn ⇒ fx íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1].
Âîíî âïåðøå ïðîçâó÷àëî â äîïîâiäi äðóãîãî ç ñïiâàâòîðiâ íà ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨
ïàì'ÿòi Ñ.Áàíàõà ó Ëüâîâi ó âåðåñíi 2012 ðîêó i îïóáëiêîâàíå â òåçàõ [2].
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3. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ìè ïîêëàäà¹ìî

fx(y) = fy(x) = f(x, y) = f(p).

Âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z íàçèâà¹òüñÿ âåðòèêàëüíèì x-ðîçðiçîì, à âiäîáðàæåííÿ fy :

X → Z � ãîðèçîíòàëüíèì y-ðîçðiçîì âiäîáðàæåííÿ f .
Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹-

òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0 = (x0, y0) ç äîáóòêó X × Y , ÿêùî âiäîáðàæåííÿ
fx0 : Y → Z íåïåðåðâíå ó òî÷öi y0, à âiäîáðàæåííÿ fy0 : X → Z íåïåðåðâíå ó òî÷öi x0, i
ïðîñòî íàðiçíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi äîáóòêó X×Y . Çðîçóìi-
ëî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z áóäå íàðiçíî íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âñi éîãî âåðòèêàëüíi x-ðîçðiçè fx : Y → Z i ãîðèçîíòàëüíi y-ðîçðiçè fy : X → Z íåïå-
ðåðâíi. Ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z ìè ïîçíà÷à¹ìî
ñèìâîëîì CC(X × Y, Z).

Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíî íåïåðåðâíèì àáî ïðîñòî íåïå-

ðåðâíèì ó òî÷öi p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó W òî÷êè z0 = f(p0)

ó ïðîñòîði Z iñíóþòü òàêi îêîëè U i V òî÷îê x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî,
ùî f(U × V ) ⊆ W , òîáòî f ¹ íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0 âiäíîñíî òîïîëîãi¨ äîáóòêó íà
X × Y , i ïðîñòî ñóêóïíî íåïåðåðâíèì ÷è íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié
òî÷öi ç X × Y . Ìíîæèíà âñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
C(X × Y, Z) âiäïîâiäíî äî òîãî, ùî ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç C(X, Y ). Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ìè âæèâà¹ìî ñèìâîëè

C(X) = C(X,R), CC(X × Y ) = CC(X × Y,R) i C(X × Y ) = C(X × Y,R)

ßê ïðîñòîðè C(X) ÷è C(X × Y ), òàê i ïðîñòið CC(X × Y ) � öå âåêòîðíi ïðîñòîðè
âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié íàä ôóíêöiÿìè, ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðiâ RX ÷è RX×Y âñiõ
ôóíêöié íà X ÷è X × Y âiäïîâiäíî.

Çðîçóìiëî, ùî ç ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi â òî÷öi âèïëèâà¹ íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü ó öié
æå òî÷öi, îòæå, C(X×Y, Z) ⊆ CC(X×Y, Z). Îáåðíåíå, âçàãàëi êàæó÷è, íå ïðàâèëüíå, ÿê
ïîêàçó¹ õðåñòîìàòiéíèé ïðèêëàä ôóíêöi¨ Øâàðöà sp : R2 → R, ÿêà íàðiçíî íåïåðåðâíà,
àëå íå ¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi (0, 0) (i òiëüêè â íié).

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ñèìâîëîì C(f) ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó éîãî òî÷îê
íåïåðåðâíîñòi, à ÷åðåç D(f) = X\C(f) � ìíîæèíó éîãî òî÷îê ðîçðèâó. Äëÿ âiäîáðàæåí-
íÿ f : X×Y → Z ñèìâîë C(f) îçíà÷à¹ ìíîæèíó òî÷îê, â ÿêèõ f ñóêóïíî íåïåðåðâíå, à
D(f) = (X × Y )\C(f), òîáòî òî÷êè ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z � öå òi òî÷êè,
â ÿêèõ f íå ¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíèì. Òàê, äëÿ ôóíêöi¨ Øâàðöà C(sp) = R2\{(0, 0)} i
D(f) = {(0, 0)}.

Äëÿ ïiäìíîæèíè E òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó T ñèìâîëîì E ìè ïîçíà÷à¹ìî çâè÷àéíå
çàìèêàííÿ ìíîæèíè E â T , òîáòî ñóêóïíiñòü óñiõ òî÷îê äîòèêó t ç T ìíîæèíè E,
ÿêi ìîæóòü áóòè îõàðàêòåðèçîâàíi óìîâîþ: iñíó¹ ñiòêà (ti)i∈I , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê
ti ∈ E, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî t â T . Ñèìâîë E

s
îçíà÷à¹ ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ ìíîæèíè

E â T , òîáòî ñóêóïíiñòü óñiõ òî÷îê t ç T , äëÿ ÿêèõ iñíó¹ çâè÷àéíà ïîñëiäîâíiñòü (tn)∞n=1
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òî÷îê tn ç E, ÿêà ïðÿìó¹ äî t. Ó ïðîñòîðàõ ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, çîêðåìà,
â ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ, çàâæäè E = E

s
, àëå, âçàãàëi êàæó÷è, ñïðàâäæó¹òüñÿ ëèøå

âêëþ÷åííÿ E
s ⊆ E, ðiâíîñòi æ ìîæå íå áóòè. Òàê, ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ ïðîñòîðó

C(R) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : R → R ó ïðîñòîði RR âñiõ ôóíêöié f : R → R ç
òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi � öå ïðîñòið B1(R) âñiõ ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Áåðà,
à çâè÷àéíå çàìèêàííÿ � öå âåñü ïðîñòið RR, ïðè öüîìó B1(R) 6= RR, áî ôóíêöiÿ Äiðiõëå
f = χQ íå íàëåæèòü äî B1(R).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : T → R ïîêëàäåìî

‖f‖∞ = sup
t∈T
|f(t)|.

Ôóíêöiÿ ‖ · ‖∞ áóäå íîðìîþ íà ïðîñòîði l∞(T ) âñiõ îáìåæåíèõ ôóíêöié f : T → R,
çîêðåìà, íà ïðîñòîði C(T ) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : T → R, ÿêùî T � êîìïàêòíèé
ïðîñòið. Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó T íîðìîâàíèé ïðîñòið (C(T ), ‖ · ‖∞) ìè ïîçíà÷à¹ìî
ñèìâîëîì Cu(T ), äëÿ éîãî åëåìåíòiâ ‖f‖∞ = maxt∈T |f(t)|.

Ñèìâîëîì Cp(T ) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó T ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòið
C(T ) ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñiì'¹þ ïåðåäíîðì

qt(f) = |f(t)|, t ∈ T.

Äîïóñêàþ÷è âiëüíiñòü ìîâè, ôóíêöiþ ‖·‖∞ : RT → [0; +∞] ìè íàçèâà¹ìî ðiâíîìiðíîþ
íîðìîþ, àäæå ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn : T → R áóäå ðiâíîìiðíî çáiãàòèñÿ äî ôóíêöi¨
f : T → R íà T òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ‖fn − f‖∞ → 0. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi íà ìíîæèíi T ìè âæèâà¹ìî çâè÷àéíå êîðîòêå ïîçíà÷åííÿ: fn ⇒ f íà T .

4. Òîïîëîãiçàöiÿ ïðîñòîðó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié i ðiâíiñòü P
s

= C
s
.

Íåõàé X i Y � êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ðîçãëÿíåìî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði
CC(X × Y ) äâi ñiì'¨ ïåðåäíîðì, ïîêëàâøè äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ CC(X × Y ) i äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ x ∈ X i y ∈ Y

‖f‖x = ‖fx‖∞ i ‖f‖y = ‖fy‖∞.

Ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ T íà ïðîñòîði CC(X × Y ), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ
ïåðåäíîðì

{‖ · ‖x : x ∈ X} ∪ {‖ · ‖y : y ∈ Y }

ìè íàçèâà¹ìî òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi , áî fn → f ó ïðîñòîði
(CC(X × Y ), T ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fxn ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X i (fn)y ⇒ fy
íà X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y .

Ó öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííèé âèïàäîê, êîëè X = Y = [0, 1], âiäêëàâøè
äîñëiæåííÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó íà ïiçíiøi ÷àñè. Ó öüîìó âèïàäêó äîáóòîê X × Y �
öå îäèíè÷íèé êâàäðàò Q = [0, 1]2 íà ÷èñëîâié ïëîùèíi R2, à CC(X × Y ) � öå ïðîñòið
CC[0, 1]2 âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : [0, 1]2 → R, çàäàíèõ íà êâàäðàòi Q.
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Ïðîñòið CC[0, 1]2, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi, ìè áóäåìî
ïîçíà÷àòè ëiòåðîþ S. Ëiòåðîþ P ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòið âñiõ ïîëiíîìiâ

f(x, y) =
n∑

j,k=0

aj,kx
jyk

âiä äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ, äëÿ ÿêèõ 0 ≤ x ≤ 1 i 0 ≤ y ≤ 1, à ëiòåðîþ C � ïðîñòið C[0, 1]2

óñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : [0, 1]2 → R. Çðîçóìiëî, ùî P i C ¹ ëiíiéíèìè
ïiäïðîñòîðàìè S, ïðè÷îìó P ⊂ C ⊂ S (âêëþ÷åííÿ ñòðîãi).

Âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó S âèâ÷àëèñÿ ó ïðàöi [5], äå áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî S � öå ïîâíèé
ñåïàðàáåëüíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, ùî íå çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi,
à çíà÷èòü, íå ìåòðèçîâíèé, ïðè÷îìó P = C = S, äå çàìèêàííÿ, çðîçóìiëî, ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ó ïðîñòîði S.

Ó öié ñòàòòi ìè áóäåìî âèâ÷àòè ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ P
s
â S. Ïî÷íåìî ç òàêîãî

ïðîñòîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Òåîðåìà 4.1. P
s

= C
s
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P ⊆ C, òî i P
s ⊆ C

s
. Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ i îáåðíåíå

âêëþ÷åííÿ.
Íåõàé f ∈ Cs

. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈ C, ùî fn → f ó ïðîñòîði
S, òîáòî

‖fn − f‖x → 0 i ‖fn − f‖y → 0 äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ [0, 1].

Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ [19] ïðîñòið P óñiõ ïîëiíîìiâ íà
Q âñþäè ùiëüíèé ó ïðîñòîði Cu(Q). Òîìó äëÿ êîæíîãî íîìåðà n iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí
gn ∈ P , ùî ‖gn − fn‖∞ ≤ 1

n
. Â òàêîìó ðàçi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0, 1]

‖gn−f‖x = ‖gxn−fx‖∞ ≤ ‖gxn−fxn‖∞+‖fxn−fx‖∞ ≤ ‖gn−fn‖∞+‖fn−f‖x ≤
1

n
+‖fn−f‖x,

çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ‖gn−f‖x → 0. Òàê ñàìî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ i òå, ùî ‖gn−f‖y → 0

äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]. Òîìó gn → f ó ïðîñòîði S, îòæå, f ∈ P s
.

Íàäàëi ìè áóäåìî âèâ÷àòè ñàìå ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ C
s
ïðîñòîðó C ñóêóïíî íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîði S íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êâàäðàòi. Çàóâàæèìî,
ùî öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè i â çàãàëüíiøîìó âèïàäêó, êîëè êâàäðàò Q çàìiíåíî
íà äîáóòîê X×Y äîâiëüíèõ êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ i ïîíÿòòÿ ìíîãî÷ëåíà âòðà÷à¹ çìiñò.

5. Ôóíêöi¨ çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì òî÷îê ðîçðèâó.

Îñêiëüêè ïðîñòið C iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé, òî
âèíèêà¹ ïiäîçðà ÷è íå iíâàðiàíòíèé âií i âiäíîñíî ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëi-
äîâíîñòåé, òîáòî ÷è áóâà íå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü C

s
= C. Ôóíêöiÿ Øâàðöà sp, çâóæåíà

íà êâàäðàò Q, îäðàçó æ ñïðîñòîâó¹ öþ ãiïîòåçó.
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Òåîðåìà 5.1. sp|Q ∈ C
s\C.

Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî f = sp|Q ∈ S\C. Ïîêàæåìî, ùî f ∈ C
s
. Äëÿ öüîãî âèðiæåìî

ç êâàäðàòà Q âiäêðèòèé êâàäðàòèê Qn = (0, 1
n
)2, ðîçãëÿíóâøè äëÿ êîæíîãî íîìåðà

n çàìêíåíó ïiäìíîæèíó En = Q\Qn êâàäðàòà Q. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Øâàðöà íàðiçíî
íåïåðåðâíà i ðîçðèâíà òiëüêè â òî÷öi (0, 0), òî çâóæåííÿ gn = f |En áóäå ñóêóïíî íåïå-
ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Çà òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [7, c.116] iñíó¹ ôóíêöiÿ fn ∈ C, òàêà,
ùî fn|En = gn. (Çâè÷àéíî, òàêó ôóíêöiþ ëåãêî ïîáóäóâàòè i áåçïîñåðåäíüî). Ëåãêî çðî-
çóìiòè, ùî fn → f â S. Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî ÿêóñü òî÷êó x ç âiäðiçêà [0, 1]. ßêùî x = 0,
òî fxn = f 0

n = f 0 = fx, áî {0} × [0, 1] ⊆ En äëÿ êîæíîãî n, îòæå, â öüîìó âèïàäêó
‖fn − f‖x = 0 äëÿ êîæíîãî n. Íåõàé x > 0. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî 1

n
≤ x äëÿ

âñiõ n ≥ N . Ó òàêîìó ðàçi fxn = fx ïðè n ≥ N , áî {x} × [0, 1] ⊆ En ïðè n ≥ N . Òîìó
òóò ìà¹ìî, ùî ‖fn − f‖x = 0 ïðè n ≥ N . Òàêèì ÷èíîì, ‖fn − f‖x → 0 ïðè n → ∞ äëÿ
êîæíîãî x ∈ [0, 1]. Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ ÿñíî, ùî i ‖fn− f‖y → 0 äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1],
îòæå, fn → f â S, à çíà÷èòü f ∈ Cs

.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé f ∈ S i ìíîæèíà D(f) ñêií÷åííà. Òîäi f ∈ Cs
.

Äîâåäåííÿ. ßêùî D(f) = ∅, òî f ∈ C i âñå çðîçóìiëî. Íåõàé D(f) 6= ∅. Òîäi D(f) =

{p1, . . . , pm} äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m, äå pk 6= pj ïðè k 6= j. Íåõàé pk = (xk, yk) ïðè
k = 1, . . . ,m. Äëÿ êîæíîãî n ëåãêî ïîáóäóâàòè äèç'þíêòíó ñèñòåìó êâàäðàòiâ

Qn,k = (xk − δn, xk + δn)× (yk − δn, yk + δn)

ç öåíòðàìè ó òî÷êàõ pk, äå k = 1, . . . ,m, ïðè÷îìó 0 < δn ≤ 1
n
. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè (n, k)

ðîçãëÿíåìî õðåñòèê Cn,k = ({xk}× (yk−δn, yk+δn))∪ ((xk−δn, xk+δn)×{yk}) i âiäêðèòó
â R2 ìíîæèíó Gn,k = Qn,k\Cn,k. Ìíîæèíà Gn =

m⋃
k=1

Gn,k òåæ âiäêðèòà â R2, à òîìó

ìíîæèíà En = Q\Gn çàìêíåíà â êâàäðàòi Q. Äëÿ êîæíîãî n ðîçãëÿíåìî çâóæåííÿ gn =

f |En . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íàðiçíî íåïåðåðâíà i ðîçðèâíà òiëüêè â òî÷êàõ pk, òî ôóíêöiÿ
gn : En → R áóäå íåïåðåðâíîþ. Çà òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ fn : Q→ R, ùî fn|En = gn. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî fn → f â S.

Ñïðàâäi, íåõàé 0 ≤ x ≤ 1. ßêùî x = xk äëÿ äåÿêîãî k = 1, . . . ,m, òî fxn = fxkn = fxk =

fx, áî {xk} × [0, 1] ⊆ En äëÿ êîæíîãî n çà ïîáóäîâîþ. Â òàêîìó ðàçi ‖fn − f‖x = 0 äëÿ
êîæíîãî n. ßêùî æ x 6= xk ïðè k = 1, . . . ,m, òî ÷èñëî δ = min{|x − xk| : k = 1, . . . ,m}
äîäàòíå. Çà ïîáóäîâîþ 0 < δn ≤ 1

n
, îòæå, δn → 0. Òîìó iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî

δn ≤ δ ïðè n ≥ N . Òîäi {x} × [0, 1] ⊆ En ïðè n ≥ N i òîìó fxn = fx ïðè n ≥ N , îòæå,
‖fn−f‖x = 0 ïðè n ≥ N . Òàêèì ÷èíîì, ‖fn−f‖x → 0 ïðè n→∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1].
Òàê ñàìî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî ‖fn − f‖y → 0 ïðè n → ∞ äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî fn → f â S, îòæå, f ∈ Cs

.

Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü gn : T → Z ñòàáiëüíî çáiãà¹òüñÿ äî âiä-
îáðàæåííÿ g : T → Z (ïîçíà÷à¹òüñÿ: gn

d−→ g), ÿêùî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî gn = g,
ÿê òiëüêè n ≥ N . Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü fn : X×Y → Z ïîøàðîâî

ñòàáiëüíî çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z, ÿêùî fxn
d−→ fx äëÿ êîæíîãî
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x ∈ X i (fn)y
d−→ fy äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . ßñíî, ùî ó âèïàäêó Z = R çi ñòàáiëüíî¨ çái-

æíîñòi âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà, à ç ïîøàðîâî ñòàáiëüíî¨ çáiæíîñòi � ïîøàðîâî ðiâíîìiðíà
çáiæíiñòü. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ S çi ñêií÷åííèì ÷è-
ñëîì ðîçðèâiâ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn ∈ C, ÿêà ïîøàðîâî ñòàáiëüíî
çáiãà¹òüñÿ äî f .

6. Íîðìàëüíà i ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü.

Ñâîþ äèñåðòàöiþ [6] Ð.Áåð ïî÷èíà¹ ç ðîçãëÿäó ôóíêöi¨ f0 : R2 → R, ÿêà çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

f0(p) =
∞∑
k=1

1

2k
sp(p− pk),

äå (pk)
∞
k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ òî÷îê ïëîùèíè R2. Öå ôóíêöiÿ íàðiçíî íåïå-

ðåðâíà i ó íå¨ D(f0) = {pk : k ∈ N}. Íàñòóïíå ïðèðîäíå ïèòàííÿ, ÿêå ïîñòàëî â íàøèõ
äîñëiäæåííÿõ: ÷è f0|Q ∈ C

s
? Âîíî çàôiêñîâàíå â òåçàõ [2]. Ó öüîìó ïóíêòi ìè äàìî íà

íüîãî ïîçèòèâíó âiäïîâiäü.
Ïî÷íåìî ç äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 6.1. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà i ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn : X → R ðiâíîìiðíî

íà X çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f : X → R, ïðè÷îìó |f(x)| ≤ γ íà X äëÿ äåÿêîãî γ ≥ 0. Òîäi

ôóíêöi¨ gn(x) = max{−γ,min{fn(x), γ}} çàäîâîëüíÿþòü íà X íåðiâíiñòü |gn(x)| ≤ γ i

gn ⇒ f íà X.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî gn(x) = fn(x), ÿêùî |fn(x)| ≤ γ, gn(x) = γ, ÿêùî fn(x) ≥ γ, i
gn(x) = −γ, ÿêùî fn(x) ≤ −γ. Òîìó |gn(x)| ≤ γ íà X.

Ïîêàæåìî, ùî gn ⇒ f íà X. Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0. Îñêiëüêè fn ⇒ f íà X, òî
iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ïðè n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(x)− ε ≤ fn(x) ≤ f(x) + ε.

Âiçüìåìî x ∈ X i n ≥ N . ßêùî |fn(x)| ≤ γ, òî gn(x) = fn(x), îòæå, òîäi i

f(x)− ε ≤ gn(x) ≤ f(x) + ε.

Íåõàé fn(x) ≥ γ. Òîäi gn(x) = γ ≥ f(x). Â òàêîìó ðàçi

f(x) ≤ gn(x) ≤ fn(x) ≤ f(x) + ε,

òèì áiëüøå
f(x)− ε ≤ gn(x) ≤ f(x) + ε.

Íàðåøòi, íåõàé fn(x) ≤ −γ. Òîäi gn(x) = −γ ≤ f(x). Òåïåð

f(x)− ε ≤ fn(x) ≤ gn(x) ≤ f(x),

îòæå, i òóò f(x)− ε ≤ gn(x) ≤ f(x) + ε. Òàêèì ÷èíîì, |gn(x)− f(x)| ≤ ε íà X, ÿê òiëüêè
n ≥ N , îòæå, gn ⇒ f íà X.
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Ëåìà 6.2. Íåõàé f ∈ S, fn ∈ C äëÿ êîæíîãî íîìåðà n, fn → f â S, |f(p)| ≤ γ íà Q i

gn(p) = max{−γ,min{fn(p), γ}}. Òîäi gn ∈ C, |gn(p)| ≤ γ íà Q äëÿ êîæíîãî n i gn → f â

S.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìàêñèìóì i ìiíiìóì äâîõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çàëèøà¹òüñÿ çíîâó
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, òî gn ∈ C äëÿ êîæíîãî n. Íåðiâíiñòü |gn(p)| ≤ γ äîâåäåíà â
ïîïåðåäíié ëåìi. Ïîêàæåìî, ùî gn → f â S.

Çàôiêñó¹ìî x ∈ X. ßñíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ [0, 1]

gxn(y) = gn(x, y) = max{−γ,min{fn(x, y), γ}} = max{−γ,min{fxn (y), γ}}.

Çà óìîâîþ fxn ⇒ fx íà [0, 1]. Òîäi çà ëåìîþ 6.1 i gxn ⇒ fx íà [0, 1]. Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ,
ùî i (gn)y ⇒ fy íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]. Òîìó gn → f â S.

Ìè êàæåìî, ùî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä
∑∞

k=1 uk(p) íîðìàëüíî çáiãà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

E, ÿêùî iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî ÷èñëîâèé ðÿä
∑∞

k=m ‖uk‖∞, äå ‖uk‖∞ = supp∈E |uk(p)|,
çáiãà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé f(p) =
∞∑
k=1

uk(p) íà Q, ïðè÷îìó ðÿä
∑∞

k=1 uk(p) íîðìàëüíî çáiãà¹-

òüñÿ íà Q i uk ∈ C
s
äëÿ êîæíîãî k. Òîäi i f ∈ Cs

.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî ðÿä
∑∞

k=m ‖uk‖∞ çáiãà¹òüñÿ. Íåõàé

g(p) =
m−1∑
k=1

uk(p) i h(p) =
∞∑
k=m

uk(p).

Îñêiëüêè C � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið S, òî òàêèì áóäå i C
s
. Òîìó g ∈ Cs

. Äëÿ ôóíêöié uk
ïðè k ≥ m âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |uk(p)| ≤ ‖uk‖∞ = ck < +∞ íà Q. Îñêiëüêè uk ∈ C

s
,

òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié uk,n ∈ C, ùî uk,n → uk â S. Ïîêëàäàþ÷è

vk,n(p) = max{−ck,min{uk,n(p), ck}}

ïðè k ≥ m, ìè îòðèìà¹ìî çãiäíî ç ëåìîþ 6.2 ôóíêöi¨ vk,n ∈ C, òàêi, ùî |vk,n(p)| ≤ ck íà
Q i vk,n → uk â S. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

hn(p) =
∞∑
k=m

vk,n(p).

Çi çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
k=m

ck íà îñíîâi îçíàêè Âåé¹ðøòðàññà âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü

íà Q ðÿäó äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié hn. Îñêiëüêè vk,n ∈ C äëÿ êîæíîãî k ≥ m, òî i
hn ∈ C çà âiäîìîþ òåîðåìîþ ç àíàëiçó.

Ïîêàæåìî, ùî hn → h ó S. Äëÿ ôiêñîâàíîãî x ç [0, 1], î÷åâèäíî, áóäåìî ìàòè

‖hn − h‖x ≤
∞∑
k=m

‖vk,n − uk‖x.
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Ïðè öüîìó

‖vk,n − uk‖x = ‖vxk,n − uxk‖∞ ≤ ‖vk,n − uk‖∞ ≤ ‖vk,n‖∞ + ‖uk‖∞ ≤ 2‖uk‖∞ = 2ck

äëÿ äîâiëüíèõ íîìåðiâ n i êîæíîãî k ≥ m. Îñêiëüêè ðÿä
∞∑
k=m

2ck çáiãà¹òüñÿ, òî ðÿä

∞∑
k=m

‖vk,n−uk‖x çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî n íà ìíîæèíi N çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà,

òîìó çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì íåñêií÷åííî¨ ñóìè

lim
n→∞

‖hn − h‖x =
∞∑
k=m

lim
n→∞

‖vk,n − uk‖x =
∞∑
k=m

0 = 0.

Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ, ùî ‖hn − h‖y → 0 äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]. Îòæå, hn → h â S.
Öå äîâîäèòü, ùî h ∈ Cs

. Îñêiëüêè f = g+h, ïðè÷îìó îáèäâà äîäàíêè g i h íàëåæàòü
äî C

s
, òî i f ∈ Cs

.

Íàñëiäîê 6.4. Çâóæåííÿ f0|Q ôóíêöi¨ Áåðà f0 íà êâàäðàò Q íàëåæèòü äî C
s
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôóíêöié uk(p) = 1
2k
sp(p − pk) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà |uk(p)| ≤ 1

2k
äëÿ âñiõ

k i äîâiëüíîãî p ∈ Q, ùî äà¹ íàì íîðìàëüíó çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî ðÿäó. Îñêiëüêè
uk ∈ C

s
äëÿ êîæíîãî k çà òåîðåìîþ 5.2 (i ç òåîðåìè 5.1 öå ëåãêî âèâåñòè), òî f0|Q ∈ C

s

çà òåîðåìîþ 6.3.

Ç òåîðåìè 6.3 ìîæíà âèâåñòè, ùî C
s
, ÿê i C, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé.

Ëåìà 6.5. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn : E → R ðiâíîìiðíî íà E çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ f : E → R. Òîäi iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü (fnk
)∞k=1 ïîñëiäîâíîñòi (fn)∞n=1, ùî

f(p) =
∑∞

k=1 uk(p) íà E, äå u1 = fn1 i uk = fnk
−fnk−1

ïðè k > 1, ïðè÷îìó ðÿä
∑∞

k=1 uk(p)

íîðìàëüíî çáiãà¹òüñÿ íà E.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî fn ⇒ f íà E, ëåãêî âèâåñòè, ùî iñíó¹ òàêà ñòðîãî çðîñòàþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ nk, ùî

|fn(p)− f(p)| ≤ 1

2k+2
íà E ïðè n ≥ nk.

Ïîêëàäåìî u1 = fn1 i uk = fnk
− fnk−1

ïðè k > 1. Îñêiëüêè nk > nk−1 ïðè k > 1, òî äëÿ
òàêèõ k áóäåìî ìàòè

|uk(p)| = |fnk
(p)− fnk−1

(p)| ≤ |fnk
(p)− f(p)|+ |fnk−1

(p)− f(p)| ≤ 1

2k+1
+

1

2k+1
=

1

2k

íà ìíîæèíi E, îòæå, ‖uk‖∞ ≤ 1
2k

äëÿ êîæíîãî k > 1, çâiäêè âèïëèâà¹ íîðìàëüíà çái-

æíiñòü ðÿäó
∞∑
k=1

uk(p) íà E. Àëå

m∑
k=1

uk(p) = fn1(p) + fn2(p)− fn1(p) + . . .+ fnm(p)− fnm−1(p) = fnm(p)

i fnm(p)→ f(p) íà E, òîìó f(p) =
∑∞

k=1 uk(p) íà E i ëåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 6.6. Íåõàé fn ∈ C
s
äëÿ êîæíîãî íîìåðà n i fn ⇒ f íà Q. Òîäi i f ∈ Cs

.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 6.5 iñíóþòü ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ nk i
âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ uk, òàêi, ùî f(p) =

∑∞
k=1 uk(p) íà Q, ïðè÷îìó ðÿä çáiãà¹òüñÿ íîð-

ìàëüíî íà Q. Îñêiëüêè fn ∈ C
s
äëÿ êîæíîãî n i C

s
� öå ëiíiéíèé ïiäïðîñòið S, òî

uk = fnk
− fnk−1

∈ Cs
ïðè k > 1 i u1 = fn1 ∈ C

s
. Òîäi i f ∈ Cs

çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.3.

7. Ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç C
s
i S íà õðåñòàõ

Íàãàäà¹ìî, ùî õðåñòîì ïiäìíîæèíè E äîáóòêó X × Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

xp(E) = (prX(E)× Y ) ∪ (X × prY (E)),

äå prX : X × Y → X i prY : X × Y → Y � ïðîåêöi¨, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

prX(x, y) = x i prY (x, y) = y.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ áåðiâñüêèì [20, c.116], ÿêùî â íüîìó êîæíà
íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨. Êîæíèé ïîâíîìåòðèçîâ-
íèé ÷è êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ áåðiâñüêèì. Çîêðåìà, òàêèì áóäå âiäðiçîê [0, 1]. Áåðîâiñòü
ïðîñòîðó X ðiâíîñèëüíà òàêié óìîâi [21, c.64]: äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ â X
ìíîæèí Fn, òàêî¨, ùî X =

⋃∞
n=1 Fn, âiäêðèòà ìíîæèíà G =

⋃∞
n=1 int(Fn) âñþäè ùiëüíà â

X. Çàðàç ìè, êîðèñòóþ÷èñü öi¹þ óìîâîþ, âèâåäåìî ïåâíó àïðîêñèìàòèâíó âëàñòèâiñòü
ôóíêöié f ∈ Cs

.
Íåõàé f ∈ C

s
i (fn)∞n=1 � òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈ C, ùî fn → f â S.

Ïîêëàäåìî äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó X = [0, 1] = Y . Äëÿ êîæíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî
íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An(ε) = {x ∈ X : (∀k ≥ n)(‖fn − f‖x ≤ ε)}.

Çðîçóìiëî, ùî
⋃∞
n=1An(ε) = X, áî ‖fk − f‖x → 0 ïðè k →∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíè An(ε) çàìêíåíi. Ñïðàâäi, íåõàé xj ∈ An(ε), x ∈ X i
xj → x. Çàôiêñó¹ìî k ≥ n i y ∈ Y . Îñêiëüêè xj ∈ An(ε), òî |fk(xj, y)− f(xj, y)| ≤ ε. Àëå
fk(xj, y)→ fk(x, y), áî ôóíêöiÿ fk íåïåðåðâíà, i f(xj, y)→ f(x, y), áî ôóíêöiÿ f íàðiçíî
íåïåðåðâíà, îòæå, íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ fy. Òîìó i

|fk(x, y)− f(x, y)| = lim
j→∞
|fk(xj, y)− f(xj, y)| ≤ ε,

çâiäêè, ïåðåéøîâøè äî ñóïðåìóìà, îòðèìà¹ìî, ùî ‖fk−f‖x ≤ ε. Òîìó i x ∈ An(ε), îòæå,
An(ε) � çàìêíåíà ìíîæèíà â X.

Ââåäåìî ìíîæèíè

Gn(ε) = intAn(ε) i G(ε) =
∞⋃
n=1

Gn(ε).
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Îñêiëüêè ïðîñòið X = [0, 1] áåðiâñüêèé, òî âiäêðèòà â X ìíîæèíà G(ε) âñþäè ùiëüíà â
X. �¨ äîïîâíåííÿ X\G(ε) áóäå íiäå íå ùiëüíèì â X, à ïåðåòèí

A =
∞⋂
m=1

G( 1
m

)

áóäå çàëèøêîâîþ â X ìíîæèíîþ òèïó Gδ.
Àíàëîãi÷íî, ââîäÿ÷è ìíîæèíè

Bn(ε) = {y ∈ Y : (∀k ≥ n)(‖fk − f‖y ≤ ε)},

ÿêi áóäóòü çàìêíåíèìè â Y i äëÿ íèõ
∞⋃
n=1

Bn(ε) = Y , ìè îòðèìà¹ìî, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà

H(ε) =
∞⋃
n=1

Hn(ε), äå Hn(ε) = intBn(ε),

âñþäè ùiëüíà â Y , à ïåðåòèí

B =
∞⋂
m=1

H( 1
m

)

áóäå çàëèøêîâîþ Gδ-ìíîæèíîþ ó ïðîñòîði Y .

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé f ∈ Cs
, fn ∈ C, fn → f â S i A òà B � ïîáóäîâàíi âèùå çàëèøêîâi

Gδ-ìíîæèíè â X = Y = [0, 1]. Òîäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p0 = (x0, y0) ∈ A× B i äîâiëüíîãî

ε > 0 iñíóþòü îêîëè U i V òî÷îê x0 i y0 âiäïîâiäíî i íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g ∈ C, òàêi,
ùî |f(p)− g(p)| ≤ ε íà xp(U × V ).

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî íîìåð m íàñòiëüêè âåëèêèì, ùî 1
m
< ε. Òîäi x0 ∈ G( 1

m
) ⊆ G(ε) i

y0 ∈ H( 1
m

) ⊆ H(ε). Çíàéäåìî òàêi íîìåðè n i l, ùî x0 ∈ Gn(ε), y0 ∈ Hl(ε) i ïîêëàäåìî
U = Gn(ε) i V = Hl(ε). Ìíîæèíè U i V âiäêðèòi, îòæå, âîíè áóäóòü îêîëàìè òî÷îê x0 i
y0 âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè U ⊆ An(ε) i V ⊆ Bl(ε), òî ‖fk − f‖x ≤ ε äëÿ âñiõ x ∈ U i k ≥ n,
à ‖fm − f‖y ≤ ε äëÿ âñiõ y ∈ V i k ≥ l. Âiçüìåìî k = max{n, l} i ïîêëàäåìî g = fk. Äëÿ
öi¹¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ìàòè, ùî

|g(x, y)− f(x, y)| ≤ ε íà U × Y i |g(x, y)− f(x, y)| ≤ ε íà X × V,

îòæå, |g(x, y) − f(x, y)| ≤ ε íà xp(U × V ). Êðiì òîãî, g = fk ∈ C. Òàêèì ÷èíîì, g i ¹
øóêàíîþ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé X i Y � äîâiëüíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ìè êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : X×Y → R
ìà¹ âëàñòèâiñòü M, ÿêùî iñíóþòü òàêi çàëèøêîâi ìíîæèíè A i B ó ïðîñòîðàõ X i Y
âiäïîâiäíî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p0 = (x0, y0) ∈ A × B i äîâiëüíîãî ε > 0 iñíóþòü
òàêi îêîëè U i V òî÷îê x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî i íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
g : X × Y → R, ùî |g(p)− f(p)| ≤ ε íà xp(U × V ). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f : X × Y → R
ìà¹ âëàñòèâiñòü B, ÿêùî iñíóþòü òàêi çàëèøêîâi ìíîæèíè A i B ó ïðîñòîðàõ X i Y
âiäïîâiäíî, ùî xp(A×B) ⊆ C(f).

Â òåîðåìi 7.1 ìè âñòàíîâèëè, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ Cs
ìà¹ âëàñòèâiñòü M. ßñíî,

ùî äîâåäåííÿ ïðîõîäèòü äëÿ äîâiëüíèõ êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ X i Y .
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Òåîðåìà 7.2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i ôóíêöiÿ f : X × Y → R ìà¹

âëàñòèâiñòü M. Òîäi âîíà ìà¹ i âëàñòèâiñòü B.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A i B � çàëèøêîâi ìíîæèíè, iñíóâàííÿ ÿêèõ âèìàãà¹òüñÿ â îçíà÷åííi
âëàñòèâîñòi M. Ïîêàæåìî, ùî xp(A×B) ⊆ C(f). Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ xp(A×B) i ε > 0.
Ðîçáåðåìî âèïàäîê, êîëè x0 ∈ A i y0 ∈ Y . Iñíóþòü îêië U0 òî÷êè x0 â X i íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ g : X × Y → R, òàêi, ùî |g(p) − f(p)| ≤ ε

3
íà U0 × Y . Ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨

g ó òî÷öi p0 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi îêîëè U i V òî÷îê x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ X i Y
âiäïîâiäíî, ùî U ⊆ U0 i |g(p) − g(p0)| ≤ ε

3
íà U × V . Òîäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p ç U × V

áóäåìî ìàòè

|f(p)− f(p0)| ≤ |f(p)− g(p))|+ |g(p)− g(p0)|+ |g(p0)− f(p0)| ≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Öå i îçíà÷à¹, ùî f íåïåðåðâíà â òî÷öi p0. Òàê ñàìî ìiðêó¹ìî i êîëè x0 ∈ X, a y0 ∈ B.
Òàêèì ÷èíîì, p0 ∈ C(f), îòæå, f ìà¹ âëàñòèâiñòü B.

Äîñëiäæåííÿ òîãî, êîëè B ⇒ M, ¹ öiêàâîþ çàäà÷åþ, ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ ìè âiä-
êëàäåìî íà ìàéáóòí¹. Ïîêè ùî îáìåæèìîñÿ òàêèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 7.3. Íåõàé X i Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè i ôóíêöiÿ f : X × Y → R ìà¹

âëàñòèâiñòü B. Òîäi âîíà ìà¹ i âëàñòèâiñòü M.

Äîâåäåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 7.4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, x0 ∈ X i f :

X × Y → R � ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ {x0} × Y ⊆ C(f). Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé

îêië U òî÷êè x0 â X, ùî |f(x, y)− f(x0, y)| ≤ ε íà ìíîæèíi U × Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi (x0, y), äå
y ∈ Y , òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y iñíóþòü îêië Uy òî÷êè x0 â X i âiäêðèòèé îêië Vy òî÷êè y
â Y , òàêi, ùî |f(x, v)− f(x0, y)| ≤ ε

2
íà äîáóòêó Uy ×Vy. Ñiì'ÿ (Vy)y∈Y óòâîðþ¹ âiäêðèòå

ïîêðèòòÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Y . Âèáåðåìî ç íå¨ ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ Y ìíîæèíàìè
Vy1 , . . . , Vyn . Ìíîæèíà U =

⋂n
k=1 Uyk ¹ îêîëîì òî÷êè x0 â X, ÿêèé i áóäå øóêàíèì.

Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, y) ∈ U×Y iñíó¹ òàêå k = 1, . . . , n, ùî y ∈ Vyk . Îñêiëüêè
x ∈ Uyk , áî U ⊆ Uyk , òî òî÷êè (x, y) i (x0, y) íàëåæàòü äî äîáóòêó Uyk × Vyk . Òîìó

|f(x, y)− f(x0, y)| ≤ |f(x, y)− f(x0, yk)|+ |f(x0, yk)− f(x0, y)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.3. Ðîçãëÿíåìî çàëèøêîâi ìíîæèíè A i B ó ïðîñòîðàõ X i Y
âiäïîâiäíî, ïðî ÿêi éäåòüñÿ â îçíà÷åííi âëàñòèâîñòi B. Íåõàé ε > 0, x0 ∈ A i y0 ∈ B.
Îñêiëüêè {x0} × Y ⊆ C(f), òî çà ëåìîþ 7.4 iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî

|f(x, y)− f(x0, y)| ≤ ε

2
íà U × Y.

Òàê ñàìî iñíó¹ òàêèé îêië V òî÷êè y0 â Y , ùî

|f(x, y)− f(x, y0)| ≤
ε

2
íà X × V.
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x, y) = f(x, y0) + f(x0, y)− f(x0, y0) íà X ×Y . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
f íàðiçíî íåïåðåðâíà, òî g íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Îñêiëüêè

g(x, y)−f(x, y) = f(x, y0)−f(x, y)+f(x0, y)−f(x0, y0) = f(x0, y)−f(x, y)+f(x, y0)−f(x0, y0),

òî
|g(x, y)− f(x, y)| ≤ |f(x, y0)− f(x, y)|+ |f(x0, y)− f(x0, y0)| ≤

ε

2
+
ε

2
= ε

íà ìíîæèíi X × V i

|g(x, y)− f(x, y)| ≤ |f(x0, y)− f(x, y)|+ |f(x, y0)− f(x0, y0)| ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

íà ìíîæèíi U × Y . Òàêèì ÷èíîì,

|g(p)− f(p)| ≤ ε íà xp(U × V ).

Íàñëiäîê 7.5. ÍåõàéX i Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè, à f : X×Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ. Òîäi f ìà¹ âëàñòèâiñòü M.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ Íàìiîêè [22] ôóíêöiÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü B, à òîìó
âîíà ìà¹ i âëàñòèâiñòü M çãiäíî ç òåîðåìîþ 7.3.

Íàñëiäîê 7.5 ïîêàçó¹, ùî êîæíà ôóíêöiÿ ç S, à íå òiëüêè ç C
s
ìà¹ âëàñòèâiñòü M.

Ïåðâiñíå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó áàçóâàëîñÿ íà òåîðåìi Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà
[7, c.105], ÿêà òâåðäèòü, ùî äëÿ íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X, íàïiâíåïåðåðâíî¨ çâåðõó ôóí-
êöi¨ g : X → R, íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ôóíêöi¨ h : X → R, òàêèõ, ùî g(x) ≤ h(x) íà
X, iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R, ùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X, ïðè÷îìó
öÿ âëàñòèâiñòü ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ íîðìàëüíîñòi. Ìè íàâåäåìî éîãî òóò, îñêiëüêè
âîíî áàçó¹òüñÿ íà òâåðäæåííi, ÿêå öiêàâå i ñàìå ïî ñîái.

Ëåìà 7.6. Íåõàé X � íîðìàëüíèé ïðîñòið, ε > 0 i f : X → R � ôóíêöiÿ, ó ÿêî¨

êîëèâàííÿ ωf (x) ≤ ε íà X. Òîäi iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : X → R, ùî |f(x) −
g(x)| ≤ 2ε íà X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f∧(x) = limu→xf(u) i f∨(x) = limu→xf(u) � íèæíÿ i âåðõíÿ ôóíêöi¨
Áåðà äëÿ ôóíêöi¨ f . Îñêiëüêè êîëèâàííÿ ωf (x) ó êîæíié òî÷öi ñêií÷åííå, òî i ÷èñëà
f∧(x) i f∨(x) ñêií÷åííi i ωf (x) = f∨(x) − f∧(x). Äîáðå âiäîìî, ùî ôóíêöi¨ f∧ i f∨

íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó i çâåðõó âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ωf (x) ≤ ε, òî f∨(x) ≤ f∧(x) + ε

i f∧(x) ≥ f∨(x) − ε íà X. Àëå f∧(x) ≤ f(x) ≤ f∨(x) íà X. Òîìó f∨(x) − ε ≤ f(x) ≤
f∧(x) + ε íà X. Ôóíêöiÿ f∨− ε íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó, à ôóíêöiÿ f∧+ ε � çíèçó. Òîìó
çà òåîðåìîþ Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : X → R,
ùî f∨(x)− ε ≤ g(x) ≤ f∧(x) + ε íà X. Îñêiëüêè i f(x) ëåæèòü ó òèõ æå ìåæàõ, òî

|f(x)− g(x)| ≤ (f∧(x) + ε)− (f∨(x)− ε) = 2ε− ωf (x) ≤ 2ε

íà X, áî ωf (x) ≥ 0.
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Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðiâíîìiðíó âiäñòàíü

d(f, C(X)) = inf{‖f − g‖∞ : g ∈ C(X)}

äî ïðîñòîðó C(X) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié g : X → R i äîâåñòè ïîäiáíèì ÷èíîì, ùî
d(f, C(X)) = 1

2
‖ωf‖∞ äëÿ íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X (äèâ. [23, c.23], äå áóëî äîâåäåíî,

ùî äëÿ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ðiâíîìiðíà âiäñòàíü d(f, Cb(X)) äî ïðîñòîðó
Cb(X) îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié g : X → R äîðiâíþ¹ 1

2
‖ωf‖∞, ÿêùî ïðîñòið X

� ïàðàêîìïàêò).
Íåõàé f ∈ S. Ïîêàæåìî, ùî f ìà¹ âëàñòèâiñòü M. Çà òåîðåìîþ Áåðà ïðî ïðîåêöiþ

iñíóþòü òàêi çàëèøêîâi ìíîæèíè A i B íà âiäðiçêó [0, 1] = X = Y ùî xp(A×B) ⊆ C(f).
Âiçüìåìî ε > 0 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Dε(f) = {p ∈ Q : ωf (x) ≥ ε}.

Öå ìíîæèíà çàìêíåíà â Q, à òîìó çà òåîðåìîþ Êóðàòîâñüêîãî [7, c.200] ¨¨ ïðîåêöi¨
Xε = prX(Dε(f)) i Yε = prY (Dε(f)) çàìêíåíi.

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ A × B. Îñêiëüêè xp(p0) ⊆ C(f), òî x0 /∈ Xε i y0 /∈ Yε. Òîìó
iñíóþòü òàêi çàìêíåíi îêîëè U i V òî÷îê x0 i y0 âiäïîâiäíî, ùî U ∩Xε = ∅ i V ∩Yε = ∅.
Çðîçóìiëî, ùî ó êîæíié òî÷öi p õðåñòà E = xp(U ×V ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ωf (p) ≤ ε.
Ïiäïðîñòið E çàìêíåíèé â Q, à òîìó íîðìàëüíèé. Çà ëåìîþ 7.6 iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ g0 : E → R, ùî |f(p)− g0(p)| ≤ 2ε. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà iñíó¹ òàêà
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : Q→ R, äëÿ ÿêî¨ g|E = g0. Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ìàòè

|f(p)− g(p)| ≤ 2ε íà E = xp(U × V ),

îòæå, f ìà¹ âëàñòèâiñòü M.

8. Ëiíiéíà iíòåðïîëÿöiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ.

Íåõàé A � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó (a, b) ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, äëÿ ÿêîãî −∞ <

a < b < +∞, i Ã = A ∪ {a, b}. Ïðèïóñòèìî, ùî n � öå ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè A

(âîíî ìîæå äîðiâíþâàòè i íóëþ, êîëè ìíîæèíà A ïîðîæíÿ). Çàíóìåðó¹ìî åëåìåíòè
ìíîæèíè Ã ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. Òîäi ìíîæèíà Ã çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi Ã = {ak : k =

0, . . . , n + 1}, äå a = a0 < . . . < an+1 = b. Äëÿ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A, áóäåìî ìàòè
A = {ak : k = 1, . . . , n}.

Êîæíié ôóíêöi¨ g : [a, b]→ R ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ h = LAg, ãðàôiêîì
ÿêî¨ ¹ ëàìàíà ç âóçëàìè (ak, g(ak)), äå k = 0, . . . , n+ 1. ßêùî A = ∅, òî h � öå ëiíiéíà
ôóíêöiÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

h(x) = g(a) +
g(b)− g(a)

b− a
(x− a),

ÿêùî æ A 6= ∅, òî h � öå íåïåðåðâíà êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ, ÿêà íà êîæíîìó âiäðiçêó
[ak, ak+1], äå k = 0, . . . , n, çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

h(x) = g(ak) +
g(ak+1)− g(ak)

ak+1 − ak
(x− ak).
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Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà ∆ak = ak+1 − ak ïðè k = 0, . . . , n i

ηA = η[a,b],A = max
k=0,...,n

∆ak.

Ëåìà 8.1. Íåõàé A = {ak : k ∈ N} � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëà (a, b), ÿêà ùiëüíà

â íüîìó, ak 6= aj ïðè k 6= j i An = {a1, . . . , an}. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ηAn ïðÿìó¹ äî

íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ε > 0. Çàôiêñó¹ìî ÿêåñü ðîçáèòòÿ a = x0 < x1 < . . . < xm = b

âiäðiçêà [a, b], äëÿ ÿêîãî ∆xj = xj+1 − xj < ε
2
äëÿ êîæíîãî j = 0, . . . ,m − 1. Îñêiëüêè

ìíîæèíà A ùiëüíà â iíòåðâàëi (a, b), òî äëÿ êîæíîãî j = 0, . . . ,m− 1 iñíó¹ òàêèé íîìåð
kj, ùî akj ∈ (xj, xj+1). Íåõàé N = max{k1, . . . , km}. Ïîêàæåìî, ùî ηAn < ε ïðè n ≥ N .

Íåõàé n ≥ N . Çàíóìåðó¹ìî òî÷êè ìíîæèíè Ãn = {a, b} ∪ An ó ïîðÿäêó çðîñòà-
ííÿ, òîáòî íåõàé Ãn = {b0, b1, . . . , bn+1}, äå a = b0 < b1 < . . . < bn+1 = b. Òîäi
ηAn = maxi=0,...,n ∆bi, äå ∆bi = bi+1 − bi. Ïîêàæåìî, ùî ηAn < ε, òîáòî, ùî ∆bi < ε

äëÿ êîæíîãî i = 0, . . . , n. Çàôiêñó¹ìî iíäåêñ i = 0, . . . , n i äîâåäåìî, ùî ∆bi < ε. Iñíó¹
òàêèé iíäåêñ j = 0, . . . ,m−1, ùî xj ≤ bi ≤ xj+1. ßêùî j = m−1, òî xm−1 ≤ bi ≤ xm = b,
à òîìó i xm−1 ≤ bi < bi+1 ≤ xm = b. Îòæå,

∆bi = bi+1 − bi ≤ xm − xm−1 = ∆xm−1 <
ε

2
< ε.

ßêùî æ j < m − 1, òî íà iíòåðâàëi (xj+1, xj+2) ¹ òî÷êà akj+1
= bl, äëÿ ÿêî¨, çðîçóìiëî,

bi < bl. Òîìó xj ≤ bi < bi+1 ≤ bl < xj+2, àäæå i < l. Òàêèì ÷èíîì,

∆bi = bi+1 − bi ≤ xj+2 − xj = ∆xj + ∆xj+1 <
ε

2
+
ε

2
< ε,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé A = {ak : k ∈ N} � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëà (a, b), ÿêà

âñþäè ùiëüíà â íüîìó, ïðè÷îìó ak 6= aj ïðè k 6= j, An = {a1, . . . , an}, g ∈ C[a, b] i

gn = LAng. Òîäi gn ⇒ g íà [a, b].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0. Îñêiëüêè íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó X = [a, b] ôóíêöiÿ g áóäå i
ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ, òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî |g(x′)−g(x′′)| < ε

2
ÿê òiëüêè |x′−x′′| < δ

i x′, x′′ ∈ X. Çà ëåìîþ 8.1 iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî ηAn < δ, ÿê òiëüêè n ≥ N .
Âiçüìåìî x ∈ X i n ≥ N i ïîêàæåìî, ùî |gn(x)− g(x)| < ε. Íåõàé Ãn = {a, b} ∪An =

{b0, . . . , bn+1}, äå a = b0 < b1 < . . . < bn+1 = b. Iñíó¹ òàêå i = 0, . . . , n, ùî bi ≤ x ≤ bi+1.
Íà âiäðiçêó [bi, bi+1] ôóíêöiÿ gn áóäå ëiíiéíîþ, îòæå, ÷èñëî gn(x) ëåæèòü ìiæ ÷èñëàìè
gn(bi) = g(bi) òà gn(bi+1) = g(bi+1). Òîìó |gn(x) − g(bi)| ≤ |g(bi+1) − g(bi)| < ε

2
, àäæå

bi+1 − bi = ∆bi < δ. Àëå |x− bi| < δ, îòæå i |g(x)− g(bi)| < ε
2
. Òîìó

|gn(x)− g(x)| ≤ |gn(x)− g(bi)|+ |g(x)− g(bi)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Çàñòîñó¹ìî òåïåð êîíñòðóêöiþ ç òåîðåìè 8.2 äî àïðîêñèìàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X ×Y → Z ìè ïîêëàäà¹ìî CY (f) = {x ∈ X : {x}×Y ⊆
C(f)}.

Òåîðåìà 8.3. Íåõàé f ∈ S i A = {ak : k ∈ N} � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó (0, 1),

ÿêà âñþäè ùiëüíà â íüîìó i ak 6= aj ïðè k 6= j, An = {a1, . . . , an} i fn(x, y) = (LAnfy)(x)

äëÿ (x, y) ∈ [0, 1]2. Òîäi fn ∈ C äëÿ êîæíîãî n, (fn)y ⇒ fy íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1],

fxn ⇒ fx äëÿ êîæíîãî x ∈ CY (f), äå Y = [0, 1], i fxn
d−→ fx. äëÿ êîæíîãî x ∈ Ã = A∪{0, 1}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Ãn = An ∪ {0, 1} = {x0, x1, . . . , xn+1}, äå 0 = x0 < x1 < . . . < xn+1 = 1.
Íà çàìêíåíîìó ïðÿìîêóòíèêó Qk = [xk, xk+1] × [0, 1], äå k = 0, 1, . . . , n, ôóíêöiÿ fn
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

fn(x, y) = f(xk, y) +
f(xk+1, y)− f(xk, y)

xk+1 − xk
(x− xk).

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fxk i fxk+1 íåïåðåðâíi, òî çâóæåííÿ fn|Qk
� öå íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Àëå Q =
⋃n
k=0Qk i ìíîæèíè Qk çàìêíåíi, òîìó i ôóíêöiÿ fn : Q→ R íåïåðåðâíà.

Îñêiëüêè (fn)y = LAnfy i ôóíêöi¨ fy íåïåðåðâíi, òî (fn)y ⇒ fy íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî
y ∈ [0, 1] íà îñíîâi òåîðåìè 8.2.

Âiçüìåìî x ∈ CY (f) i ïîêàæåìî, ùî fxn ⇒ fx íà [0, 1]. Íåõàé ϕ : [0, 1] → Cu[0, 1],
ϕ(t) = f t � àñîöiéîâàíå ç f âiäîáðàæåííÿ. ßê äîáðå âiäîìî ([9, òâåðäæåííÿ 2.1.2], äèâ.
òàêîæ ëåìó 7.4) CY (f) = C(ϕ), òîìó x ∈ C(ϕ). Âiçüìåìî ε > 0 i çíàéäåìî òàêèé δ-
îêië U òî÷êè x ó ïðîñòîði X = [0, 1], ùî ‖ϕ(t) − ϕ(x)‖∞ < ε

3
, ÿê òiëüêè t ∈ U . Ç

ëåìè 8.1 âèïëèâà¹, ùî ìîæíà çíàéòè òàêèé íîìåð N , äëÿ ÿêîãî ïðè n ≥ N âiäñòàíü
ìiæ äîâiëüíèìè äâîìà ñóñiäíiìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè Ãn ìåíøà âiä δ.

Ïîêàæåìî, ùî |fxn (y) − fx(y)| < ε äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y = [0, 1], ÿê òiëüêè n ≥ N .
Íåõàé n ≥ N . ßêùî x ∈ Ãn, òî fxn = fx çà ïîáóäîâîþ i âêàçàíà íåðiâíiñòü î÷åâèäíî
âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî x /∈ Ãn. Ïîçíà÷èìî ëiòåðîþ a íàéáiëüøèé ç åëåìåí-
òiâ ìíîæèíè Ãn, ÿêi ìåíøi âiä x, à ÷åðåç b � íàéìåíøèé ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè Ãn, ÿêi
áiëüøi âiä x. ßñíî, ùî òàêi åëåìåíòè iñíóþòü, áî 0 < x < 1, à {0, 1} ⊆ Ãn. Çðîçóìiëî,
ùî a < x < b, ïðè÷îìó a i b � öå ñóñiäíi åëåìåíòè ìíîæèíè Ãn, îòæå, b − a < δ. Ðàç
òàê, òî x < b < a + δ < x + δ i x − δ < b − δ < a < x, òîìó {a, b} ⊆ U , à çíà÷èòü,
‖ϕ(a)− ϕ(x)‖∞ < ε

3
i ‖ϕ(b)− ϕ(x)‖∞ < ε

3
.

Çàôiêñó¹ìî ÿêèéñü åëåìåíò y ∈ Y . Ôóíêöiÿ (fn)y ëiíiéíà íà [a, b]. Êðiì òîãî, fan =

fa = ϕ(a) i f bn = f b = ϕ(b). Òîìó

|fxn (y)− fx(y)| ≤ |fxn (y)− fan(y)|+ |fan(y)− fx(y)| ≤ |f bn(y)− fan(y)|+ ‖ϕ(a)− ϕ(x)‖∞ =

= |f b(y)− fa(y)|+ ‖ϕ(a)− ϕ(x)‖∞ ≤ ‖ϕ(b)− ϕ(a)‖∞ + ‖ϕ(x)− ϕ(a)‖∞ ≤

≤ 2‖ϕ(x)− ϕ(a)‖∞ + ‖ϕ(b)− ϕ(x)‖∞ <
2ε

3
+
ε

3
= ε.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ç'ÿñóâàëè, ùî fxn ⇒ fx íà [0, 1].
Íàðåøòi, íåõàé x ∈ Ã. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð Nx, ùî x ∈ ÃNx . Â òàêîìó ðàçi x ∈ Ãn

äëÿ âñiõ n ≥ Nx, à òîìó çà ïîáóäîâîþ fxn = fx ïðè n ≥ Nx. Îòæå, fxn
d−→ fx.
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Òåîðåìà 8.4. Íåõàé f ∈ S i ïðîåêöiÿ ìíîæèíè D(f) íà âiñü àáñöèñ ÷è îðäèíàò íå

áiëüø, íiæ çëi÷åííà. Òîäi f ∈ Cs
.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîåêöiÿ E1 = prX(D(f)) ìíîæèíè D(f) íà âiñü àáñöèñ
íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà. Âèáåðåìî íà iíòåðâàëi (0, 1) çëi÷åííó ìíîæèíó E2, ÿêà âñþäè
ùiëüíà â íüîìó, i ïîêëàäåìî A = (E1 ∪E2)\{0, 1}. Ìíîæèíà A çëi÷åííà, îòæå, ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi A = {ak : k ∈ N}, äå ak 6= aj ïðè k 6= j. Îñêiëüêè A ⊇ E2, òî i A âñþäè
ùiëüíà â (0, 1), ïðè÷îìó A ⊆ (0, 1). Äàëi íåõàé Ã = A∪{0, 1}. Öÿ ìíîæèíà âæå ìiñòèòü
i E1. ßê i ðàíiøå, íåõàé An = {a1, . . . , an} i X = Y = [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x, y) = (LAnfy)(x),

çàäàíèõ íà êâàäðàòi Q. Çàóâàæèìî, ùî çà ïîáóäîâîþ E1 = prX(D(f)) ⊆ Ã, òîìó X\Ã ⊆
X\prX(D(f)) = CY (f). Çà òåîðåìîþ 8.3, (fn)y ⇒ fy íà X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y i fxn

d−→ fx

äëÿ êîæíîãî x ∈ Ã, à çíà÷èòü, fxn ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ Ã. ßêùî æ x ∈ X\Ã, òî
x ∈ CY (f) i òîìó fxn ⇒ fx íà Y çà òi¹þ æ òåîðåìîþ 8.3. Êðiì òîãî, fn ∈ C äëÿ êîæíîãî
n. Òàêèì ÷èíîì, fn ∈ C i fn → f â S, îòæå, f ∈ Cs

.

Ç òåîðåìè 8.4 íåãàéíî âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 8.5. Íåõàé f ∈ S i ìíîæèíà D(f) íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà. Òîäi f ∈ Cs
.

Çðîçóìiëî, ùî ç íàñëiäêó 8.5 âèïëèâàþòü òåîðåìè 5.1 i 5.2 i íàñëiäîê 6.4, ÿêi áóëè
äîâåäåíi iíøèì ìåòîäîì.

9. Ëiíiéíà iíòåðïîëÿöiÿ çi çáåðåæåííÿì çâóæåííÿ.

Íåõàé F � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà X = [a, b], äëÿ ÿêî¨ {a, b} ⊆ F 6= X i
G = X\F . Îñêiëüêè G = (a, b)\F , òî G � öå âiäêðèòà ìíîæèíà íå òiëüêè â X, àëå é â R.
Òîìó iñíó¹ äèç'þíêòíà ñiì'ÿ iíòåðâàëiâ Im = (αm, βm), äå m ïðîáiãà¹ ìíîæèíó M , äëÿ
ÿêî¨ M = {1, . . . , l} äëÿ äåÿêîãî l ∈ N àáî M = N, òàêà, ùî G =

∐
m∈M Im. Ïðè öüîìó

âñi êiíöi αm i βm iíòåðâàëiâ ñóìiæíîñòi Im ìíîæèíè F íàëåæàòü äî F .
Êîæíié ôóíêöi¨ g : [a, b]→ R ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ h = gF : [a, b]→ R,

ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

h(x) =

{
g(x), x ∈ F,
g(αm) + g(βm)−g(αm)

βm−αm
(x− αm), x ∈ Im.

Òàêèì ÷èíîì, h|F = g|F i h|Im � öå ëiíiéíà ôóíêöiÿ íà Im = [αm, βm], äëÿ ÿêî¨ h(αm) =

g(αm) i h(βm) = g(βm) äëÿ êîæíîãî m ∈M .

Ëåìà 9.1. Íåõàé g ∈ C[0, 1]. Òîäi i h = gF ∈ C[a, b], ïðè÷îìó h|F = g|F .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà M ñêií÷åííà, à ñàìå, M = {1, . . . , l}. Âñi ìíîæèíè
F, I, . . . , I l çàìêíåíi i X = [a, b] = F ∪

⋃l
m=1 Im, à çâóæåííÿ h|F = g|F i h|Im íåïåðåðâíi.

Òîìó ôóíêöiÿ h íåïåðåðâíà.
Ïðèïóñòèìî, ùî M = N. Îñêiëüêè âñi çâóæåííÿ g|Im íà âiäêðèòi iíòåðâàëè Im íåïå-

ðåðâíi, òî g íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G =
∐∞

m=1 Im.
Íåõàé x0 ∈ F = X\G. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ hn íåïåðåðâíà â òî÷öi x0. Âiçüìåìî

ε > 0. Ç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî |g(x′)−
g(x′′)| < ε, ÿê òiëüêè |x′ − x′′| < δ i x′, x′′ ∈ X. Îñêiëüêè βm − αm → 0 ïðè m → ∞,
òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m0, ùî βm − αm < δ

2
, ÿê òiëüêè m > m0. Äëÿ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè

F0 = F ∪
m0⋃
m=1

Im çâóæåííÿ h|F0 íåïåðåðâíå, áî âñi çâóæåííÿ h|F i h|Im íåïåðåðâíi. Òîìó

iñíó¹ òàêå δ0, ùî 0 < δ0 <
δ
2
i |hn(x)− hn(x0)| < ε, ÿê òiëüêè x ∈ F0 i |x− x0| < δ0.

Ïðèïóñòèìî, ùî |x− x0| < δ0 i x ∈ X\F0. Òîäi iñíó¹ òàêå m > m0, ùî αm < x < βm.
Ïðè öüîìó

βm = x+ βm − x < x+ βm − αm < x+
δ

2
< x0 + δ0 +

δ

2
< x0 +

δ

2
+
δ

2
= x0 + δ,

αm = x− (x− αm) > x− (βm − αm) > x− δ

2
> x0 − δ0 −

δ

2
> x0 −

δ

2
− δ

2
= x0 − δ.

Îòæå, êiíöi αm i βm iíòåðâàëó Im ëåæàòü â îêîëi U = (x0 − δ, x0 + δ) òî÷êè x0. Òîìó
|αm − x0| < δ i |βm − x0| < δ, ïðè öüîìó {αm, βm} ⊆ F . Òàê ñàìî x0 ∈ F . Îòæå, çà
ïîáóäîâîþ h(αm) = g(αm), h(βm) = g(βm) i h(x0) = g(x0). Òîìó

|h(αm)− h(x0)| = |g(αm)− g(x0)| < ε i |h(βm)− h(x0)| = |g(βm)− g(x0)| < ε.

Íà âiäðiçêó Im ôóíêöiÿ h ëiíiéíà i αm < x < βm. Îòæå, ÷èñëî h(x) ëåæèòü ìiæ ÷èñëàìè
h(αm) i h(βm). Â òàêîìó ðàçi i äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |h(x)−h(x0)| < ε. Òàêèì
÷èíîì, ÿêùî x ∈ X i |x − x0| < δ0, òî |h(x) − h(x0)| < ε, ùî i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöi¨ h ó òî÷öi x0.

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä äîâæèí |Im| = βm − αm iíòåðâàëiâ Im = (αm, βm) çàâæäè
çíàéäåòüñÿ íàéáiëüøà, àäæå |Im| → 0 ïðè M = N. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ÷èñëî λF =

max
m∈M

|Im|. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî êîëè A � öå ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó (a, b), òî

ηA = λÃ, äå Ã = A ∪ {a, b}.

Ëåìà 9.2. Íåõàé F � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà âiäðiçêàX = [a, b], äëÿ ÿêî¨ {a, b} ⊆ F 6= X,

A = {an : n ∈ N} � ùiëüíà â äîïîâíåííi G = X\F ïiäìíîæèíà G, äëÿ ÿêî¨ ak 6= aj ïðè

k 6= j, An = {a1, . . . , an} i Fn = F ∪ An. Òîäi λFn → 0 ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G =
∐

m∈M Im, äå Im = (αm, βm). Çàôiêñó¹ìî ÿêåñü m ∈M . Ðîçãëÿíå-
ìî íà iíòåðâàëi Im ñêií÷åííó ìíîæèíó Am,n = Im∩An i äëÿ íå¨ ÷èñëà ηm,n = η[αm,βm],Am,n.
Äîâåäåìî, ùî ηm,n → 0 ïðè n → ∞. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà Bm = Im ∩ A ùiëüíà â
iíòåðâàëi Im i íåñêií÷åííà. Íåõàé Bm = {ank

: k ∈ N}, äå n1 < n2 < . . . < nk < . . . i
Bm,k = {an1 , . . . , ank

}. Çà ëåìîþ 8.1 ìà¹ìî, ùî ηBm,k
= η[αm,βm],Bm,k

→ 0 ïðè k →∞. Àëå

ηm,n = ηBm,k
ïðè nk ≤ n < nk+1,
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àäæå, Am,n = Bm,k ïðè nk ≤ n < nk+1. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî i ηm,n → 0 ïðè n→∞.
Äàëi çàóâàæèìî, ùî λFn = max

m∈M
ηm,n.Ñïðàâäi, íåõàé In � ñèñòåìà âñiõ iíòåðâàëiâ

ñóìiæíîñòi çàìêíåíî¨ ìíîæèíè Fn íà âiäðiçêó [a, b] i Im,n � ñèñòåìà âñiõ iíòåðâàëiâ
ñóìiæíîñòi ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Ãm,n = Am,n∪{αm, βm} íà âiäðiçêó [αm, βm]. Çðîçóìiëî,
ùî In =

∐
m∈M

Im,n. Òîìó

λFn = max{|I| : I ∈ In} = max
m∈M

max{|I| : I ∈ Im,n} = max
m∈M

ηm,n.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî λFn → 0 ïðè n→∞. ßêùî ìíîæèíàM ñêií÷åííà, òî öå íåãàéíî
âèïëèâà¹ ç ñïiââiäíîøåííÿ λFn = max

m∈M
ηm,n i òîãî, ùî ηm,n → 0 ïðè n→∞ äëÿ êîæíîãî

m ∈M .
Íåõàé M = N i ε > 0. Çàóâàæèìî, ùî ηm,n ≤ |Im| äëÿ äîâiëüíèõ m i n. Îñêiëüêè

|Im| → 0 ïðè m→∞, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m0, ùî |Im| < ε ïðè m > m0. Äàëi, îñêiëüêè
ηm,n → 0 ïðè n → ∞ äëÿ êîæíîãî m = 1, . . . ,m0, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî ηm,n < ε

ïðè n ≥ N äëÿ êîæíîãî m = 1, . . . ,m0. Òîìó

λFn = max
m∈N

ηm,n = max{max
m≤m0

ηm,n, max
m>m0

ηm,n} < ε

ïðè n ≥ N , àäæå max
m≤m0

ηm,n < ε ïðè n ≥ N i max
m>m0

ηm,n ≤ max
m>m0

|Im| < ε äëÿ âñiõ n.

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé g ∈ C[a, b], F � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà X = [a, b], äëÿ ÿêî¨

{a, b} ⊆ F 6= X, A = {an : n ∈ N} � ùiëüíà â äîïîâíåííi G = X\F ïiäìíîæèíà G,

äëÿ ÿêî¨ ak 6= aj ïðè k 6= j, An = {a1, . . . , an} i Fn = F ∪ An. Òîäi ôóíêöi¨ hn = gFn

íåïåðåðâíi, hn|F = g|F i hn ⇒ g íà X.

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié hn âèïëèâà¹ ç ëåìè 9.1, à ðiâíiñòü hn|F = g|F ç
ïîáóäîâè, áiëüøå òîãî, íàâiòü hn|Fn = g|Fn . Äîâåäåìî, ùî hn ⇒ g íà X.

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Ç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié g íà âiäðiçêó X = [a, b]

âèïèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî |g(x′)− g(x′′)| < ε
2
, ÿê òiëüêè x′, x′′ ∈ X i |x′ − x′′| < δ.

Çà ëåìîþ 9.2 iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî λFn < δ, ÿê òiëüêè n ≥ N .
Íåõàé n ≥ N i x ∈ X. ßêùî x ∈ Fn, òî hn(x) = g(x) i |hn(x) − g(x)| = 0 < ε.

Íåõàé x ∈ Gn = X\Fn, à In � ñèñòåìà óñiõ ñêëàäîâèõ iíòåðâàëiâ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
Gn. Òîäi iñíó¹ òàêèé iíòåðâàë I = (α, β) ∈ In, ùî α < x < β. Ïðè öüîìó {α, β} ⊆ Fn i
I = β − α ≤ λFn < δ. Â òàêîìó ðàçi |hn(β)− hn(α)| = |g(β)− g(α)| < ε

2
. Àëå ôóíêöiÿ hn

íà âiäðiçêó [α, β] ëiíiéíà. Òîìó

|hn(x)− g(α)| = |hn(x)− hn(α)| ≤ |hn(β)− hn(α)| < ε

2
.

Êðiì òîãî, |x− α| < δ, îòæå, i |g(x)− g(α)| < ε
2
. Òîìó

|hn(x)− g(x)| ≤ |hn(x)− g(α)|+ |g(x)− g(α)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Òàêèì ÷èíîì, |hn(x)− g(x)| < ε ïðè n ≥ N äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X, à òîìó, hn(x) ⇒ g(x)

íà X.
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Çàñòîñó¹ìî òåïåð òåîðåìó 9.3 äëÿ îòðèìàííÿ ùå îäíîãî ðåçóëüòàòó ïðî ïîøàðîâî
ðiâíîìiðíó àïðîêñèìàöiþ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Q → R. Äëÿ çàìêíåíî¨
ìíîæèíè F íà [0, 1] òàêî¨, ùî {0, 1} ⊆ F 6= [0, 1] i ôóíêöi¨ g : [0, 1] → R ïîêëàäåìî
LFg = gF .

Òåîðåìà 9.4. Íåõàé f ∈ S, X = Y = [0, 1], E = prX(D(f)), çâóæåííÿ f |E×Y íåïåðåðâíå,

F = E ∪ {0, 1}, G = X\F , A = {an : N ∈ N} � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà G, ÿêà ùiëüíà â G,

i ak 6= aj ïðè k 6= j, An = {a1, . . . , an}, Fn = F ∪ An i

fn(x, y) = (LFnfy)(x),

ÿêùî (x, y) ∈ Q. Òîäi fn ∈ C, fn|F×Y = f |F×Y i fn → f â S, çîêðåìà, f ∈ Cs
.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü fn|F×Y = f |F×Y âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fn, äëÿ ÿêèõ íàâiòü
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fn|Fn×Y = f |Fn×Y .

Äîâåäåìî, ùî çâóæåííÿ f |E×Y íåïåðåðâíå.
Íåõàé x0 ∈ E i y0 ∈ Y . ßêùî x0 /∈ E, òî {x0}×Y ⊆ C(f), îòæå, f íåïåðåðâíà â òî÷öi

p0 = (x0, y0), à çíà÷èòü, i çâóæåííÿ f |E×Y íåïåðåðâíå â öié òî÷öi.
Íåõàé òåïåð x0 ∈ E i ε > 0. Çà óìîâîþ çâóæåííÿ f |E×Y íåïåðåðâíå â òî÷öi p0, îòæå,

iñíóþòü òàêi âiäêðèòi îêîëè U i V òî÷îê x0 i y0 â X i Y , ùî

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ ε íà (U ∩ E)× V.

Íåõàé x ∈ U ∩ E i y ∈ V . Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xj ∈ U ∩ E, òàêà, ùî xj → x.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fy íåïåðåðâíà, òî f(xj, y)] = fy(xj)→ fy(x) = f(x, y). Îòæå,

|f(x, y)− f(x0, y0)| = lim
j→∞
|f(xj, y)− f(x0, y0)| ≤ ε,

áî |f(xj, y)− f(x0, y0)| ≤ ε äëÿ êîæíîãî j. Öå i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü f |E×Y ó òî÷öi p0.
Ïîêàæåìî, ùî i çâóæåííÿ f |F×Y íåïåðåðâíå. Ñïðàâäi, F = {0} ∪ E ∪ {1}, îòæå,

F × Y = ({0} × Y ) ∪ (E × Y ) ∪ ({1} × Y ). Ïðè öüîìó ìíîæèíè {0} × Y , E × Y i
{1}×Y çàìêíåíi i çâóæåííÿ f |{0}×Y , f |E×Y i f |{1}×Y íåïåðåðâíi, àäæå ôóíêöiÿ f íàðiçíî
íåïåðåðâíà. Òîìó i çâóæåííÿ f |F×Y íåïåðåðâíå.

Çàôiêñó¹ìî n i äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ fn íåïåðåðâíà. Íåïåðåðâíiñòü çâóæåííÿ
f |[αm,βm]×Y âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 8.3, ÿêà, çâè÷àéíî, ñïðàâåäëèâà íå òiëüêè äëÿ êâà-
äðàòà Q = [0, 1]2, à é äëÿ äîâiëüíîãî ïðÿìîêóòíèêà [a, b] × [c, d]. Çâiäñè íåãàéíî
îòðèìó¹ìî, ùî fn íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G × Y . ßêùî ìíî-
æèíà M ñêií÷åííà, òî íà îñíîâi öüîãî îòðèìó¹ìî i íåïåðåðâíiñòü fn íà Q, àäæå
Q = (F × Y ) ∪

⋃
m∈M([αm, βm]× Y ), äîäàíêè â öüîìó ñêií÷åííîìó îá'¹äíàííi çàìêíåíi

i çâóæåííÿ fn íà êîæíèé ç íèõ íåïåðåðâíå.
Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî M = N, âiçüìåìî òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ F × Y i äîâåäåìî, ùî

hn íåïåðåðâíà â òî÷öi p0. Íåõàé ε > 0. Ñêîðèñòàâøèñü íåïåðåðâíiñòþ çâóæåííÿ f |F×Y
çíàéäåìî òàêå δ > 0, ùî |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε, ÿê òiëüêè (x, y) ∈ F × Y , |x− x0| < δ i
|y− y0| < δ. Îñêiëüêè βm−αm → 0 ïðè m→∞ i ìíîæèíà An ñêií÷åííà, òî iñíó¹ òàêèé
íîìåð m0, ùî βm − αm < δ

2
i Am,n = (αm, βm) ∩ An = ∅ ïðè m > m0. ßê i â äîâåäåííi
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ëåìè 9.1, ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó ìíîæèíó F0 = F ∪
⋃m0

m=1[αm, βm]. Çâóæåííÿ fn|F0×Y

íåïåðåðâíå, áî âñi çâóæåííÿ f |F×Y i f |[αm,βm]×Y ïðè m = 1, . . . ,m0 íåïåðåðâíi. Òîìó
iñíó¹ òàêå ÷èñëî δ0, ùî 0 < δ0 <

δ
2
i |fn(x, y)− fn(x0, y0)| < ε, ÿê òiëüêè (x, y) ∈ F0 × Y ,

|x− x0| < δ0 i |y− y0| < δ0. Íåõàé x ∈ X\F0, y ∈ Y , |x− x0| < δ0 i |y− y0| < δ0. Îñêiëüêè
x ∈ X i x /∈ F0, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m > m0, ùî αm < x < βm. ßê i â äîâåäåííi
ëåìè 9.1, ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî x0 − δ < αm < βm < x0 + δ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
|αm − x0| < δ i |βm − x0| < δ. Çà ïîáóäîâîþ fn(αm, y) = f(αm, y) i fn(βm, y) = f(βm, y),
fn(x0, y0) = f(x0, y0), àäæå {αm, βm, x0} ⊆ F . Îñêiëüêè ïðè öüîìó |y − y0| < δ0 < δ, òî

|fn(αm, y)− fn(x0, y0)| = |f(αm, y)− f(x0, y0)| < ε i

|fn(βm, y)− fn(x0, y0)| = |f(βm, y)− f(x0, y0)| < ε.

Ôóíêöiÿ (fn)y ëiíiéíà íà âiäðiçó [αm, βm], àäæå Am,n = ∅. Òîìó ÷èñëî fn(x, y) ëåæèòü
ìiæ ÷èñëàìè fn(αm, y) i fn(βm, y), îòæå, i |fn(x, y)− fn(x0, y0)| < ε.

Ìè ïîêàçàëè, ùî |fn(x, y) − fn(x0, y0)| < ε, ÿê òiëüêè |x − x0| < δ0, |y − y0| < δ0 i
(x, y) ∈ Q. Öå i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ fn ó òî÷öi p0.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ fy íåïåðåðâíà i (fn)y = LFnfy, òî (fn)y ⇒ fy íà
X çà òåîðåìîþ 9.3. ßêùî x ∈ F , òî fxn = fx äëÿ êîæíîãî n çà ïîáóäîâîþ, îòæå, fxn ⇒ fx

íà Y . Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ X\F . Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî αm < x < βm. Îñêiëüêè
D(f) ⊆ F × Y , òî çâóæåííÿ f |(αm,βm)×Y íåïåðåðâíå, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x ∈ CY (f).
ßñíî, ùî òîäi i x ∈ CY (g), äå g = f |[αm,βm]×Y . Äëÿ ôóíêöié hn = fn|[αm,βm]×Y ìà¹ìî
hn = (LAm,ngy)(x), ïðè öüîìó x ∈ CY (g). Òîìó hxn ⇒ gx íà Y çà òåîðåìîþ 8.3. Àëå
hxn = fxn , a g

x = fx. Îòæå, fxn ⇒ fx íà Y .

10. Àïðîêñèìàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç äèñêðå-

òíîþ ïðîåêöi¹þ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíîþ,
ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ A iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U â X, ùî U ∩ A = {x}.

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé X � T1 -ïðîñòið, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i f : X × Y → Z

� íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ïðè÷îìó ìíîæèíà A = prX(D(f)) äèñêðåòíà â

ïðîñòîði X. Òîäi çâóæåííÿ g = f |A×Y ñóêóïíî íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ A × Y i ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ g

íåïåðåðâíå â öié òî÷öi.
Íåõàé x0 ∈ A. Òîäi iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x0 â X, ÿêùî U ∩ A = {x0}.

Ïîêàæåìî, ùî U∩(A\A) = ∅. Íåõàé öå íå òàê. Òîäi iñíó¹ òî÷êà b ∈ U∩(A\A). Ìíîæèíà
U̇ = U\{x0} âiäêðèòà â T1-ïðîñòîði X i b ∈ U̇ , àäæå b ∈ U i b 6= x0, áî b /∈ A, îòæå, U̇ ¹
îêîëîì òî÷êè b. Êðiì òîãî, b ∈ A, îòæå, iñíó¹ òî÷êà a ∈ A ∩ U̇ . Òîäi a ∈ A ∩ U i a 6= x0,
ùî íåìîæëèâî, áî A ∩ U = {x0}. Òàêèì ÷èíîì, U ∩ (A\A) = ∅, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

U ∩ A = (U ∩ A) ∪ (U ∩ (A\A)) = {x0} ∪∅ = {x0}.
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Ìíîæèíà (U∩A)×Y âiäêðèòà â ïiäïðîñòîði A×Y i g|(U∩A)×Y = f |{x0}×Y � öå íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ, àäæå ôóíêöiÿ fx0 : Y → R íåïåðåðâíà. Òîìó g íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi
ìíîæèíè {x0} × Y , çîêðåìà, â òî÷öi p0.

Íåõàé x0 ∈ A\A. Îñêiëüêè A = prX(D(f)) i x0 /∈ A, òî {x0} × Y ⊆ C(f), îòæå, â
òî÷öi p0 íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f , à çíà÷èòü i g.

Íàñëiäîê 10.2. Íåõàé f ∈ S i îäíà ç ïðîåêöié ìíîæèíè D(f) íà âiñü àáñöèñ ÷è îðäèíàò

äèñêðåòíà. Òîäi f ∈ Cs
.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà A = prX(D(f)) äèñêðåòíà. Òîäi çà òåîðåìîþ 10.1
çâóæåííÿ f |A×[0,1] íåïåðåðâíå. Â òàêîìó ðàçi f ∈ Cs

çà òåîðåìîþ 9.4.

Çàóâàæèìî, ùî äèñêðåòíà ìíîæèíà A ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ç äðóãîþ àêñiî-
ìîþ çëi÷åííîñòi îáîâ'ÿçêîâî íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà. Ñïðàâäi, íåõàé B = {Bn : n ∈ N} �
áàçà â X. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ç A iñíó¹ òàêèé îêië Ua, ùî Ua ∩A = {a}, à äëÿ îêîëó Ua
iñíó¹ òàêèé åëåìåíò B(a) ∈ B, ùî a ∈ B(a) ⊆ Ua. Îñêiëüêè {a} ⊆ B(a) ∩ A ⊆ Ua ∩ A =

{a}, òî B(a) ∩ A = {a}. Òîìó B(a′) 6= B(a′′) ïðè a′ 6= a′′, àäæå ÿêáè B(a′) = B(a′′),
òî i {a′} = B(a′) ∩ A = B(a′′) ∩ A = {a′′}, îòæå, a′ = a′′. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ
a 7→ B(a) : A → B � ií'¹êòèâíå. Îñêiëüêè ñèñòåìà B íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà, òî òàêîþ
áóäå i ìíîæèíà A.

Òîìó íàñëiäîê 10.2 âèïëèâà¹ i ç òåîðåìè 8.4, àäæå âiäðiçîê [0, 1] çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó
àêñiîìó çëi÷åííîñòi.
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