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Äîñëiäæó¹òüñÿ àëãåáðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïîëiäèñêó â
ïðîñòîði `1, ÿêi ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê áàçîâèõ åëå-
ìåíòiâ. Îïèñàíî ìíîæèíó ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ öi¹¨ àëãåáðè.

Íåõàé X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âi-
äîáðàæåííÿ P : X → Y íàçèâà¹òüñÿ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêùî iñíó¹
ñèìåòðè÷íå n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A : Xn → Y òàêå, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X,
P (x) = A(x, . . . , x).

Ïîëiíîì ñòåïåíÿ n íà X ¹ ñêií÷åííîþ ñóìîþ k-îäíîðiäíèõ ïîëiíî-
ìiâ, k = 0, . . . , n. ×åðåç P(n`1) áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòið n-îäíîðiäíèõ
íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ ç `1 â C i ÷åðåç P(`1) � ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ
ïîëiíîìiâ.

Âiäîáðàæåííÿ f : Ω → Y, äå Ω � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X, íàçè-
âà¹òüñÿ àíàëiòè÷íèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ Ω iñíó¹ îêië òî÷êè x0,
Vx0 ⊂ Ω òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Vx0

f (x) =
∞∑

k=0

fk (x) ,

äå fk � íåïåðåðâíi k-îäíîðiäíi ïîëiíîìè i ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà
Vx0 .

ÓÄÊ 517.98; MSC 2000: 46G20, 46G25.
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Íåõàé X � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið i G � íàïiâãðóïà içîìå-
òðè÷íèõ îïåðàòîðiâ íà X. Ôóíêöiÿ f íà X íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ
âiäíîñíî G (àáî, ñêîðî÷åíî, G-ñèìåòðè÷íîþ ), ÿêùî äëÿ êîæíîãî σ ∈ G

f(σ(x)) = f(x).

Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè X = `p, 1 ≤ p < ∞ i
G = G � ãðóïà ïiäñòàíîâîê íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Òóò σ ∈ G
äi¹ íà `p íàñòóïíèì ÷èíîì:

σ
( ∞∑

i=1

xiei

)
=

∞∑

i=1

xieσ(i),

äå e1, e2, . . . � ñòàíäàðòíà áàçà â `p. Â ëiòåðàòóði G-ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨
íà `p íàçèâàþòüñÿ ñèìåòðè÷íèìè.

Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà Cn àáî Rn ¹ ñòàíäàðòíèì îá'¹êòîì êëàñè÷íî¨
àëãåáðè (äèâ., íàïðèêëàä, [6]). Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòîðàõ `p,
1 ≤ p < ∞ âïåðøå äîñëiäæóâàëèñü Íiìåðîâñüêèì i Ñåìüîíîâèì â [5].

Ó [4] äîâåäåíî, ùî ïîëiíîìè

Fk

( ∞∑

i=1

aiei

)
=

∞∑

i=1

ak
i ,

k = 〈p〉, 〈p〉+1, . . . , äå 〈p〉 � íàéìåíøå öiëå, ÿêå íå ìåíøå, íiæ p, óòâîðþ-
þòü àëãåáðè÷íó áàçó â Ps(`p) � ïðîñòîði âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà
`p. Òîáòî, ïîëiíîìè Fk ¹ àëãåáðè÷íî íåçàëåæíèìè i ¨õ àëãåáðè÷íà êîìái-
íàöiÿ çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîì Ps(`p). Ïîëiíîìè Fk â ëiòåðàòóði ÷àñòî
íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè.

Äëÿ áàíàõîâî¨ àëãåáðè X ÷åðåç M(X) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó
âñiõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ. Ìíîæèíà M(X) íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðîì
àëãåáðè X. Êîìïëåêñíi ãîìîìîðôiçìè òàêîæ íàçèâàþòü ìóëüòèïëiêàòèâ-
íèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè àáî õàðàêòåðàìè àëãåáðè X.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hb(`1) àëãåáðó öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ç `1 â C,
ùî ¹ îáìåæåíèìè íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ i ÷åðåç Mb(`1) � ñïåêòð äàíî¨
àëãåáðè.

Íåõàé x, y ∈ `1, x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .). Â [1] âèçíà÷åíî
îïåðàöiþ çìiøóâàííÿ x • y ∈ `1 íàñòóïíèì ÷èíîì:

x • y = (x1, y1, x2, y2, . . .).

Öÿ îïåðàöiÿ âèçíà÷à¹ ñèìåòðè÷íèé çñóâ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

f(x) 7→ f(x • y).
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Çàóâàæèìî, ùî Fk(x • y) = Fk(x) + Fk(y) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ `1, k ∈ N.
Íåõàé

D =
{

x =
∞∑

i=1

xiei ∈ `1 : sup
i
|xi| < 1

}
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî D � âiäêðèòà íåîáìåæåíà ìíîæèíà. Ìè áóäåìî íàçè-
âàòè D ïîëiäèñêîì â `1.

Ëåìà 1. Íåõàé x ∈ D. Òîäi iñíóþòü y1, . . . , ym, ‖yk‖ ≤ 1, k =
1, . . . , m, òàêi, ùî x = y1 • · · · • ym.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ‖x‖ = j + r, j ∈ N, 0 ≤ r < 1. Îñêiëüêè
∞∑

k=1

|xk| �

àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä, òî iñíó¹ íîìåð m òàêèé, ùî
∞∑

k=m

|xk| ≤ r.

Ïîêëàäåìî yk = ekxk, k = 1, . . . , m− 1, ym =
∞∑

k=m

xkek. Î÷åâèäíî, ùî

‖yk‖ = |xk| < 1 ïðè k < m i ‖ym‖ ≤ r < 1 òà x = y1 • · · · • ym.
Ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ D ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü

F(x) = (Fk(x))∞k=1 íàëåæèòü äî ïðîñòîðó ïîñëiäîâíîñòåé `1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ `1, ‖x‖ =
∞∑
i=1

|xi| < 1. Îöiíèìî íîðìó ïîñëi-
äîâíîñòi F(x) = (Fk(x))∞k=1:

‖F(x)‖ =
∞∑

k=1

|Fk(x)| =
∞∑

k=1

∣∣∣
∞∑

i=1

xk
i

∣∣∣ ≤

≤
∞∑

k=1

∞∑

i=1

|xi|k ≤
∞∑

k=1

( ∞∑

i=1

|xi|
)k =

∞∑

k=1

‖x‖k =
1

1− ‖x‖ < ∞.

ßêùî x � äîâiëüíèé åëåìåíò ç D, òî x = y1 • · · · • ym, äå ‖yk‖ < 1,
k = 1 . . . ,m, i

‖F(x)‖ =
∥∥∥

m∑

k=1

F(yk)
∥∥∥ ≤

m∑

k=1

‖F(yk)‖ < ∞,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Çàóâàæèìî, ùî F ¹ àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì ç D â `1, îñêiëüêè

F(x) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çáiæíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó F(x) =
∞∑

k=1

Fk(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ D i F ¹ îáìåæåíèì â îêîëi íóëÿ (äèâ. [3, ñ. 58]).
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Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî g1 6= g2, äå g1, g2 ∈ Hb(`1), òî g1(F(x)) 6=
g2(F(x)) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ D.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî g ≡ 0, ÿêùî g(F(x)) = 0, êîëè
g ∈ Hb(`1). Íåõàé g(x) =

∞∑
n=1

Qn(x), äå Qn ∈ P(n`1), i

Qn
( ∞∑

n=1

xiei

)
=

∑

k1+...+kn=n

∑

i1<...<in

qn,i1...inxk1
i1

. . . xkn
in

.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ D, t ∈ C òàêèõ, ùî tx ∈ D

g(F(tx)) =
∞∑

n=1

Qn(F(tx)) =
∞∑

j=1

tjrj(x).

ßêùî g(F(x)) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ D, òî rm(x) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî m.
Îá÷èñëèìî rm(x):

rm(x) =
∑

k<m
k1i1+...knin=m

qk,i1...inF k1
i1

(x) . . . F kn
in

(x). (1)

Çðîçóìiëî, ùî ñóìà ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (1) ¹ ñêií÷åííîþ. Îñêiëüêè
F1, . . . , Fn � àëãåáðè÷íî íåçàëåæíi, òî â ôîðìóëi (1) qk,i1...in = 0 äëÿ
äîâiëüíèõ k < m, k1i1 + . . .+knin = m. Îñêiëüêè öå âiðíî äëÿ äîâiëüíîãî
m, òî Qn ≡ 0 äëÿ n ∈ N. Îòæå, g ≡ 0 íà `1.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H`1

s (D) àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
âèãëÿäó f(x) = g(F(x)), äå g ∈ Hb(`1), x ∈ D.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ Hb(`1), g(F(x)) ¹ àíàëiòè÷íîþ ñèìå-
òðè÷îþ ôóíêöi¹þ íà D (ÿê êîìïîçèöiÿ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ âiä-
îáðàæåíü). Òîìó, âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1, âiäïîâiäíiñòü Ψ : f 7→ g
¹ ái¹êöi¹þ ç H`1

s (D) íà Hb(`1). Îòæå, íà H`1
s (D) ìîæíà çàäàòè òîïîëî-

ãiþ òàê, ùîá ái¹êöiÿ Ψ áóëà içîìåòði¹þ. À ñàìå, âèçíà÷èìî íà H`1
s (D)

íàéñëàáøó òîïîëîãiþ, â ÿêié íåïåðåðâíi íàñòóïíi íàïiâíîðìè:

qr(f) := ‖(Ψ(f))‖r = ‖g‖r = sup
‖x‖`1

≤r
|g(x)|, r ∈ Q.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî Ψ ¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð. Òàêèì ÷èíîì, äî-
âåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Àëãåáðè H`1
s (D), Hb(`1) � içîìåòðè÷íî içîìîðôíi.
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Íàñëiäîê 1. M(H`1
s (D)) = M(Hb(`1)). Çîêðåìà, `1 ⊂ M(H`1

s (D)),
òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ `1 âèçíà÷åíî ãîìîìîðôiçì ψz ∈ M(H`1

s (D)),
òàêèé ùî ψz(f) = Ψ(f)(z).

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî iñíó¹ õàðàêòåð ç M(H`1
s (D)), ÿêèé

íå ïîðîäæó¹òüñÿ çíà÷åííÿì â æîäíié òî÷öi ïîëiäèñêó D.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë (an), 0 ≤ |an| < 1

òàêó, ùî (an) ∈ `2 i ðÿä
∞∑

n=1
an óìîâíî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ÷èñëà C, àëå

íå çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Õî÷à (an) /∈ `1, àëå çíà÷åííÿ â (an) âèçíà÷åíi
äëÿ âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà `1. Çîêðåìà, F1((an)) = C, Fk((an)) =∑

ak
n < ∞ i {Fk((an))}∞k=1 ∈ `1. Òîìó (an) çàäà¹ õàðàêòåð íà H`1

s (D) çà
ôîðìóëîþ ϕ(f) = Ψ(f)(F((an))).

Îñêiëüêè ðÿä
∞∑

n=1
an çáiãà¹òüñÿ óìîâíî, òî iñíó¹ ïiäñòàíîâêà π íà ìíî-

æèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N òàêà, ùî F1((aπ(n))) =
∞∑

n=1
aπ(n) = C ′ 6= C. Ç

iíøîãî áîêó, îñêiëüêè (an) ⊂ `2, òî Fk((aπ(n))) = Fk((an)).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕπ ãîìîìîðôiçì �çíà÷åííÿ â (aπ(n)).� Ïðèïóñòèìî,

ùî iñíóþòü òî÷êè x, y ∈ D òàêi, ùî ϕ(f) = f(x) i ϕπ(f) = f(y) äëÿ êîæíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ H`1

s (D). Îñêiëüêè ϕ(Fk) = ϕπ(Fk), k ≥ 2, òî çà íàñëiäêîì
1.4 ç [2] òî÷êè x i y ïîðîäæóþòü òîé ñàìèé ãîìîìîðôiçì. Àëå öå íå òàê,
áî ϕ(F1) 6= ϕπ(F1). Îòæå, ïðèíàéìíi îäèí ç ãîìîìîðôiçìiâ ϕ i ϕπ íå
ïîðîäæó¹òüñÿ çíà÷åííÿì â äåÿêié òî÷öi ïîëiäèñêó D.

Òàêîæ çíà÷åííÿ â (an) ¹ õàðàêòåðîì íà Ps(`1), àëå ìè íå çíà¹ìî, ÷è
öåé õàðàêòåð íåïåðåðâíèé â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæå-
íèõ ìíîæèíàõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ó ðîáîòi [7] îïèñàíî ìíîæèíó ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ
Mb(X) àëãåáðè Hb(X) äëÿ äîâiëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X íàñòóïíèì
÷èíîì.

Òåîðåìà A. [7] Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñïðÿæåíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ
(Ek)∞k=1, E1 = X ′′, i âêëàäåíü δ(k) : Ek → Mb(X) òàêèõ, ùî êîæåí
õàðàêòåð ϕ ∈ Mb(X) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ϕ =
∞
+×

k=1
δ(k)(uk), uk ∈ Ek.

Ïðîñòîðè Ek ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü, ùî P̂ (uk) := δ(k)(uk)(P ) = 0
äëÿ âñiõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P, 0 < deg P < k, i êîæåí Ek ìîæíà çîáðà-
çèòè ÿê çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ó äðóãîìó ñïðÿæåíîìó äî ïðîåêòèâíîãî
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òåíçîðíîãî äîáóòêó: Ek ⊂ (X ⊗s,π . . .⊗s,π X)′′. Iíøèìè ñëîâàìè, Mb(X)
ìîæíà ïîäàòè ÿê ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé {{uk} : uk ∈ Ek}.

Îïåðàöiÿ çãîðòêè ” ∗ ” äëÿ åëåìåíòiâ ç Mb(X) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

(ϕ ∗ θ)(f) = ϕ(θ(f(·+ x))), f ∈ Hb(X). (2)

Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî çñóâó f 7→ f(·•x), f ∈ H`1
s (D),

ÿêèé ¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè H`1
s (D) â ñåáå, ìîæíà îçíà÷èòè ñèìåòðè-

÷íó çãîðòêó åëåìåíòiâ ç M(H`1
s (D)) íàñòóïíèì ÷èíîì:

(ϕ ? θ)(f) = ϕ(θ(f(· • x))),

äå f ∈ Hbs(`p), ϕ, θ ∈ M(H`1
s (D)).

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ψ1, ψ2 ∈ M(H`1
s (D)) i ϕ1, ϕ2 ∈ Mb(`1) ¹ òà-

êèìè, ùî ψ1 = ϕ1 ◦Ψ, ψ2 = ϕ2 ◦Ψ. Òîäi ψ1 ? ψ2 = (ϕ1 ∗ ϕ2) ◦Ψ.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì,

ψ1 ? ψ2(f) = ψ1(ψ2(f(x • y))) =

= ψ1(ψ2(g(F(x • y)))) = ψ1(ψ2(g(F(x) + F(y)))).

Íåõàé u = F(x), v = F(y). Òîäi äiÿ ψ2 íà g(F(x) +F(y)) ÿê íà ôóíêöiþ
âiä x çáiãà¹òüñÿ ç äi¹þ ϕ2 íà g(u + v) ÿê íà ôóíêöiþ âiä u. Àíàëîãi÷íå
çàóâàæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ i ψ2. Òîìó, çà îçíà÷åííÿì çãîðòêè �∗� â Mb,

ψ1(ψ2(g(F(x) + F(y)))) = ϕ1 ∗ ϕ2(g) = ϕ1 ∗ ϕ2(Ψ(f)).

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

∞
F
k=1

ψk = ψ1 ? ψ2 ? . . . ? ψk ? . . . ,

äå ψk ∈ M(H`1
s (D)).

Òåîðåìà 1. Íåõàé E1, . . . , Ek, . . . � ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòîðiâ (ÿê ó
òåîðåìi A) äëÿ ïðîñòîðó X = `1. Òîäi êîæåí åëåìåíò ψ ∈ M(H`1

s (D))
ìà¹ âèãëÿä:

ψ(f) =
∞
+×

k=1
δ(k)(uk)(Ψ(f)) =

∞
F
k=1

δ(k)(uk)(f).
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