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Äëÿ ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ G/G/1/0 ç ìîæëèâiñòþ
âèõîäó ç ëàäó ïðàöþþ÷îãî êàíàëó âèçíà÷åíî éìîâiðíîñòi ñòàíiâ
ãðàíè÷íîãî ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó òà çíàéäåíî ðîçïîäië ÷àñó ïåðå-
áóâàííÿ ñèñòåìè ó âiëüíîìó ñòàíi.

ÂÑÒÓÏ

Äîñëiäæåííÿ åðãîäè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ
(ÑÌÎ) òèïó M/G óñïiøíî çäiéñíþâàëîñü çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âêëà-
äåíèõ ëàíöþãiâ Ìàðêîâà [3, ñ. 96]. Äëÿ ñèñòåì òèïó G/G äîâåäåííÿ iñ-
íóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó âèÿâèëîñü ïðîáëåìàòè÷íèì.
Âiäîìi ëèøå ñïðîáè âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ÑÌÎ
ç âèêîðèñòàííÿì íàïiâìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ çi ñïåöiàëüíî ïîáóäîâàíèì
ôàçîâèì ïðîñòîðîì [4, ãë. 5].

Ó öié ðîáîòi, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ñòàöiîíàðíèé ãðàíè÷íèé ïðîöåñ iñíó¹,
ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ ïðî âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê ÑÌÎ
G/G/1/0 ç ìîæëèâiñòþ âèõîäó ç ëàäó ïðàöþþ÷îãî êàíàëó.

ÓÄÊ 519.21; MSC 2000: 60�01
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1. ÇÀÃÀËÜÍI ÔÎÐÌÓËÈ ÄËß ÑÒÀÖIÎÍÀÐÍÈÕ
IÌÎÂIÐÍÎÑÒÅÉ

Âèâ÷àòèìåìî îäíîêàíàëüíó ÑÌÎ ç âiäìîâàìè, íà âõiä ÿêî¨ íàäõîäèòü
ñòàöiîíàðíèé îðäèíàðíèé ïîòiê çàìîâëåíü, à âèïàäêîâi âåëè÷èíè Tλ (÷àñ
ìiæ ìîìåíòàìè íàäõîäæåííÿ çàìîâëåíü) i Tµ (÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ îäíî-
ãî çàìîâëåííÿ) � íåçàëåæíi i äîâiëüíî ðîçïîäiëåíi.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðàöþþ÷èé êàíàë ìîæå âèéòè ç ëàäó (âiäìîâèòè)
÷åðåç âèïàäêîâèé ÷àñ Tν , ÿêèé âiäðàõîâó¹òüñÿ âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó îá-
ñëóãîâóâàííÿ. Âiäíîâëåííÿ (ðåìîíò) êàíàëó ïî÷èíà¹òüñÿ íåãàéíî ïiñëÿ
éîãî âèõîäó ç ëàäó i òðèâà¹ ïðîòÿãîì âèïàäêîâîãî ÷àñó Tγ . Çàìîâëåííÿ,
ÿêå îáñëóãîâóâàëîñü â ìîìåíò âèõîäó êàíàëó ç ëàäó, ïîêèäà¹ ñèñòåìó íå
îáñëóæåíèì.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Tλ, Tµ, Tν , Tγ � íåçà-
ëåæíi â ñóêóïíîñòi, äîâiëüíî ðîçïîäiëåíi i ìàþòü ñêií÷åííi ìàòåìàòè÷íi
ñïîäiâàííÿ mλ, mµ, mν , mγ âiäïîâiäíî.

Ïðîöåñ ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè ¹ ÷åðãóâàííÿì âèïàäêîâèõ ïðîìiæ-
êiâ ÷àñó òðèâàëiñòþ Tµν = min{Tµ, Tν} i T0µ àáî Tµν + Tγ i T0ν , äå T0µ

� ÷àñ âiä ìîìåíòó çàâåðøåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ ÷åðãîâîãî çàìîâëåííÿ äî
ìîìåíòó ïðèáóòòÿ íàñòóïíîãî, à T0ν � ÷àñ âiä ìîìåíòó çàâåðøåííÿ âiä-
íîâëåííÿ (ðåìîíòó) êàíàëó äî ìîìåíòó ïðèáóòòÿ ÷åðãîâîãî çàìîâëåííÿ.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîáîòó ñèñòåìè íà äîñèòü âåëèêîìó ïðîìiæêó ÷àñó
T , âèáðàâøè çà ïî÷àòîê âiäëiêó ÷àñó ìîìåíò íàäõîäæåííÿ ÷åðãîâîãî
çàìîâëåííÿ ó âiëüíèé êàíàë.

ßêùî N(T ) � êiëüêiñòü çàìîâëåíü, ùî íàäiéøëè ó ñèñòåìó çà ÷àñ T ,
Nîáñ(T ) � êiëüêiñòü îáñëóæåíèõ çà öåé ÷àñ çàìîâëåíü, Nïåð(T ) � êiëü-
êiñòü çàìîâëåíü, îáñëóãîâóâàííÿ ÿêèõ áóëî ïåðåðâàíå ó çâ'ÿçêó ç âèõî-
äîì êàíàëó ç ëàäó, òî äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü T âèêîíó¹òüñÿ íàáëèæåíà
ðiâíiñòü

T ≈ N(T )mλ ≈ Nîáñ(T )(mµν + m0µ) + Nïåð(T )(mµν + mγ + m0ν), (1)

äå mµν = M(Tµν), m0µ = M(T0µ), m0ν = M(T0ν). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Pïåð(T ) =
Nïåð(T )

Nîáñ(T ) + Nïåð(T )
. (2)

ßêùî ãðàíè÷íèé ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ iñíó¹, òî éìîâiðíiñòü ïåðåðèâàí-
íÿ îáñëóãîâóâàííÿ ó çâ'ÿçêó ç âèõîäîì êàíàëó ç ëàäó äîðiâíþ¹ Pïåð =
lim

T→∞
Pïåð(T ) = P{Tν < Tµ}.
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Íàáëèæåíà ðiâíiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ òèì òî÷íiøå, ÷èì òðèâàëiøèé
ïðîìiæîê ÷àñó T ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Âèðàçèâøè ç (2) Nïåð(T ), à ïîòiì ç
(1) � âiäíîøåííÿ Nîáñ(T )/N(T ) i ïåðåéøîâøè ó íüîìó äî ãðàíèöi ïðè
T → ∞, âèçíà÷èìî ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ
äëÿ çàìîâëåííÿ, ùî íàäiéøëî ó ñèñòåìó (âiäíîñíó ïðîïóñêíó çäàòíiñòü
ÑÌÎ):

Pîáñ = lim
T→∞

Nîáñ(T )
N(T )

=
mλ(1− Pïåð)

Mµνγ
, (3)

äå Mµνγ = mµν+(1−Pïåð)m0µ+Pïåð(mγ+m0ν). Âèãëÿä ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3)
äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî
ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó ¹ iñíóâàííÿ ñêií÷åííèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Tλ, Tµ, Tµν , T0µ, Tγ i T0ν .

Âèçíà÷èìî ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé äëÿ òàêèõ ñòàíiâ ñè-
ñòåìè: s0 � êàíàë âiëüíèé; s1 � êàíàë ïðàöþ¹; s2 � êàíàë íà ðåìîí-
òi (íåäîñòóïíèé). Ïîâåðòàþ÷èñü äî ðiâíîñòi (1), áà÷èìî, ùî ïðîìiæîê
÷àñó T ñêëàäà¹òüñÿ ç ñóìè äîâæèí ïðîìiæêiâ T0 (÷àñó ïðîñòîþ êà-
íàëó), T1 (÷àñó çàéíÿòîñòi êàíàëó) i T2 (÷àñó ðåìîíòó êàíàëó), òîáòî
T ≈ ∑

T0 +
∑

T1 +
∑

T2, äå
∑

T0 ≈ Nîáñ(T )m0µ + Nïåð(T )m0ν ;

∑
T1 ≈

(
Nîáñ(T ) + Nïåð(T )

)
mµν ;

∑
T2 ≈ Nïåð(T )mγ .

Ñïðÿìîâóþ÷è T →∞ ó âiäíîøåííÿõ
∑

Ti/T (i = 1, 3), îòðèìà¹ìî ôîð-
ìóëè äëÿ éìîâiðíîñòåé ñòàíiâ ãðàíè÷íîãî ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó

p0 = lim
T→∞

∑
T0

T
=

Pîáñ
(
Pïåðm0ν + (1− Pïåð)m0µ

)

mλ(1− Pïåð)
=

=
Pïåðm0ν + (1− Pïåð)m0µ

Mµνγ
;

p1 = lim
T→∞

∑
T1

T
=

Pîáñ mµν

mλ(1− Pïåð)
=

mµν

Mµνγ
;

p2 = lim
T→∞

∑
T2

T
=

Pîáñ Pïåð mγ

mλ(1− Pïåð)
=

Pïåð mγ

Mµνγ
.

(4)

ßêùî ïîòiê çàìîâëåíü � íàéïðîñòiøèé, òîáòî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
Tλ ðîçïîäiëåíà çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì λ, òî âíàñëiäîê
âiäñóòíîñòi ïiñëÿäi¨ âèïàäêîâi âåëè÷èíè T0µ i T0ν òàêîæ ðîçïîäiëåíi çà
ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì λ. Îòæå, m0µ = m0ν = 1/λ, i çi
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ñïiââiäíîøåíü (3), (4) îòðèìà¹ìî óçàãàëüíåííÿ ôîðìóë Ñåâàñòüÿíîâà [5]
äëÿ ñèñòåìè M/G/1/0 ç ìîæëèâiñòþ âèõîäó ç ëàäó ïðàöþþ÷îãî êàíàëó

Pîáñ =
1− Pïåð

Mλ
; p0 =

Pîáñ
1− Pïåð

=
1

Mλ
;

p1 =
λPîáñmµν

1− Pïåð
=

λmµν

Mλ
; p2 = 1− p0 − p1,

(5)

äå Mλ = 1 + λ(mµν + Pïåðmγ). Ó âèïàäêó ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí Tµ, Tν i Tγ ôîðìóëè (5) ïåðåõîäÿòü ó ñïiââiäíîøåííÿ,
îòðèìàíi â ðîáîòi [1, c. 362].

2. ÀÍÀËIÇ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ T0µ, T0ν

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè T0µ i T0ν îá'¹äíó¹ òå, ùî âîíè çàäàþòü iíòåðâàë
÷àñó, ïðîòÿãîì ÿêîãî ñèñòåìà âiëüíà, i öåé ïðîìiæîê ÷àñó ïî÷èíà¹òüñÿ
ïiñëÿ iíòåðâàëó òðèâàëiñòþ Tβ çàéíÿòîñòi àáî íåäîñòóïíîñòi êàíàëó. Äëÿ
ñïðîùåííÿ àíàëiçó öèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ââåäåìî äëÿ íèõ ñïiëüíå
ïîçíà÷åííÿ:

T0 =

{
T 0µ, ÿêùî Tβ = Tµν ;
T 0ν , ÿêùî Tβ = Tµν + Tγ .

Òðèâàëiñòü ÷àñó T 0 çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi çàìîâëåíü, ùî íàäõîäÿòü
ó ñèñòåìó çà ÷àñ Tβ . Íåõàé T

(k)
λ � k-ðàçîâà êîìïîçèöiÿ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí Tλ, T
(0)
λ = 0, T

(1)
λ = Tλ, à qk = P (Ak) = P{T

(k−1)
λ ≤ Tβ < T

(k)
λ }(k =

1, 2, . . . ). Òîäi

T0 = T
(k)
λ − Tβ, ç iìîâiðíiñòþ qk (k = 1, 2, . . . ).

Îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà T0 çàëåæèòü âiä ïîÿâè îäíî¨ i ëèøå îäíî¨
ç ïîïàðíî íåñóìiñíèõ ïîäié Ak, (k = 1, 2, . . . ), ÿêi óòâîðþþòü ïîâíó
ãðóïó. Òîìó ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ m0 = M(T0) ìîæíà îá÷èñëèòè çà
ôîðìóëîþ ïîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

m 0 =
∞∑

k=1

P (Ak)M(T0|Ak) =
∞∑

k=1

qk(kmλ −mβ) = mλSq −mβ;

Sq =
∞∑

k=1

kqk, mβ = M(Tβ).

(6)

Òóò âðàõîâàíî, ùî
∞∑

k=1

qk = 1, îñêiëüêè ïîäi¨ Ak ( k = 1, 2, . . . ) óòâîðþþòü
ïîâíó ãðóïó ïîïàðíî íåñóìiñíèõ ïîäié.
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ßêùî ÷èñëîâèé ðÿä Sq çáiãà¹òüñÿ, òî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ m0

iñíó¹. Îñêiëüêè Sq = M(X) + 1, äå X � ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ êiëüêî-
ñòi çàìîâëåíü, ùî íàäõîäÿòü ó ñèñòåìó çà ÷àñ Tβ , òî çáiæíiñòü ðÿäó Sq

îçíà÷à¹, ùî ñåðåäíÿ êiëüêiñòü çàìîâëåíü, ùî íàäõîäÿòü ó ñèñòåìó çà ÷àñ
íåäîñòóïíîñòi êàíàëó Tβ , ¹ ñêií÷åííîþ. Ó ìîíîãðàôi¨ [4, c. 238] äëÿ âè-
ïàäêó, êîëè âõiäíèé ïîòiê ¹ ðåêóðåíòíèì, à âèïàäêîâi âåëè÷èíè Tλ i Tβ

ìàþòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, M(X) âèçíà÷åíî ÷åðåç
hλ(t) � ùiëüíiñòü ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Tλ

M(X) =
∫ ∞

0
hλ(t)

(
1− Fβ(t)

)
dt,

äå Fβ(t) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Tβ . Îòæå, ÿêùî
ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Tλ, Tβ àáñîëþòíî íåïåðåðâíi, òî

S q = 1 +
∫ ∞

0
hλ(t)

(
1− Fβ(t)

)
dt. (7)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âõiäíèé ïîòiê ðåãóëÿðíèé, òîáòî Tλ = T =
const, i ôîðìóëà (7) íåïðèäàòíà äëÿ çíàõîäæåííÿ Sq. Áåçïîñåðåäíüî îá-
÷èñëþþ÷è ñóìó ðÿäó Sq, ìîæíà çàïèñàòè

Sq =
∞∑

k=1

kqk = 1+q2+q3+· · · = 1+
∞∑

k=1

(qk+1+qk+2+· · · ) = 1+
∞∑

k=1

(1−Sk),

äå Sk =
k∑

i=1
qi. Îñêiëüêè

Sk =
k∑

i=1
P{T

(i−1)
λ ≤ Tβ < T

(i)
λ } =

k∑
i=1

P{ (i− 1)T ≤ Tβ < iT} =

=
k∑

i=1

(
Fβ(iT )− Fβ((i− 1)T )

)
= Fβ(kT ),

òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî âõiäíîãî ïîòîêó S q = 1 +
∞∑

k=1

(
1− Fβ(kT )

)
.

Çíàéäåìî çàêîíè ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí T0µ i T0ν , ÿêi âèçíà-
÷àþòü ïðîìiæêè ÷àñó, ïðîòÿãîì ÿêèõ ñèñòåìà âiëüíà. Äëÿ öüîãî äîñèòü
âèâ÷èòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè T0 � ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ó
âiëüíîìó ñòàíi äëÿ çâè÷àéíî¨ ñèñòåìè G/G/1/0.

Íåõàé Tβ � ÷àñ, ïðîòÿãîì ÿêîãî ñèñòåìà íåäîñòóïíà äëÿ íàäõîä-
æåííÿ çàìîâëåíü (ó âèïàäêó ñèñòåìè G/G/1/0 áåç ìîæëèâîñòi âèõîäó ç
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ëàäó Tβ = Tµ � ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî çàìîâëåííÿ). ßêùî ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Tλ i Tβ àáñîëþòíî íåïåðåðâíi, òî çãiäíî
ç [4, c. 238] ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Tβ+0 = Tβ + T0 �
iíòåðâàëó ÷àñó ìiæ ïîòðàïëÿííÿìè çàìîâëåíü ó âiëüíó ñèñòåìó � ìîæíà
âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

pβ+0(t) = pλ(t)Fβ(t) +
∫ t

0

∫ τ

0
hλ(y)pβ(τ)pλ(t− y) dy dτ,

äå pλ(t), pβ(t) � ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Tλ i Tβ âiäïî-
âiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî pλ(t) 6= 0, pβ(t) 6= 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0,∞), à p0(t) �
ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè T0. Òîäi çà ôîðìóëîþ çãîðòêè
äëÿ ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Tβ i T0 îòðèìà¹ìî

∫ t

0
p 0(τ)pβ(t− τ) dτ = pβ+0(t). (8)

Íåõàé ôóíêöi¨ qβ(t) = dpβ(t)/dt, qβ+0(t) = dpβ+0(t)/dt � êóñêîâî íåïå-
ðåðâíi íà ïðîìiæêó t ∈ [0, ∞), i íåõàé pβ(0) 6= 0. Òîäi, äèôåðåíöiþþ÷è
îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (8) çà çìiííîþ t, îäåðæèìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ
Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó âiäíîñíî ôóíêöi¨ p0(t)

pβ(0)p0(t) +
∫ t

0
qβ(t− τ)p 0(τ) dτ = qβ+0(t). (9)

Çãiäíî ç [2, c. 96], ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

p0(t) =
qβ+0(t)
pβ(0)

− 1
pβ(0)

∫ t

0
Rβ(t− τ)qβ+0(τ) dτ. (10)

Òóò Rβ(t) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà qβ(t− τ) ðiâíÿííÿ (9), ÿêó ìîæíà çíàéòè
çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, (çàñòîñóâàâøè éîãî äî ðiâíÿííÿ
(9)) àáî ìåòîäîì iòåðîâàíèõ ÿäåð:

Rβ(t) =
∞∑

k=1

q
(k)
β (t),

äå q
(k)
β (t) � k-ðàçîâà çãîðòêà ôóíêöi¨ qβ(t), q

(1)
β (t) = qβ(t). ßêùî âèïàä-

êîâà âåëè÷èíà Tβ ðîçïîäiëåíà çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì
β, òî ðiâíÿííÿ (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó

p0(t)−
∫ t

0
βe−β(t−τ)p0(τ) dτ =

qβ+0(t)
β

.
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Ó öüîìó âèïàäêó Rβ(t) = β, i ç (10) îòðèìà¹ìî

p0(t) =
qβ+0(t)

β
+ pβ+0(t)− pβ+0(0).

Çîêðåìà, ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Tλ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Åðëàíãà
äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïàðàìåòðîì λ, òî

p0(t) =
(

λ2(2λ + β)
(λ + β)2

+
λ2βt

(λ + β)

)
e−λt − λ2(2λ + β)

(λ + β)2
e−(2λ+β)t, t > 0.

Çíàéäåìî çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè T0 äëÿ âèïàäêó ðåãó-
ëÿðíîãî âõiäíîãî ïîòîêó, êîëè ôîðìóëà (10) ñòà¹ íåïðèäàòíîþ äëÿ âè-
çíà÷åííÿ p0(t). ßêùî Tλ = T = const, òî ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè T0 çîñåðåäæåíi íà âiäðiçêó [0, T ], i

T0 = kT − Tβ, ç iìîâiðíiñòþ qk (k = 1, 2, . . . ),

äå qk = P (Ak) = P{ (k−1)T ≤ Tβ < kT} (k = 1, 2, . . . ). Âèçíà÷èìî óìîâ-
íi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó T0 çà óìîâè, ùî Tβ ∈ [(k−1)T, kT ), ïðèïóñêàþ÷è,
ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Tβ íåïåðåðâíà, à ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó pβ(t)
âiäìiííà âiä íóëÿ äëÿ âñiõ t ∈ (0,∞). Ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí Yk = kT − Tβ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

FYk
(t) = 1− Fβ(kT − t), 0 ≤ t ≤ kT (k = 1, 2, . . . ),

à ¨õíi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó � ôîðìóëàìè

pYk
(t) = pβ(kT − t), 0 < t < kT (k = 1, 2, . . . ).

Òîäi óìîâíi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè T0 çà óìîâè, ùî
Tβ ∈ [(k − 1)T, kT ), ìîæíà âèçíà÷èòè ó âèãëÿäi

p0k(t) =
pYk

(t)
Nk

=
pβ(kT − t)

Nk
, 0 < t < T (k = 1, 2, . . . ),

äå Nk =
∫ T
0 pβ(kT − t) dt. Çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ iìîâiðíîñòi

F0(t) =
∞∑

k=1

F0k(t)qk, 0 ≤ t ≤ T,

äå F0k(t) =
∫ t
0 p0k(τ) dτ , à F0(t) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-

íè T0. Çâiäñè îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè T0

p0(t) =
∞∑

k=1

p0k(t)qk =
∞∑

k=1

pβ(kT − t)
Nk

qk, 0 < t < T. (11)
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Â iíòåãðàëi, ùî âèçíà÷à¹ íîðìóâàëüíó ñòàëó Nk, ïåðåéäåìî äî çìiííî¨
iíòåãðóâàííÿ τ = kT − t. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî, ùî

Nk =
∫ T

0
pβ(kT − t) dt =

∫ kT

(k−1)T
pβ(τ) dτ = qk.

Îòæå, ç (11) ìàòèìåìî

p0(t) =
∞∑

k=1

pβ(kT − t), 0 < t < T. (12)

ßêùî pβ(t) 6= 0 òiëüêè äëÿ t ∈ (a, ∞), äå a > 0, àëå âiäíîøåííÿ
pβ(kT − t)/Nk íå çàëåæèòü âiä k, òî ç (11) îäåðæèìî

p0(t) = pβ(kT − t)/Nk, 0 < t < T. (13)

Íàïðèêëàä, ÿêùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Tβ ìà¹
âèãëÿä pβ(t) = βe−β(t−a), t > a ≥ 0, òî

Nk =
∫ T

0
βe−β(kT−t−a) dt = e−β((k−1)T−a) − e−β(kT−a),

i çà äîïîìîãîþ (13) îòðèìà¹ìî p0(t) =
βe−β(T−t)

1− e−βT
, 0 < t < T. Òîé æå

ðåçóëüòàò äiñòà¹ìî, ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Tβ ðîçïîäiëåíà çà ïîêà-
çíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì β.

Ôîðìóëó (12) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè, çîêðåìà, ÿêùî âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà Tβ ðîçïîäiëåíà çà óçàãàëüíåíèì çàêîíîì Åðëàíãà äîâiëüíîãî ïî-
ðÿäêó, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó óçàãàëüíåíîãî çàêîíó Åðëàíãà äðóãîãî ïî-
ðÿäêó ç ïàðàìåòðàìè β1 i β2

p0(t) =
β1β2

β2 − β1

(
e−β1(T−t)

1− e−β1T
− e−β2(T−t)

1− e−β2T

)
, 0 < t < T.

3. ÏÐÈÊËÀÄÈ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÑÒÀÖIÎÍÀÐÍÈÕ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÑÈÑÒÅÌÈ

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6), çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ ìàòåìà-
òè÷íèõ ñïîäiâàíü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí T0µ i T0ν :

m 0µ = mλSqµ −mµν , m 0ν = mλSqν − (mµν + m γ), (14)
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äå

Sqµ =
∞∑

k=1

kqµk, Sqν =
∞∑

k=1

kq νk, qµk = P{T (k−1)
λ ≤ Tµν < T

(k)
λ },

q νk = P{T (k−1)
λ ≤ Tµν + Tγ < T

(k)
λ }.

(15)

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (14), ôîðìóëè (3), (4) äëÿ ñòàöiîíàðíèõ
õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè íàáóâàþòü âèãëÿäó

Pîáñ =
1− Pïåð

Mq
; p0 =

(1− Pïåð)m 0µ + Pïåðm 0ν

mλMq
;

p1 =
mµν

mλMq
; p2 = 1− p0 − p1,

(16)

äå Mq = (1− Pïåð)Sqµ + PïåðSqν .
Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ïiäðàõóíêó ñóì ðÿäiâ (15) òà iíøèõ âåëè÷èí,

ùî âõîäÿòü ó ôîðìóëè (16) äëÿ äåÿêèõ òèïîâèõ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí Tλ, Tµ, Tν i Tγ .

Ïðèêëàä 1. Âõiäíèé ïîòiê � ðåãóëÿðíèé (Tλ = T = const), âè-
ïàäêîâi âåëè÷èíè Tµ, Tν i Tγ ðîçïîäiëåíi çà ïîêàçíèêîâèìè çàêîíàìè ç
ïàðàìåòðàìè µ, ν i γ âiäïîâiäíî:

mµν =
1

µ + ν
, Pïåð =

ν

µ + ν
, mλ = T, m γ =

1
γ

,

Sqν = 1 +
1

γ − (µ + ν)

(
γe−(µ+ν)T

1− e−(µ+ν)T
− (µ + ν)e−γT

1− e−γT

)
,

Sqµ =
1

1− e−(µ+ν)T
, m 0µ = TSqµ −mµν , m 0ν = TSqν −mµν −m γ .

Ïðèêëàä 2. Âõiäíèé ïîòiê � ðåêóðåíòíèé, âèïàäêîâà âåëè÷èíà Tλ

ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Åðëàíãà äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïàðàìåòðîì λ; âè-
ïàäêîâi âåëè÷èíè Tµ, Tν i Tγ ðîçïîäiëåíi çà ïîêàçíèêîâèìè çàêîíàìè ç
ïàðàìåòðàìè µ, ν i γ âiäïîâiäíî:

mµν =
1

µ + ν
, Pïåð =

ν

µ + ν
, mλ =

2
λ

, m γ =
1
γ

,

Sqν =
(λ2 + αγ)

(
2λ(α + γ) + αγ

)
+ λ2(α2 + γ2 + 4αγ)

αγ(2λ + α)(2λ + γ)
,

Sqµ =
(α + λ)2

α(α + 2λ)2
, α = µ + ν;

m 0µ =
2
λ

Sqµ −mµν , m 0ν =
2
λ

Sqν −mµν −m γ .
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Ïðèêëàä 3. Âõiäíèé ïîòiê � íàéïðîñòiøèé, òîáòî âèïàäêîâà âåëè-
÷èíà Tλ ðîçïîäiëåíà çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì λ. Âèïàä-
êîâi âåëè÷èíè Tµ, Tν i Tγ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà ïðîìiæêàõ (0, aµ),
(0, a ν) i (a γ , b γ) âiäïîâiäíî, äå aµ < a ν . Ñòàöiîíàðíi õàðàêòåðèñòèêè
âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (5), äå

mµν =
aµ(3a ν − aµ)

6a ν
, Pïåð =

aµ

2a ν
, mλ =

1
λ

,

m γ =
1
2

(a γ + b γ), m 0µ = m 0ν =
1
λ

.
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STATIONARY CHARACTERISTICS OF THE
SINGLE-SERVER QUEUEING LOSS SYSTEM WITH

FALLING OUT POSSIBILITY OF THE WORKING SERVER

Yaroslav YELEIKO, Yuriy ZHERNOVYI

Ivan Franko Lviv National University
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

The statistical-equilibrium state probabilities distribution and distribu-
tion of time of stay in a free state for the G/G/1/0 queueing system with
falling out possibility of the working server are obtained.




