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Ìè ÿâíî áóäó¹ìî â áóäü-ÿêîìó ñêií÷åííîìó ïîëi âèäó Fq[x]/(xm − a) åëåìåíòè ìóëüòèïëi-

êàòèâíîãî ïîðÿäêó íå ìåíøîãî çà ìàêñèìóì äâîõ ÷èñåë, ÿêi ïðÿìî çàëåæàòü âiä m.

R. Popovych, Improved lower bound on order of elements of one class of finite fields, Math. Bull.

Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013), 39–44.

We construct explicitly in any finite field of the form Fq[x]/(xm−a) elements with multiplicative

order at least maximum of two numbers that depend directly on m.

1. Âñòóï

Çàãàëüíîâiäîìî, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ñêií÷åííîãî ïîëÿ ¹ öèêëi÷íîþ. Òâiðíó
öi¹¨ ãðóïè íàçèâàþòü ïðèìiòèâíèì åëåìåíòîì. Çàäà÷à åôåêòèâíî¨ ïîáóäîâè ïðèìiòèâíî-
ãî åëåìåíòà äëÿ çàäàíîãî ñêií÷åííîãî ïîëÿ ¹ âàæêîþ â îá÷èñëþâàëüíié òåîði¨ ñêií÷åí-
íèõ ïîëiâ. Îñü ÷îìó ðîçãëÿäàþòü ìåíø îáìåæóþ÷å ïèòàííÿ: çíàéòè åëåìåíò âåëèêîãî
ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó. Ó öüîìó âèïàäêó íå âèìàãà¹òüñÿ îá÷èñëèòè òî÷íèé ïî-
ðÿäîê åëåìåíòà: äîñòàòíüî îòðèìàòè íèæíþ ìåæó äëÿ ïîðÿäêó. Åëåìåíòè âåëèêîãî
ïîðÿäêó ïîòðiáíi äëÿ íèçêè çàñòîñóâàíü. Òàêi çàñòîñóâàííÿ, çîêðåìà, âêëþ÷àþòü êðè-
ïòîãðàôiþ, òåîðiþ êîäóâàííÿ, ãåíåðàòîðè ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë òà êîìáiíàòîðèêó.

Ó äàíié ðîáîòi Fq ïîçíà÷à¹ ïîëå ç q åëåìåíòiâ, äå q � ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà p.
Ãàî [1] äàâ àëãîðèòì ïîáóäîâè åëåìåíòiâ âåëèêîãî ïîðÿäêó äëÿ áàãàòüîõ (çãiäíî ç

âèñëîâëåíîþ íèì, ïðîòå íå äîâåäåíîþ, ãiïîòåçîþ äëÿ âñiõ) çàãàëüíèõ ðîçøèðåíü Fqm
ñêií÷åíîãî ïîëÿ Fq ç íèæíüîþ ìåæåþ äëÿ ïîðÿäêó exp(Ω((logm)2/ log logm)). Âîëîõ
[2, 3] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä ïîáóäîâè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó ïðèíàéìíi exp(Ω(logm)2)).
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Äëÿ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ ñêií÷åííèõ ïîëiâ ìîæíà çáóäóâàòè åëåìåíòè, ùî ìàþòü
íàáàãàòî áiëüøi ïîðÿäêè.

Ðîçøèðåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì  àóñîâîãî ïåðiîäó, ðîçãëÿíóòî â [4, 5, 6]. Íèæíÿ
ìåæà äëÿ ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ exp(Ω(

√
m)). Öi ðîçøèðåííÿ iñíóþòü äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi ÷èñåë m, ÿêùî äëÿ ÷èñëà q âèêîíó¹òüñÿ ãiïîòåçà Àðòiíà (äèâ. [7]). Ðîçøèðåííÿ
íà îñíîâi ïîëiíîìiâ Êóììåðà ðîçãëÿíóòî â [8]. Óçàãàëüíåííÿ îñòàííiõ íàâåäåíî â [7].
Òàêi ðîçøèðåííÿ iñíóþòü äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë m áåç âèêîíàííÿ áóäü-ÿêèõ
ïðèïóùåíü.

Ðîçøèðåííÿ íà îñíîâi ïîëiíîìà Êóììåðà ìàþòü âèãëÿä Fq[x]/(xm − a). �õ, çîêðåìà,
çàñòîñîâóþòü â êðèïòîãðàôi¨, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ñïàðþâàííi [9]. Ó [8] ïîêàçàíî, ÿê
áóäóâàòè åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó â ðîçøèðåííÿõ Fq[x]/(xm − a) ïðè óìîâi q ≡ 1

(mod m). Ó öüîìó ðàçi îòðèìàíî íèæíþ ìåæó exp(Ω(m)). Ó [10] çáóäîâàíî åëåìåíòè
âåëèêîãî ïîðÿäêó äëÿ òàêèõ ðîçøèðåíü áåç óìîâè q ≡ 1 (mod m). Íèæíÿ ìåæà äëÿ
ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ 2b

3√2mc.
Ó äàíié ðîáîòi ìè ïîêðàùó¹ìî îòðèìàíó â [10] ìåæó. Ðîçãëÿäà¹ìî áóäü-ÿêå ðîçøè-

ðåííÿ âèãëÿäó Fq[x]/(xm− a), i áóäó¹ìî â íüîìó åëåìåíòè ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó
íå ìåíøîãî çà ìàêñèìóì äâîõ ÷èñåë, ÿêi ïðÿìî çàëåæàòü âiä m.

2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Ó äàíié ðîáîòi q, m òà a � öiëi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ ðîçøèðåííÿ Fq[x]/(xm− a) iñíó¹; m2

� ïîðÿäîê q çà ìîäóëåì m. Ó [10] äîâåäåíî (äèâ. ëåìó 2.1 äàëi), ùî m = m1m2, äå m1 -
äiëüíèê q− 1. Ïîêëàäåìî Fq(θ) = Fqm = Fq[x]/(xm− a), äå θ = x (mod (xm− a)) � êëàñ
åëåìåíòà x. Î÷åâèäíî, ùî θm = a.

Äëÿ öiëîãî ÷èñëà n ÷åðåç Z∗n ïîçíà÷àìî ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó îáîðîòíiõ åëåìåí-
òiâ êiëüöÿ Zn = Z/nZ. ×åðåç buc ïîçíà÷èìî íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹
u. Ðîçáèòòÿ ÷èñëà C � öå ïîñëiäîâíiñòü òàêèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë u1, . . . , uC , ùî∑C

j=1 juj = C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

• U(C) ÷èñëî óñiõ ðîçáèòòiâ C,

• U(C, d) ÷èñëî ðîçáèòòiâ C, äëÿ ÿêèõ u1, . . . , uC ≤ d, òîáòî, êîæíà ÷àñòèíà ç'ÿâëÿ-
¹òüñÿ íå áiëüøå, íiæ d ðàçiâ;

• Q(C, d) ÷èñëî ðîçáèòòiâ C, äëÿ ÿêèõ uj = 0 äëÿ óñiõ j ≡ 0 (mod d), òîáòî, æîäíà
÷àñòèíà íå äiëèòüñÿ íà d.

Ó ñêií÷åííèõ ïîëÿõ õàðàêòåðèñòèêè 2 ¹ ëèøå îäèí íåðîçêëàäíèé ïîëiíîì x − 1.
Äëÿ ïîëiâ íåïàðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, ìè ìîæåìî ïåðåâiðÿòè xm − a íà íåðîçêëàäíiñòü,
âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 3.75 [11]:

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ åëåìåíòà a ∈ F∗q òà öiëîãî ÷èñëà m ≥ 2 äâî÷ëåí xm−a íåðîçêëàäíèé
íàä Fq[x] òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) êîæåí ïðîñòèé äiëüíèêm äiëèòü ïîðÿäîê e åëåìåíòà a ∈ F∗q, àëå íå äiëèòü (q−1)/e;

2) ÿêùî m ≡ 0 (mod 4), òî q ≡ 1 (mod 4).
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ßê ðîçâèòîê òåîðåìè 2.1, ìàþ÷è ÷èñëî q, Ïàíàðiî é Òîìñîí [12] òî÷íî îïèñàëè äëÿ
ÿêèõ ñòåïåíiâ m iñíóþòü íåðîçêëàäíi äâî÷ëåíè, à òàêîæ ÿâíî çáóäóâàëè åëåìåíò a. Ó
âèïàäêó q = 3 iñíó¹ ¹äèíå ìîæëèâå ðîçøèðåííÿ äëÿ m = 2. ßêùî q ≥ 5, òî ìîæåìî
çáóäóâàòè ðîçøèðåííÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi m. Òîìó ïðèéìà¹ìî äî êiíöÿ äàíî¨
ñòàòòi, ùî q íåïàðíå. Çðîçóìiëî, ùî a 6= 1. Ó [10] äîâåäåíî òàêó ëåìó.

Ëåìà 2.2. Íåõàé q òà m çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.1. Íåõàé m2 � ïîðÿäîê q çà

ìîäóëåì m. Òîäi m = m1m2, äå m1 ¹ äiëüíèêîì q − 1, à ïiäãðóïà 〈q〉 ãðóïè Z∗m ìîæå

áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi 〈q〉 = {i ·m1 + 1 : 0 ≤ i < m2}.

Ó [10] òàêîæ äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé b � íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ Fq. Òîäi θ + b ìà¹ â ïîëi Fq(θ) =

Fq[x]/(xm−a) ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê íå ìåíøèé çà ÷èñëî ðîçâ'ÿçêiâ (e1, . . . , em2−1)

ëiíiéíî¨ äiîôàíòîâî¨ íåðiâíîñòi

m2−1∑
i=0

(i ·m1 + 1)ei < m, (1)

äå 0 ≤ e1, . . . , em2−1 < p.

Ëåìà 2.4. Íåõàé b � íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ Fq. Òîäi θm2 + b ìà¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèé

ïîðÿäîê ïðèíàéìi 2m1 .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1, q ≡ 1 (mod m1). Îñêiëüêè ïîëiíîì xm−a = (xm2)m1−a
íåðîçêëàäíèé íàä Fq, òî ïîëiíîì ym1 − a òàêîæ íåðîçêëàäíèé íàä Fq. Ïîêëàäåìî θ1 =

θm2 òà ðîçãëÿíåìî ïiäïîëå Fq(θ1) = Fq[y]/(ym1 − a) ïîëÿ Fq(θ). Âiçüìåìî ρ = θ1 + b. Òîäi

ρq = (θ1 + b)q = θq1 + b = (θm1
1 )(q−1)/m1θ1 + b = a(q−1)/mθ1 + b.

Ïîçíà÷èìî c = a(q−1)/m1 . Ìà¹ìî, ùî (θ1 + b)q
i

= θ
i(q−1)/m1

1 + b = ciθ1 + b.
Òàêèì ÷èíîì, ñïðÿæåíi (âiäíîñíî àâòîìîðôiçìó Ôðîáåíióñà) åëåìåíòè äî ρ = θ1 + b

ìàþòü âèãëÿä ciθ1 + b, 1 ≤ i < m1.
Ðîçãëÿíåìî ¨õ äîáóòêè

∏m1−1
i=0 (ciθ1 + b)βi , äå βi ∈ {0, 1} òà

m1−1∑
i=0

βi ≤ m1 − 1.

Î÷åâèäíî, ùî âñi öi äîáóòêè ïîïàðíî ðiçíi, à ¨õ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ 2m1−1. ßêùîm1 > 2,
ìè òàêîæ áåðåìî äîáóòîê (θ1 + b)2, i îòðèìó¹ìî 2m1 ðiçíèõ äîáóòêiâ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m1 = 2. Çðîçóìiëî, ùî c 6= 1, òà 1, θ1 + b, cθ1 + b � öå òðè ðiçíèõ
åëåìåíòè. Äîâåäåìî, ùî (θ1+b)2 àáî (cθ1+b)2 ¹ ÷åòâåðòèì âiäìiííèì âiä íèõ åëåìåíòîì.
ßñíî, ùî (θ1+b)

2 âiäìiííèé âiä 1, θ1+b. ßêùî (θ1+b)
2 = cθ1+b, òî θ21+(2b−a)θ1+b(b−1)=0.

Îñêiëüêè y2 − a � õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì äëÿ θ1, òî ìà¹ìî c = 2b. Îòæå (cθ1 + b)2

âiäìiííèé âiä 1, cθ1 + b. ßêùî (cθ1 + b)2 = θ1 + b, òî c2θ21 + (2cb − 1)θ1 + b(b − 1) = 0 é
c−1 = 2b. Òàêèì ÷èíîì, c = ±1.

Îñêiëüêè c 6= 1, áåðåìî c = −1 i áóäó¹ìî äîáóòîê (θ1 + b)(−θ1 + b) = −(θ21 − b2). Òàê
ÿê θ21 = −1, òî äîáóòîê äîðiâíþ¹ b2 + 1 i ¹ ÷åòâåðòèì âiäìiííèì åëåìåíòîì.
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3. ßâíà ïîáóäîâà åëåìåíòiâ âåëèêîãî ïîðÿäêó

Äàëi ìè ÿâíî áóäó¹ìî åëåìåíòè â ïîëi Fq[x]/(xm − a), ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê
ÿêèõ íå ìåíøèé ìàêñèìóìó ÷èñåë 2m1 òà U (bm/(m1 + 1)c , p− 1). Iäåÿ òàêà æ, ÿê i â [10]:
ÿêùî q− 1 ìà¹ âåëèêèé äiëüíèê m1, òî âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè ìåòîä ç [8]; ÿêùî
æ q − 1 íå ìà¹ âåëèêîãî äiëüíèêà m1, òî òîäi m2 ¹ âåëèêèì, i ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ
ïîáóäîâè ìåòîä, àíàëîãi÷íèé äî ìåòîäó ç [4, 6]. Íàø îñíîâíèé ðåçóëüòàò � öå òåîðåìà
3.1.

Ìè áåðåìî â îáèäâîõ âèïàäêàõ ëiíiéíèé äâî÷ëåí âiä ïåâíîãî ñòåïåíÿ θ òà âñi éîãî
ñïðÿæåíi, ùî òàêîæ íàëåæàòü äî ïiäãðóïè, ïîðîäæåíî¨ öèì äâî÷ëåíîì, i áóäó¹ìî ¨õ
ðiçíi äîáóòêè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, êîëè q ≡ 1 (mod m1), óñi ñïðÿæåíi âêàçàíîãî ëi-
íiéíîãî äâî÷ëåíà òàêîæ ¹ ëiíiéíèìè äâî÷ëåíàìè. Iäåÿ çàïðîïîíîâàíà Áåðiçáåéòià [13]
ÿê âäîñêîíàëåííÿ àëãîðèòìó AKS [14] òà ðîçâèíóòà â [8]. Ó äðóãîìó âèïàäêó, ñïðÿ-
æåíi ¹ íåëiíiéíèìè äâî÷ëåíàìè. Iäåÿ çàïðîïîíîâàíà ôîí Ãàòåíîì òà Øïàðëiíñêiì [5],
i ðîçâèíóòà â [4, 6]. Ïîäiáíî äî [7], íàø ïiäõiä áóäó¹ åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó äëÿ
íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë m, íå ñïèðàþ÷èñü íi íà ÿêå ïðèïóùåííÿ. ×èñëî m ïðÿìî
íå çàëåæèòü âiä q, çîêðåìà ìîæå áóòè ìåíøèì âiä q.

Ëåìà 3.1. ×èñëî ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíî¨ äiîôàíòîâî¨ íåðiâíîñòi (1), äå 0 ≤ e1, . . . , em2−1 < p,

¹ íå ìåíøèì çà U(bm/(m1 + 1)c, p− 1).

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü (1) ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi

m1

m2−1∑
i=0

iei +

m2−1∑
i=0

ei < m, (2)

Íåõàé
∑m2−1

i=0 iei � ðîçáèòòÿ ÷èñëà m2 − a, äå a ñëiä âèáðàòè òàê, ùîá íåðiâíiñòü (2)
âèêîíóâàëàñÿ; ei = 0 äëÿ m2 − a ≤ i ≤ m2 − 1.

Çàóâàæèìî, ùî
∑m2−1

i=0 ei ≤
∑m2−1

i=0 iei äëÿ äîâiëüíèõ e1, . . . , em2−1. Òîäi ìà¹ìî

m1

m2−1∑
i=0

iei +

m2−1∑
i=0

ei ≤ m1(m2 − a) +m2 − a < m1m2 = m.

Îòðèìó¹ìî a > m2/(m1 + 1) òà m2 − a < m/(m1 + 1). Îòæå, ìîæåìî âçÿòè m2 − a =

bm/(m1 + 1)c.

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 2.2 òà ëåìó 3.1, îòðèìó¹ìî òàêó ëåìó.

Ëåìà 3.2. Íåõàé b � íåíóëüîâèé åëåìåíò â Fq. Òîäi θ + b ìà¹ â Fq(θ) = Fq[x]/(xm − a)

ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê íå ìåíøèé çà

exp
{

2, 5
√

(m/(m1 + 1)− p)(1− 1/p)− (p− 1)2
}

{13[(m/(m1 + 1)− p)/(p(p− 1))− 1)]}p−1
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.2 òà ëåìîþ 3.1, åëåìåíò θ +

b ìà¹ â Fq(θ) = Fq[x]/(xm − a) ïîðÿäîê íå ìåíøèé çà U (bm/(m1 + 1)c , p− 1). Äàëi
çíàõîäèìî ÿâíó íèæíþ îöiíêó äëÿ U (bm/(m1 + 1)c , p− 1).
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Çãiäíî ç [15, òâåðäæåííÿ 5.1], ÷èñëî ðîçáèòòiâ ÷èñëà n, ÿêi íå ìàþòü d îäíàêîâèõ
÷àñòèí, äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðîçáèòòiâ n, äëÿ ÿêèõ íi îäíà ÷àñòèíà íå äiëèòüñÿ íà d:

U(n, d− 1) = Q(n, d). (3)

Âèõîäÿ÷è ç [15, äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1] äëÿ Q(n, d) ñïðàâåäëèâà òàêà íåðiâíiñòü:

Q(n, d) ≥ {U (bbn/dc /(d− 1)c)}d−1. (4)

Òåîðåìà 4.2 [15] äà¹ íèæíþ ìåæó

U(k) >
exp

(
5
2

√
k
)

13k
(5)

äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî k.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (5) ïðè k =

⌊
bn/dc/(d− 1)

⌋
â (4), îòðèìó¹ìî

Q(n, d) ≥
exp

{
5
2
(d− 1)

√⌊
bn/dc/(d− 1)

⌋}
{

13
⌊
bn/dc/(d− 1)

⌋}d−1 .

Îñêiëüêè bac > a− 1, ìà¹ìî

Q(n, d) ≥
exp

{
5
2

√
(n− d)(1− 1/d)− (d− 1)2

}
{13((n− d)/(d(d− 1))− 1)}d−1

.

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî çãiäíî ç (3) U (bm/(m1 + 1)c , p− 1) = Q (bm/(m1 + 1)c , p)
òà n = m/(m1+1)−1, d = p, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó îöiíêó äëÿ U(bm/(m1 + 1)c , p−1).

Íàø îñíîâíèé ðåçóëüòàò � öå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Ó ïîëi Fq(θ) = Fq[x]/(xm− a) ìîæíà ÿâíî çáóäóâàòè åëåìåíò, ìóëüòèïëi-

êàòèâíèé ïîðÿäîê ÿêîãî íå ìåíøèé çà

max

{
2m1 ,

exp
{

5
2

√
(m/(m1 + 1)− p)(1− 1/p)− (p− 1)2

}
{13[(m/(m1 + 1)− p)/(p(p− 1))− 1)]}p−1

}
.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî òàêi äâi íèæíi îöiíêè ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó. Çãiäíî ç ëåìîþ
3.2, åëåìåíò γ = θ + b ìà¹ ïîðÿäîê ïðèíàéìi

exp
{

5
2

√
(m/(m1 + 1)− p)(1− 1/p)− (p− 1)2

}
{13[(m/(m1 + 1)− p)/(p(p− 1))− 1)]}p−1

.

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.2, åëåìåíò γ = θm2 + b ìà¹ ïîðÿäîê ïðèíàéìi 2m1 .
Îòæå, ìè ìîæåìî ÿâíî çáóäóâàòè (âçÿâøè åëåìåíò θ+ b àáî åëåìåíò θm2 + b) â ïîëi

Fq[x]/(xm− a) åëåìåíò ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó ïðèíàéìi ìàêñèìóì äâîõ âêàçàíèõ
÷èñåë. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêà ç ëåìè 3.2 ¹ òî÷íîþ îöiíêîþ çíèçó äëÿ ïîðÿäêó åëåìåíòiâ âèäó
θ + b ó çàäàíîìó ñêií÷åííîìó ïîëi. Ðàçîì ç òèì, âîíà ãðîìiçäêà i ¨¨ íå çàâæäè çðó÷íî
âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ ñêií÷åííèõ ïîëiâ. ßê íàáëèæåíó îöiíêó ìîæíà
âçÿòè exp(5

2

√
m/m1). Òîäi ïðèðiâíþ¹ìî (ðîçðàõîâóþ÷è íà íàéãiðøèé âèïàäîê) 2m1 =

exp(5
2

√
m/m1) i îòðèìó¹ìî m1 = 3

√
25
4

(log2 e)
2m. ßê íàñëiäîê, ìîæåìî ÿâíî çáóäóâàòè â

ïîëi Fq(θ) = Fq[x]/(xm−a) åëåìåíò ç òàêîþ íàáëèæåíîþ íèæíüîþ îöiíêîþ íà ïîðÿäîê:

2
3
√

6,25(log2 e)
2m.
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