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Íà ïiäñòàâi ïðèíöèïó âiäïîâiäíîñòi ïîñëiäîâíîñòi àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ äî äåÿêîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïå-
íåâîãî ðÿäó âñòàíîâëåíî êðèòåðié ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâ-
íîñòi öèõ ôóíêöié.

Âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ äî
ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íåïåðåðâ-
íèõ äðîáiâ òà àïðîêñèìàöié Ïàäå. Çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó
âèãëÿäi íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ãðóíòó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi âiäïîâiäíîñòi. Ôîð-
ìàëüíå íåïåðåðâíî-äðîáîâå ðîçâèíåííÿ îäåðæó¹òüñÿ ïðè âèêîíàííi óìî-
âè, ùî ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ëîðàíà n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó çáiãà¹òüñÿ iç çà-
äàíèì ðÿäîì Ëîðàíà L âiä z äî ñòåïåíÿ νn âêëþ÷íî, äå νn ïðÿìó¹ äî
íåñêií÷åííîñòi ïðè çðîñòàííi n. Êàæóòü, ùî íåïåðåðâíi äðîáè, âèçíà-
÷åíi òàêèì ÷èíîì, âiäïîâiäàþòü ðÿäîâi L (àáî ôóíêöi¨ f(z), äëÿ ÿêî¨
L ¹ ðîçâèíåííÿì â ðÿä Ëîðàíà). Õî÷à îñíîâíi iäå¨ âiäïîâiäíîñòi íà-
ëåæàòü Ê.Ãàóñó, çàãàëüíà òåîðiÿ âiäïîâiäíîñòi ðîçðîáëÿëàñü ó ðîáîòàõ
Ó.Äæîóíñà, Â.Òðîíà, Î.Ïåððîíà òà iíøèõ àâòîðiâ [4, 9]. Çàãàëüíó òåî-
ðiþ âiäïîâiäíîñòi ïîáóäîâàíî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié {Rn(z)}, ìåðî-
ìîðôíèõ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó Rn(z) ìîæå áóòè
ïiäõiäíèì äðîáîì íåïåðåðâíîãî äðîáó. ßê íàñëiäîê, ç âëàñòèâîñòi âiä-
ïîâiäíîñòi {Rn(z)} äî L (ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ) ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü

ÓÄÊ 517.526; MSC 2000: 11A95, 11J70, 30B70, 65G30
Äîñëiäæåííÿ ÷àñòêîâî ïiäòðèìàíi ãðàíòîì Ïðåçèäi¨ ÍÀÍ Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ â÷å-
íèõ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0107U007278)
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ïîñëiäîâíîñòi {Rn(z)} åêâiâàëåíòíà ðiâíîìiðíié îáìåæåíîñòi. Ó âèïàäêó,
ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî, òî ¨¨ ãðàíèöÿ f(z) ¹
ôóíêöi¹þ, äëÿ ÿêî¨ L ¹ ðÿäîì Ëîðàíà (äèâ. òåîðåìó 5.11 ó [4]).

Ïîáóäîâà ðîçâèíåíü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó áàãàòîâèìiðíi óçà-
ãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ òàêîæ ãðóíòó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi âiäïîâiä-
íîñòi. Çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [5,7,10,11] ðîçãëÿíóòî ðiçíi êîíñòðóêöi¨ âiäïî-
âiäíèõ äâîâèìiðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ äëÿ ïîäâiéíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ,
à â ðîáîòi [2] � âiäïîâiäíi ðåãóëÿðíi C-äðîáè äî N -êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ. Âàæëèâèì ìîìåíòîì ïðè äîñëiäæåííi ïîáóäîâàíèõ ðîçâèíåíü ¹
âñòàíîâëåííÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi n-èõ àïðîêñèìàíò ãië-
ëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (ÃËÄ) äî ôóíêöi¨, ÿêà ðîçâèâà¹òüñÿ â ÃËÄ.

Ó äàíié ðîáîòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âiäïîâiäíèõ
äåÿêîìó êðàòíîìó ñòåïåíåâîìó ðÿäó P , âñòàíîâëåíî êðèòåðié åêâiâàëåí-
òíîñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi i ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi, à ó âèïàäêó ðiâ-
íîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçàíî, ùî ¨¨ ãðàíèöÿ ¹ ôóíêöi¹þ,
äëÿ ÿêî¨ P ¹ ðÿäîì Òåéëîðà. Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äî-
ñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ó ÿêi ðîçâèâàþòüñÿ
âiäíîøåííÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ [3].

Ïîðiâíþþ÷è âñòàíîâëåíèé êðèòåðié ç ïðèíöèïîì êîìïàêòíîñòi [8],
ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî ç ðiâíîìiðíî îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié ìîæíà âèäiëèòè ðiâíîìiðíó çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, íà ïîñëi-
äîâíiñòü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íàêëàäåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ ðiâíîìiðíà
çáiæíiñòü òà ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P ìíîæèíó âñiõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ (ÔÊÑÐ) âèãëÿäó

P (z) =
∞∑

|k|=0

ckz
k =

∞∑

ν=0

Qν(z),

äå ck � êîìïëåêñíi ÷èñëà, z = (z1, . . . , zN ) ∈ CN , k = (k1, . . . kN ) ∈ ZN
+ ,

|k| = k1 + . . . + kN , zk = zk1
1 . . . zkN

N , Qν(z) � îäíîðiäíi ïîëiíîìè ñòåïåíÿ
ν. Ìíîæèíà P óòâîðþ¹ êiëüöå ç îäèíèöåþ âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ ðÿäiâ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ λ : P → N0 ∪ {∞}

λ(P ) = ∞, ÿêùî P ≡ 0, λ(P ) = m, ÿêùî P 6≡ 0,

äå m � íàéìåíøèé ñòåïiíü îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà, äëÿ ÿêîãî ck 6= 0.
Íåõàé {Rn(z)} � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò. Ôóíêöiÿ Rn(z) íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ äî äåÿêîãî ÔÊÑÐ P (z)
ç ïîðÿäêîì âiäïîâiäíîñòi νn, ÿêùî ðîçâèíåííÿ Rn(z) ó ôîðìàëüíèé êðàò-
íèé ñòåïåíåâèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ç P (z) äëÿ âñiõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ äî
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ñòåïåíÿ (νn−1) âêëþ÷íî. Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi Rn(z) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
νn = λ(P −L(Rn)), äå L(Rn) � ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ Rn(z) â ðÿä Òåéëîðà
â òî÷öi z = (0, . . . , 0).

Ïîñëiäîâíiñòü ãîëîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ôóíêöié {Rn(z)} ¹
âiäïîâiäíîþ äî äåÿêîãî ÔÊÑÐ P (z) â òî÷öi z = (0, . . . , 0), ÿêùî

lim
n→∞λ(P − L(Rn)) = ∞.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ λ âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè: äëÿ äîâiëüíèõ P1, P2 ∈ P âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

1)λ(P1P2) = λ(P1) + λ(P2),
2)λ(P1 ± P2) ≥ min{λ(P1), λ(P2)},
3)λ(P1 ± P2) = min{λ(P1), λ(P2)}, ÿêùî λ(P1) 6= λ(P2).

Òåîðåìà 1. Íåõàé {Rn(z)} � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ
â îáëàñòi D ⊂ CN , 0 ∈ D, i íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} ¹ âiäïîâiäíîþ
ÔÊÑÐ

P (z) =
∞∑

|k|=m

ckz
k, m ≥ 0.

Òîäi
(À) ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêò-
íié ïiäìíîæèíi ç D òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè {Rn(z)} ðiâíîìiðíî îáìå-
æåíà íà êîæíié òàêié ïiäìíîæèíi;
(Á) ÿêùî {Rn(z)} çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíî-
æèíi ç D, òî ôóíêöiÿ f(z) = lim

n→∞Rn(z) ¹ ãîëîìîðôíîþ â D, à P = L(f)

¹ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ f(z) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ. (À)(⇒) Î÷åâèäíî, ùî ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâ-
íîñòi {Rn(z)} âèïëèâà¹ ¨¨ ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü íà êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèíàõ îáëàñòi D.

(⇐) Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} � ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié
êîìïàêòíié ìíîæèíi. Íåõàé K � äîâiëüíèé êîìïàêò îáëàñòi D. Âèáåðåìî
η > 0 òàê, ùîá ïîëiêðóã A = {z ∈ CN : |zi| ≤ 4η, i = 1, N} ìiñòèâñÿ â D.

Íåõàé K0 � âiäêðèòà çâ'ÿçíà ìíîæèíà, êîìïàêòíî âêëàäåíà â D, ÿêà
ìiñòèòü K i ïîëiêðóã A, òîáòî

A ∪K ⊂ K0 b D.
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Ç ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {Rn(z)} âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà
ñòàëà M , ÿêà çàëåæèòü âiä K0, ùî

sup
z∈K0

|Rn(z)| ≤ M, n ∈ N. (1)

Îñêiëüêè Rn(z) � ãîëîìîðôíi â D, òî ôóíêöi¨ Rn(z), n = 1, 2, . . . , ðîç-
âèâàþòüñÿ â ðÿä Òåéëîðà

L(Rn) =
∞∑

|k|=mn

γ
(n)
k zk, mn = λ(L(Rn)), z ∈ A, (2)

äå
γ

(n)
k =

1
(2πi)n

∫

Γ

Rn(ζ)dζ

ζk+1
, k ∈ ZN

+ , |k| ≥ mn,

Γ = {z ∈ CN : |zi| = 4η, i = 1, N}. Ç íåðiâíîñòåé Êîøi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ
ðÿäó Òåéëîðà [6] òà îöiíêè (1) âèïëèâà¹, ùî

|γ(n)
k | ≤ M

(4η)|k|
, |k| ≥ mn, n ∈ N. (3)

Ç âëàñòèâîñòi 2) äëÿ âiäîáðàæåííÿ λ îòðèìó¹ìî

λ(L(Rn+j)− L(Rn)) = λ(L(Rn+j)− P + P − L(Rn)) ≥
≥ min{λ(L(Rn+j)− P ), λ(P − L(Rn))}, n ≥ 1, j ≥ 0.

Îñêiëüêè λ(P −L(Rn)) →∞ ïðè n →∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî çàäàíîãî N1

iñíó¹ n1 ∈ N òàêå, ùî äëÿ n ≥ n1 i j ≥ 0

λ(L(Rn+j)− L(Rn)) ≥ N1. (4)

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (2)�(4), äëÿ n ≥ n1 i j ≥ 0 ìà¹ìî

sup
|zi|<2η

|Rn+j(z)−Rn(z)| ≤ sup
|zi|<2η

∞∑

|k|=N1

∣∣∣(γ(n+j)
k − γ

(n)
k )zk

∣∣∣ ≤

≤
∞∑

i=N1

2M(r + 1)N

(4η)r
(2η)r = 2M

∞∑

r=N1

(r + 1)N

2r
.

Iç çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑

r=0
(r + 1)N2−r âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)}

ðiâíîìiðíî çáiæíà â {z ∈ CN : |zi| < 2η, i = 1, N}. Çàñòîñîâóþ÷è áàãà-
òîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà�Âiòàëi (òåîðåìà 6.1.16 ó [8], äèâ.
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òàêîæ òåîðåìó 2.17 ó [1]), îäåðæèìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
{Rn(z)} íà K0 i, îòæå, íà êîìïàêòi K, òîáòî âñåðåäèíi îáëàñòi D.

(Á) Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà âñiõ êîì-
ïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòi D. Ïîçíà÷èìî:

Ln(z) =
mn+n∑

|k|=mn

ckz
k, n = 1, 2, . . . . (5)

Òîäi

λ(Ln−L(Rn)) = λ(Ln−P +P −L(Rn)) ≥ min{mn +n+1, λ(L(Rn)−P )}.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞λ(Ln − L(Rn)) = ∞

i äëÿ êîæíîãî k, |k| ≥ mn, iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî lk, ùî

ck = γ
(l)
k äëÿ âñiõ l ≥ lk.

Íåõàé η∗ > 0 � òàêå, ùî ïîëiêðóã K1 = {z : |zi| ≤ η∗, i = 1, N} b D. Iç
òâåðäæåííÿ (À) òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} ðiâíîìiðíî
îáìåæåíà íà K1, òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà M1 = M1(K1), ùî

sup
z∈K1

|Rn(z)| ≤ M1, n ∈ N.

Íåõàé Γ1 = {|zi| = η∗, i = 1, N}. Òîäi êîåôiöi¹íòè γ
(n)
k ó ðîçâèíåííi

L(Rn(z)) =
∞∑

|k|=mn

γ
(n)
k zk, mn ≥ 0,

çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

γ
(n)
k =

1
(2πi)|k|

∫

Γ1

Rn(ζ)dζ

ζk+1
, |k| ≥ mn. (6)

Ç íàâåäåíèõ âèùå îöiíîê âèïëèâà¹, ùî

|ck| = |γ(l)
k | = 1

(2π)|k|

∣∣∣∣
∫

Γ1

Rl(ζ)dζ

ζk+1

∣∣∣∣ ≤
M1

(η∗)|k|
, (7)
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äëÿ l ≥ max{lk : mn ≤ |k| ≤ mn + n}. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ z ∈ K2 =
{z : |zi| ≤ η∗/2, i = 1, N} ìà¹ìî

|Ln(z)| =
mn+n∑

|k|=mn

|ckz
k| =

mn+n∑

|k|=mn

|γ(l)
k zk| ≤

≤ M1

mn+n∑

|k|=mn

∣∣∣∣
z

η∗

∣∣∣∣
k

≤ M1

mn+n∑
r=mn

(r + 1)N

2r
.

Iç çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑

r=mn

(r + 1)N2−r âèïëèâà¹ ùî, ïîñëiäîâíiñòü {Ln(z)}
¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ íà K2. Îñêiëüêè Ln(z) � ãîëîìîðôíi â K1, à
λ(P − Ln(z)) = mn + n + 1 → ∞ ïðè n → ∞, òî çà òâåðäæåííÿì (À)
òåîðåìè ïîñëiäîâíiñòü {Ln(z)} ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà K2 äî ôóíêöi¨
f(z), ãîëîìîðôíî¨ â IntK2, äëÿ ÿêî¨ P ≡ L(f).

Òåïåð, ïîêëàäàþ÷è τn = λ(Ln − L(Rn)) i âðàõîâóþ÷è (6), (7), äëÿ
êîåôiöi¹íòiâ ck òà γ

(n)
k ïðè z ∈ K2 ìà¹ìî

|Ln(z)−Rn(z)| ≤
∞∑

|k|=τn

∣∣∣
(
ck − γ

(n)
k

)
zk

∣∣∣ ≤ 2M1

∞∑
r=τn

(r + 1)N2−r.

Îñêiëüêè τn → ∞ ïðè n → ∞, òî ïîñëiäîâíiñòü {Ln(z) − Rn(z)}
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî 0 íà K2. Îñêiëüêè

|f(z)−Rn(z)| ≤ |f(z)− Ln(z)|+ |Ln(z)−Rn(z)|,

òî ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)} ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f(z) íà IntK2. Iç áàãà-
òîâèìiðíîãî àíàëîãó òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà�Âiòàëi âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çái-
æíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {Rn(z)} âñåðåäèíi îáëàñòi D.
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Using the correspondence principle of sequences of analytic functions of
several variables to some formal power series a criterion of uniform conver-
gence is established.




