
Ìàòåìàòè÷íèé âiñíèê ÍÒØ, ò. 4, 2007 p. 17

ÌÅÒÎÄ ÏÎØÓÊÓ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÑÒÐÀÒÅÃIÉ
ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ ÏÐÈÉÍßÒÒß
ÐIØÅÍÍß ÍÀ ÎÑÍÎÂI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ

ÂËÀÑÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ

c©2007 ð. Àíäðié ÁÎÁÈËßÊ

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,
âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà 1, Ëüâiâ 79000

Ðåäàêöiÿ îòðèìàëà ñòàòòþ 14 ÷åðâíÿ 2007 ð.

Âñòàíîâëåíî íåñòàíäàðòíi âëàñòèâîñòi âëàñíèõ âåêòîðiâ, íà îñ-
íîâi ÿêèõ ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨ äëÿ
ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ äëÿ îäíîêðèòåðiàëüíî-
ãî âèïàäêó, à òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó äëÿ
áàãàòîêðèòåðiàëüíîãî âèïàäêó.

1. Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîæëèâi ìîäèôiêàöi¨ òà àëüòåðíà-
òèâíi àëãîðèòìè äî âiäîìîãî iòåðàöiéíîãî àëãîðèòìó Õîâàðäà. Âiäîìî,
ùî àëãîðèòì Õîâàðäà ïîáóäîâàíî äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ñòðà-
òåãié â ñåíñi îäíîãî êðèòåðiþ, à ñàìå, ìàêñèìiçàöi¨ ñåðåäíüîãî äîõîäó.
Îäíàê ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ áàæàíî çíàéòè îïòèìàëüíó ñòðà-
òåãiþ â iíøîìó ñåíñi, íàïðèêëàä, ñòðàòåãiþ, ÿêà íå òiëüêè ìàêñèìiçó¹
ñåðåäíié äîõiä, à é ìiíiìiçó¹ äèñïåðñiþ. Òàêèì ÷èíîì, ïðàêòèêà âèìàãà¹
ïîøóêó îïòèìàëüíèõ ñòðàòåãié äëÿ áàãàòîêðèòåðiàëüíèõ âèïàäêiâ. Ïî-
øóê îïòèìàëüíèõ ñòðàòåãié ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ¹
ãîëîâíîþ ìåòîþ àëãîðèòìó, ïîáóäîâàíîãî ó äàíié ñòàòòi.

2. Îïèøåìî ïðîöåäóðó ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ. Íåõàé çàäàíî ìíîæèíó
S = {1, 2, . . . , N} ñòàíiâ ñåðåäîâèùà � öå îçíà÷à¹, ùî â êîæíèé ìîìåíò
÷àñó ñåðåäîâèùå ìîæå ïåðåáóâàòè â îäíîìó ç N ñòàíiâ. Êîæíîìó ñòàíó
i ∈ S ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñêií÷åííó ìíîæèíó Mi ðiøåíü (àëüòåðíà-
òèâ), åëåìåíòè ÿêî¨ ïîçíà÷èìî ÷åðåç k = 1, 2, . . . , Mi. Ïðîñòîðîì ïîëiòèê

ÓÄÊ 519.21+519.6; MSC 2000: 60J20
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M íàçâåìî ïðÿìèé äîáóòîê ìíîæèí ðiøåíü, òîáòî M = M1 × . . .×MN .
Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ïðèéíÿòòÿ ïîñëiäîâíèõ ðiøåíü, ÿêà ïîëÿãà¹ ó
âèáîði ðiøåíü ïðè íàñòàííi áiæó÷èõ ñòàíiâ ó ìîìåíòè n = 0, 1, 2, . . . . Ïiä
ñòðàòåãi¹þ π ðîçóìi¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ïîëiòèê {fn ∈ M, n = 1, 2, . . .},
òîáòî π = (f1, f2, . . . , fn, . . . ), äå fn � âåêòîð, i-é åëåìåíò ÿêîãî ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç fn(i); öåé åëåìåíò ¹ ðiøåííÿì, ùî ïðèéìà¹òüñÿ â ñòàíi
i ∈ S â ìîìåíò n. Ñòðàòåãiþ (g, f1, f2, . . . ) ïîçíà÷èìî ÷åðåç (g, π), äå
g ∈ M , à π = (f1, f2, . . .). Ñòðàòåãiþ (f, f, . . . , f, . . .), äå f ∈ M , ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç f∞ i íàçâåìî ¨¨ ñòàöiîíàðíîþ. Íàðåøòi, ñòðàòåãiþ âèãëÿäó(
g, g, . . . , g︸ ︷︷ ︸

n

, f1, f2, . . .
)
ïîçíà÷èìî ÷åðåç (gn, π), äå g ∈ M , π = (f1, f2, . . .).

Ââàæà¹ìî, ùî ÿêùî ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi i ∈ S òà ïðèéìà¹òüñÿ
ðiøåííÿ m ∈ Mi, òî ñòàí ñèñòåìè â íàñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó âèçíà÷à¹òüñÿ
éìîâiðíiñíèì çàêîíîì pm

ij (j ∈ S), äå pm
ij � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà

çi ñòàíó i ïðè âèáîði ðiøåííÿ m ïåðåéäå â ñòàí j, òîáòî
∑

j∈S

pm
ij = 1, pm

ij ≥ 0, m ∈ Mi, i, j ∈ S.

Íåõàé çàäàíî ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ñòàíiâ ñåðåäîâèùà a=(a1, a2, . . . , aN ),∑
i∈S

ai = 1, ai ≥ 0, i ∈ S. Çðîçóìiëî, ùî íåçàëåæíî âiä ñòðàòåãi¨ π äàíèé
ïðîöåñ â çàãàëüíîìó ÿâëÿ¹ ñîáîþ íåîäíîðiäíèé ëàíöþã Ìàðêîâà, äëÿ
ÿêîãî ìàòðèöÿ éìîâiðíîñòåé ïåðåõîäó çà n êðîêiâ ìà¹ âèãëÿä

Pn(π) = P (f1)P (f2) . . . P (fn), n = 1, 2, . . . ,

äå P (fn) � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó ðîçìiðó N × N , (i, j)-é åëåìåíò ÿêî¨ äî-
ðiâíþ¹ pm

ij , m = fn(i) ∈ Mi. Íåõàé P0(π) = I, äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ
ðîçìiðó N ×N .

Ùîá çàïðîâàäèòè ïîíÿòòÿ îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨, íàì çíàäîáèòüñÿ
ïîíÿòòÿ âåêòîðà ñóìàðíî¨ ñåðåäíüî¨ êîðèñíîñòi ñòðàòåãi¨ òà âåêòî-
ðà äèñïåðñi¨ ñòðàòåãi¨. Äëÿ êîæíî¨ ïîëiòèêè f ∈ M âèçíà÷èìî òàêèé
N−âèìiðíèé âåêòîð-ñòîâïåöü êîðèñíîñòi I ′(f), i-é åëåìåíò ÿêîãî äîðiâ-
íþ¹ Im

i = I (m), äå m = f(i) ∈ Mi. Íàäàëi äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó çàìiñòü
I ′(f) áóäåìî ïèñàòè I(f). Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ âåêòîð-ñòîâïöi ðîçìiðíîñòi
N , i-é åëåìåíò ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâîìó ñòàíó ïðîöåñó i ∈ S, áó-
äåìî íàçèâàòè âåêòîðîì ñóìàðíî¨ ñåðåäíüî¨ êîðèñíîñòi ñòðàòåãi¨ π. Öåé
âåêòîð òà âåêòîð äèñïåðñi¨ ñòðàòåãi¨ π ìàþòü âèãëÿä

Vβ(π) =
>∑

n=0

βnPn(π)I(fn+1),
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σ2
β(π) =

>∑

n=0

βnPn(π)sqr(I(fn+1)−max
π

Vβ(π)),

äå sqr(·) � ôóíêöiÿ ïîêîìïîíåíòíîãî ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòó åëåìåíòiâ
âåêòîðà, β � êîåôiöi¹íò ïåðåîöiíêè, 0 ≤ β < 1. Îïèñàíó ìîäåëü íàçèâà-
þòü ìîäåëëþ ç ïåðåîöiíêîþ. Çàóâàæèìî, ùî σ2

β (π) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
Vβ (π), äå

_
I (f) = sqr (I (f)− Vβ (π)). ßêùî β = 1, òî ìîäåëü íàçèâàþòü

ìîäåëëþ áåç ïåðåîöiíêè i ðîçãëÿäàþòü íàñòóïíèé àíàëîã â ïåðåðàõóíêó
çà îäèíèöþ ÷àñó, òîáòî

Γ (π) ≡ lim
n→∞ inf

1
n

n−1∑

i=0

Pi (π) Ik (fi+1) .

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹ìî ìîäåëü áåç ïåðåîöiíêè ç îäíèì åðãîäè÷íèì
êëàñîì. Âiäîìî [3], ùî äëÿ òàêî¨ ìîäåëi iñó¹ îïòèìàëüíà ñòàöiîíàðíà
ñòðàòåãiÿ π = f∞, òîìó

Γ (π) = lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

P i (f) · I (f) = P ∗ (f) · I (f) ,

äå P ∗ � ãðàíè÷íà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíàêîâèõ ðÿäêiâ π(f) =
[πi(f)]. ßêùî P (f) � íåðîçêëàäíà, òî ç ìàòðè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî
π(f) ¹ âëàñíèì âåêòîðîì äëÿ P>(f). Îñêiëüêè ðÿäêè îäíàêîâi, òî âåêòîð
Γ(π) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíàêîâèõ åëåìåíòiâ i ìîæíà ðîçãëÿäàòè âiäïîâiäíèé
ñêàëÿð τ(π). Òîäi ñóìàðíèé âåêòîð ñåðåäíiõ äîõîäiâ Vβ(π) çàìiíèìî âiä-
ïîâiäíèì ñêàëÿðîì τ(π), ùî õàðàêòåðèçó¹ ñåðåäíié äîõiä âiä ñòðàòåãi¨ π
çà îäèíèöþ ÷àñó, à äèñïåðñiþ çàìiíèìî íà

Dτ(π) =
∑

j∈S

πj (f) · [sqr (I (f)− τ (π) · 1)]j .

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü ðîçêëàäó âëàñíîãî âåêòîðà, íà îñíîâi ÿêî¨ ïî-
áóäó¹ìî íîâèé àëãîðèòì ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî
ìàðêîâñüêîþ (ðÿäêîâî ñòîõàñòè÷íîþ) ìàòðèöåþ íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíà
êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ñóìà åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî ðÿäêà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ îäè-
íèöi (êîæåí ðÿäîê ¹ éìîâiðíiñíèì âåêòîðîì). Ç óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè
Ïåððîíà äëÿ âèïàäêó íåâiä'¹ìíî¨, íåðîçêëàäíî¨ ìàòðèöi [1, 4] âèïëèâà¹,
ùî äîâiëüíà íåðîçêëàäíà ìàðêîâñüêà ìàòðèöÿ ìà¹ îäíîâèìiðíèé âëà-
ñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ 1, ïðè÷îìó iñíó¹ ¹äè-
íèé äîäàòíèé âëàñíèé âåêòîð, ñóìà êîîðäèíàò ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1 (òîáòî
éìîâiðíiñíèé âåêòîð), ÿêèé íàçèâàþòü ïåððîíîâèì âåêòîðîì.
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Òåîðåìà. Íåõàé

A =




λ1 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
λr ar2 . . . arn

. . . . . . . . . . . .
λn an2 . . . ann




, ∀i, j λi, aij ∈ [0; 1],−

äîâiëüíà íåðîçêëàäíà ñòîâïöåâî ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ, à

Ar =




0 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
1 ar2 . . . arn

. . . . . . . . . . . .
0 an2 . . . ann




, 1 ≤ r ≤ n,−

ñòîâïöåâî ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ, ïåðøèé ñòîâïåöü ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç
îäíi¹¨ îäèíèöi íà r-ìó ìiñöi òà íóëiâ íà âñiõ ðåøòi ìiñöÿõ. Íåõàé y, yr

� éìîâiðíiñíi âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöü A òà Ar, 1 ≤ r ≤ n, âiäïîâiäíî,
ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ 1. Òîäi âåêòîð y ¹ îïóêëîþ êîìái-
íàöi¹þ y1, . . . , yn, à ñàìå, y = k1y1 + . . . + knyn. Âåêòîð k = (k1, . . . , kn)>

âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
k =

1
λ>ỹ

λ ◦ ỹ,

äå λ = (λ1, . . . , λn)>, ỹ ≡
(

1
[y1]

1 , . . . ,
1

[yn]1

)>
� äîäàòíèé âåêòîð, à ñèì-

âîë ◦ îçíà÷à¹ ïîêîìïîíåíòíèé äîáóòîê âåêòîðiâ (äîáóòîê Àäàìàðà).
Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ìàðêîâñüêà ìàòðèöÿ Ar ìà¹

¹äèíèé éìîâiðíiñíèé âëàñíèé âåêòîð ç ïåðøîþ äîäàòíîþ êîìïîíåíòîþ,
òîìó âñi éìîâiðíiñíi âëàñíi âåêòîðè y, y1, . . . , yn, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíî-
ìó çíà÷åííþ 1 âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, à òîìó ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè
¹ êîðåêòíèì. Ùîá óíèêíóòè çàéâèõ ïîçíà÷åíü, ââàæà¹ìî, ùî âñi âëàñíi
âåêòîðè y, y1, . . . , yn ìàþòü îäíàêîâå çíà÷åííÿ íîðìè l1, òîáòî ñóìà ¨õíiõ
êîìïîíåíò ¹ îäíàêîâîþ (àëå íå îáîâ'ÿçêîâî äîðiâíþ¹ 1).

Ðîçâ'ÿæåìî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ y = k1y1 + . . . + knyn. Ç îçíà÷åííÿ
âëàñíîãî âåêòîðà âèïëèâà¹, ùî Ay = y. Îñêiëüêè A =

n∑
i=1

λiAi, òî

n∑

i=1

λiAi

n∑

i=1

kiyi =
n∑

i=1

kiyi,
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òîáòî
n∑

i,j=1,
i 6=j

λikjAiyj =
n∑

i=1

(1− λi)kiyi. (1)

Ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé âèãëÿä ìîæå íàáóâàòè âåêòîð Aiyj , äå i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
i 6= j. ßêùî i > j, òî

Aiyj = yj +


0, . . . , 0,− [yj ]

1

︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . , 0, [yj ]
1

︸ ︷︷ ︸
i−j

, 0, . . . , 0




>

,

ÿêùî æ i < j, òî

Aiyj = yj +


0, . . . , 0, [yj ]

1

︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0,− [yj ]
1

︸ ︷︷ ︸
j−i

, 0, . . . , 0




>

.

Çàïðîâàäèìî òàêå ïîçíà÷åííÿ: ∆yij ≡ Aiyj − yj . Òîäi çà äîïîìîãîþ
åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ðiâíÿííÿ (1) îòðèìó¹ìî, ùî

n∑

j=1

n∑
i=1,
i 6=j

λikj(yj + ∆yij) =
n∑

i=1

(1− λi)kiyi.

Îñêiëüêè
n∑

i=1,
i6=j

λikjyj = (1−λj)kjyj , òî ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ äiñòà¹ìî âåêòîðíå

ðiâíÿííÿ
n∑

j=1

n∑
i=1,
i6=j

λikj∆yij = ~0,

ïåðøà êîìïîíåíòà ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

−
n∑

i=1,
i6=1

λi [y1]
1 k1 + λ1 [y2]

1 k2 + . . . + λ1 [yn]1 kn = 0.

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî ðåøòó ðiâíÿíü i òîäi ðiâíÿííÿ y = k1y1+. . .+knyn

ìîæíà çàïèñàòè â åêâiâàëåíòíié ìàòðè÷íié ôîðìi:



(λ1 − 1) [y1]
1 . . . λ1 [yn]1

. . . . . . . . .

λn [y1]
1 . . . (λn − 1) [yn]1







k1

. . .
kn


 = ~0.
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Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y = k1y1 + . . . + knyn, ÿêùî âií iñíó¹, âèçíà÷à¹òüñÿ
ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà. Ïîêëàäåìî k1 = 1 (âèïàäîê, êîëè k1 = 0,
ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå). Òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ k2, . . . , kn îòðèìà¹ìî ñèñòåìó




(λ2 − 1) [y2]
1 . . . λ2 [yn]1

. . . . . . . . .

λn [y2]
1 . . . (λn − 1) [yn]1







k2

. . .
kn


 = −




λ2

. . .
λn


 .

Ïîçíà÷èìî C ≡ ([y2]
1 , . . . , [yn]1)(k2, . . . , kn)>. Òîäi îòðèìà¹ìî:

([y2]
1 k2, . . . , [yn]1 kn)> = (1 + C)(λ2, . . . , λn)>.

ßêùî λ1 = 1, òî öå îçíà÷à¹, ùî λ2 = . . . = λn = 0, òîáòî A = A1, y = y1,
à, îòæå, k1 = 1, k2 = . . . = kn = 0. Òîìó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ1 6= 1 òà
λ1 6= 0 (âàðiàíò λ1 = 0 ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå). Òîäi ÿêùî ïiäñóìóâàòè êîì-
ïîíåíòè âåêòîðiâ (àáî âçÿòè íîðìó âiä îáîõ ÷àñòèí) îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
îòðèìà¹ìî, ùî C = (1 + C)(1− λ1), òîáòî λ1 (1 + C) = 1. Íàãàäà¹ìî, ùî
∀i [yi]

1 6= 0, òîìó øóêàíi êîåôiöi¹íòè ìîæíà çíàéòè çi ñïiââiäíîøåíü

(k2, . . . , kn) =
(

λ2

λ1 [y2]
1 , . . . ,

λn

λ1 [yn]1

)
.

Ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà ìîæíà çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿ-
ííÿ y = k1y1 + . . . + knyn ó ôîðìi:

(k1, . . . , kn) =
(

λ1

[y1]
1 , . . . ,

λn

[yn]1

)
,

òîáòî ki = λi

[yi]
1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n. Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà çàëè-

øà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ ïðè λ1 = 1, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó k1 = 1, à
k2 = . . . = kn = 0. Çàïèøåìî âåêòîð k ÿê iìîâiðíiñíèé âåêòîð òàê, ùîá
ñóìà éîãî êîìïîíåíò äîðiâíþâàëà 1, òîäi îòðèìà¹ìî âèðàç

k =
1

λ>ỹ
λ ◦ ỹ,

äå λ = (λ1, . . . , λn)>, ỹ =
(

1
[y1]

1 , . . . ,
1

[yn]1

)>
. Çàçíà÷èìî, ùî îçíà÷åíèé

âåêòîð k ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàâiòü ïðè λ1 = 0 (k1 = 0). Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêî-
íàòèñÿ, áåçïîñåðåäíüî ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ k ó âèõiäíó ñèñòåìó.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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3. Ïîáóäó¹ìî iòåðàöiéíèé àëãîðèòì ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨
äëÿ ìîäåëi ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ ó âèïàäêó îäíî-
ãî åðãîäè÷íîãî êëàñó, ÿê àëüòåðíàòèâíèé âàðiàíò âiäîìîãî àëãîðèòìó
Õîâàðäà [3].

Íåõàé ìîäåëü ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàêèìè ìíîæèíà-
ìè ñòàíiâ òà ïîëiòèê:

{S = {1, . . . , N} ,M = M1 × · · · ×MN} .

Çìiíó ñòàíiâ ñèñòåìè ââàæà¹ìî ëàíöþãîì Ìàðêîâà ç îäíèì åðãîäè÷íèì
êëàñîì òà ìàòðèöåþ ïåðåõîäó çà n êðîêiâ Pn (π). Ââàæà¹ìî, ùî ñóá'¹êò
ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ øóêà¹ òàêó ñòðàòåãiþ π = {f1, . . . , fn, . . . }, ÿêà çàäî-
âîëüíÿëà á òàêi óìîâè:

τ (π) → max,

äå τ (π) � ñåðåäíié äîõiä ñòðàòåãi¨ π çà îäèíèöþ ÷àñó.
3.1. Ïðîöåäóðà âèçíà÷åííÿ âàã êëþ÷îâî¨ ìàòðèöi. Âèáèðà¹ìî

äîâiëüíó ïî÷àòêîâó ïîëiòèêó f ∈ M (íàïðèêëàä, çà ïðèíöèïîì ìàêñè-
ìóìó I(f)), äå A ≡ P>(f) = (aij)N

i,j=1 � âiäïîâiäíà ìàðêîâñüêà ìàòðèöÿ.
Çíàõîäèìî äëÿ íå¨ Ã1

−1

1 ≡ (Ã1−I)−1, äå Ã1 � ìàòðèöÿ, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ
ç ìàòðèöi A øëÿõîì âèêðåñëþâàííÿ 1-ãî ðÿäêà òà 1-ãî ñòîâïöÿ.

3.2. Ïðîöåäóðà ïîëiïøåííÿ ðiøåííÿ. Äëÿ êîæíîãî iíäåêñó s,
äå s = 1, . . . , N , çíàõîäèìî îïòèìàëüíå àáî áëèçüêå äî îïòèìàëüíîãî
ðiøåííÿ â ñòàíi s. Ïîçíà÷èìî:

As (λ) ≡




a11 . . . a1,s−1 λ1 a1,s+1 . . . a1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as−1,1 . . . as−1,s−1 λs−1 as−1,s+1 . . . as−1,n

as,1 . . . as,s−1 λs as,s+1 . . . as,n

as+1,1 . . . as+1,s−1 λs+1 as+1,s+1 . . . as+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 . . . an,s−1 λn an,s+1 . . . an,n




.

3.2. a) Ðîçãëÿäàþ÷è ìîæëèâi ðiøåííÿ m ∈ Ms (ðîçïîäiëè λ ), çíà-
õîäèìî éìîâiðíiñíi âëàñíi âåêòîðè ŷ∗s (λ) ìàòðèöü A∗s (λ) (A∗s (λ) âiäðiç-
íÿ¹òüñÿ âiä As (λ) òèì, ùî 1, . . . , s − 1 ðÿäêè âiäïîâiäàþòü ðîçïîäiëàì
çíàéäåíèõ îïòèìàëüíèõ ðiøåíü â ñòàíàõ 1, . . . , s− 1), òîáòî

ŷ∗s =
1∥∥−(Ã1

∗
s)−1 · λ̃∥∥ + 1

([
ỹ∗s

]1
, . . . ,

[
ỹ∗s

]N−1
)

,
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äå ỹ∗s = −(Ã1
∗
s)
−1 · (λ1, . . . , λN )>. Äàëi çíàõîäèìî âiäïîâiäíi ñåðåäíi äî-

õîäè ïîëiòèê

_
f
∗
s= (f∗1 , . . . , f∗s−1,m, f(s + 1), . . . , f(N))>,

âðàõîâóþ÷è, ùî τ(
_
f
∗
s) = ŷ>s ·

_
r
∗
s, äå _

r
∗
s= I(

_
f
∗
s). Ñåðåä íèõ îáèðà¹ìî

ìàêñèìàëüíó f∗s , òàêó, ùî τ(f∗s ) = max
_
f
∗
s

τ(
_
f
∗
s).

3.2. b) ßêùî s < N , çíàõîäèìî (Ã1
∗
s+1)

−1, à ñàìå,

(
Ã1

∗
s+1

)−1 = B−1 − 1
1 + y>2 ·B−1 · x2

·B−1 · x2 · y>2 ·B−1,

B−1 =
(
Ã1

∗
s

)−1 − 1

1 + y>1 ·
(
Ã1

∗
s

)−1 · x1

· (Ã1
∗
s

)−1 · x1 · y>1 ·
(
Ã1

∗
s

)−1
,

äå B = Ã1
∗
s + x1 · y>1 , y>1 =

[
Ã1

∗
s+1

]s,• − [
Ã1

∗
s

]s,•, à x2 âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä ñòîâïöÿ

[
Ã1

∗
s+1

]•,s− [
Ã1

∗
s

]•,s òiëüêè s-îþ êîìïîíåíòîþ, ÿêà äîðiâíþ¹
íóëþ; x1 = y2 ìà¹ âñi íóëüîâi êîìïîíåíòè, êðiì îäíi¹¨, ÿêà çíàõîäèòüñÿ
íà s-ìó ìiñöi i äîðiâíþ¹ 1 (òóò âæèòî ïîçíà÷åííÿ

[
A

]s,•,
[
A

]•,s � s-èé
ðÿäîê òà s-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi A âiäïîâiäíî).

ßêùî s < N , ïåðåîîçíà÷ó¹ìî s + 1 ÿê s i ïåðåõîäèìî äî ïðîöåäóðè
3.2. a).

3.2. c) ßêùî s = N i f∗ 6= f , äå f∗ ≡ (f∗1 , . . . , f∗N )>, òî ïîâåðòà¹ìîñü
äî ïðîöåäóðè 3.2, ðîçãëÿäàþ÷è â ðîëi f ïîëiòèêó f∗.

ßêùî s = N i f∗ = f , òî f∗ � îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ.

Çàóâàæåííÿ 1.Ïîðiâíÿíî ç àëãîðèòìîì Õîâàðäà, ó äàíîìó àëãîðè-
òìi âðàõîâàíà âëàñòèâiñòü, ÿêà äîçâîëÿ¹ ïðè ïåðåõîäi ç îäíîãî ñòàíó äî
iíøîãî âiäðàçó âðàõîâóâàòè çàìiíó íà êðàùå ðiøåííÿ â ïîïåðåäíiõ ñòà-
íàõ áåç ïîâòîðíî¨ ïðîöåäóðè ïåðåðàõóíêó âàã. Öÿ ïåðåâàãà â çàãàëüíîìó
âèïàäêó äîçâîëÿ¹ çàîùàäèòè íà çíàõîäæåííi N ðîçâ'ÿçêiâ N ëiíiéíèõ
ñèñòåì ðîçìiðó N ×N .

Çàóâàæåííÿ 2. Íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìó Õîâàðäà, îïèñàíèé âèùå
àëãîðèòì áåç îñîáëèâèõ çìií ìîæíà ïåðåíåñòè íà ñêëàäíiøi âèïàäêè ïî-
÷àòêîâî¨ ìîäåëi ç äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè òà êðèòåðiÿìè. Äëÿ òàêîãî
óçàãàëüíåííÿ ñëiä ðîçãëÿíóòè îïòèìiçàöiþ çà τ (π) àáî (òà) Dτ (π).
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METHOD FOR FINDING OPTIMAL STRATEGY OF
MARKOV DECISION PROCESS BASED ON PROPERTIES

EIGEN VECTOR

Andriy BOBYLIAK

Ivan Franko Lviv National University,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

The speci�c properties of eigenvectors are proved. The algorithms for
�nding optimal strategy of Markov decision process created for single cri-
teria based on that properties, also approach formulated for generalization
of algorithm for multicriterial cases.




