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Â. Ìèõàéëþê. Êîìïàêòíi ïiäïðîñòîðè äîáóòêiâ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ i êîíàìiî-

êîâi ïðîñòîðè // Ìàò. âiñíèê ÍÒØ. � 2013. � Ò.10. � C. 159�162.

Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X, ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ

Y1, . . . , Yn, êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Y ⊆ Y1 × · · · × Yn òàêîãî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïàðàëåëåïiïåäà

W ⊆ Y1× · · ·×Yn ìíîæèíà Y ∩W çâ'ÿçíà, i íàðiçíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X ×Y → R
iñíó¹ ùiëüíà â X Gδ-ìíîæèíà A ⊆ X òàêà, ùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â

êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

V. Mykhaylyuk, Compact subspaces of products of linearly ordered spaces and co-Namioka spaces,

Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013), 159–162.

It is shown that for any Baire space X, linearly ordered compact spaces Y1, . . . , Yn, compact

space Y ⊆ Y1 × · · · × Yn such that for every parallelepiped W ⊆ Y1 × · · · × Yn the set Y ∩W is

connected, and separately continuous mapping f : X × Y → R there exists a dense in X Gδ-set

A ⊆ X such that f is jointly continuous at every point of A× Y .

Âñòóï

Âèâ÷åííÿ ìíîæèíè òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié áå-

ðóòü ñâié ïî÷àòîê ç êëàñè÷íî¨ ïðàöi Ð.Áåðà [1], ÿêèé ðîçãëÿäàâ ôóíêöi¨ äâîõ äiéñíèõ

çìiííèõ. Íîâèì ïîøòîâõîì äî iíòåíñèôiêàöi¨ äàíèõ äîñëiäæåíü ñòàâ ðåçóëüòàò I.Íàìiîêè

[7], ÿêèé ïðèâiâ, çîêðåìà, äî âèíèêíåííÿ íàñòóïíèõ ïîíÿòü, ÿêi áóëè ââåäåíi â [5].

Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Êàæóòü, ùî íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f :

X × Y → R ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè, ÿêùî iñíó¹ ùiëüíà â X Gδ-ìíîæèíà A ⊆ X

òàêà, ùî f íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A × Y . Êîìïà-

êòíèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ êîíàìiîêîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó

X êîæíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → R ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè.

2010 Mathematics Subject Classi�cation: 54C08, 54C05, 54D30 ÓÄÊ: 517.51

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè: íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, êîìïàêòíèé ïðîñòið, ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé

ïðîñòið, êîíàìiîêîâèé ïðîñòið

E-mail: vmykhaylyuk@ukr.net



160 Âîëîäèìèð Ìèõàéëþê

Äîñèòü çàãàëüíi ðåçóëüòàòè ó íàïðÿìêó âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé êîíàìiîêîâèõ ïðî-

ñòîðiâ áóëè îäåðæàíi â [2, 3], äå âñòàíîâëåíî, ùî êëàñ êîìïàêòíèõ êîíàìiîêîâèõ ïðîñòî-

ðiâ çàìêíåíèé âiäíîñíî äîáóòêó i ìiñòèòü êîìïàêòè Âàëäiâià. Êðiì òîãî, â [2] ïîêàçàíî,

ùî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé êîìïàêò [0, 1]×{0, 1} ç ëåêñèêîãðàôi÷íèì ïîðÿäêîì òàêîæ ¹

êîíàìiîêîâèì i ïåðåäîâåäåíî ðåçóëüòàò ç [6] ïðî êîíàìiîêîâiñòü äîâiëüíîãî öiëêîì âïî-

ðÿäêîâàíîãî êîìïàêòó. Â [9] áóëî óçàãàëüíåíî öi ðåçóëüòàòè i ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíèé

ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé êîìïàêò ¹ êîíàìiîêîâèì ïðîñòîðîì.

Ðàçîì ç òèì, ïðèêëàä M. Òàëàãðàíà [8] êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ êîíàìiî-

êîâèì, âêàçó¹ íà òå, ùî çàìêíåíèé ïiäïðîñòið êîíàìiîêîâîãî êîìïàêòó ìîæå íå áóòè

êîíàìiîêîâèì. Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è îáîâ'ÿçêîâî êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið

Y ñêií÷åííîãî äîáóòêó Y1×· · ·×Yn ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ êîìïàêòiâ Yk ¹ êîíàìiîêîâèì?
Â äàíié çàìiòöi ìè, ðîçâèâàþ÷è ïiäõiä ç [9], ïîêàæåìî, ùî ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ

óìîâàõ (òèïó çâ'ÿçíîñòi) íà ïðîñòið Y âiäïîâiäü íà äàíå ïèòàííÿ ¹ ïîçèòèâíîþ.

1. Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ íà êîìïàêòíèõ ïiäïðîñòîðàõ äî-

áóòêiâ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ

Äëÿ ôóíêöi¨ f : X×Y → Z i òî÷êè (x, y) ∈ X×Y ïîçíà÷èìî fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Äëÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó X i òî÷îê a, b ∈ X ç a ≤ b ÷åðåç [a, b], [a, b), (a, b]

i (a, b) ìè ïîçíà÷àòèìåìî âiäïîâiäíi ïðîìiæêè.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → R i ìíîæèíè A ⊆ X

÷åðåç ωf (A) ìè ïîçíà÷àòèìåìî êîëèâàííÿ supx,y∈A |f(x) − f(y)| ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi

A, à äëÿ òî÷êè x0 ∈ X ÷åðåç ωf (x0) ìè ïîçíà÷àòèìåìî êîëèâàííÿ infU∈U ωf (U) ôóíêöi¨

f ó òî÷öi x0, äå U � öå ñèñòåìà âñiõ îêîëiâ òî÷êè x0 â ïðîñòîði X.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X1, . . . , Xn � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ïðîñòîðè, X ⊆ X1×· · ·×Xn

� êîìïàêòíèé ïðîñòið, ε > 0 i f : X → R � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi iñíó¹ íîìåð

m ∈ N òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó W1, . . . ,Wm ïàðàëåëåïiïåäiâ

Wk = [a
(k)
1 , b

(k)
1 ]× · · · × [a(k)n , b(k)n ]

òàêèõ, ùî (a
(k)
i , b

(k)
i ) ∩ (a

(j)
i , b

(j)
i ) = ∅ äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . n} òà ðiçíèõ j, k ∈

{1, . . . ,m}, iñíó¹ k0 ∈ {1, . . .m} òàêå, ùî ωf (Wk0 ∩X) ≤ ε.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî X1, . . . , Xn � êîìïàêòè.

Íåõàé g : X1 × · · · × Xn → R � íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Âèáåðåìî

òàêi ñêií÷åííi ïîêðèòòÿ U1, . . . ,Un ïðîñòîðiâ X1, . . . , Xn âiäêðèòèìè ïðîìiæêàìè, ùî

ωg(U1 × · · · × Un) ≤ ε äëÿ äîâiëüíèõ U1 ∈ U1, . . . , Un ∈ Un. Äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n}
ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ai ìíîæèíó âñiõ êiíöåâèõ òî÷îê ïðîìiæêiâ U ∈ Ui i ïîêëàäåìî m =

|A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|+ 1. Ïîêàæåìî, ùî m � øóêàíå.

Íåõàé W1, . . . ,Wm � íàáið ïàðàëåëåïiïåäiâ Wk = [a
(k)
1 , b

(k)
1 ] × · · · × [a

(k)
n , b

(k)
n ] òàêèõ,

ùî (a
(k)
i , b

(k)
i ) ∩ (a

(j)
i , b

(j)
i ) = ∅ äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , n} òà ðiçíèõ j, k ∈ {1, . . . ,m}.

Ïðèïóñòèìî, ùî ωf (Wk∩X) > ε äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . .m}. Òîäi Wk 6⊆ U1×· · ·×Un äëÿ

êîæíîãî k ∈ {1, . . .m} i äîâiëüíèõ U1 ∈ U1, . . . , Un ∈ Un. Òîìó äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . .m}
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iñíóþòü i ∈ {1, . . . n} òà a ∈ Ai òàêi, ùî a ∈ (a
(k)
i , b

(k)
i ). Îñêiëüêèm > |A1|+|A2|+· · ·+|An|,

òî iñíóþòü i ∈ {1, . . . , n}, a ∈ Ai òà ðiçíi j, k ∈ {1, . . . ,m} òàêi, ùî a ∈ (a
(k)
i , b

(k)
i ) ∩

(a
(j)
i , b

(j)
i ), ùî íåìîæëèâî.

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1. Íåõàé Y1, . . . , Yn � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ïðîñòîðè, Y ⊆ Y1 × · · · × Yn �

òàêèé êîìïàêòíèé ïðîñòið, ùî äëÿ äîâiëüíîãî (ìîæëèâî âèðîäæåíîãî) ïàðàëåëåïiïåäà

W = [a1, b1]× · · ·× [an, bn] ⊆ Y1× · · ·×Yn ìíîæèíà Y ∩W çâ'ÿçíà. Òîäi Y êîíàìiîêîâèé.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéX � áåðiâñüêèé ïðîñòið i f : X×Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i ïîêàæåìî,

ùî âiäêðèòà ìíîæèíà Gε = {x ∈ X : ωf (x, y) < ε äëÿ êîæíîãî y ∈ Y } ¹ ùiëüíîþ â X.

Íåõàé U � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â X ìíîæèíà. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ âiäêðèòà

íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U0 ⊆ U ∩Gε. Äëÿ êîæíîãî x ∈ U ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(x) ìíîæèíó

òàêèõ íîìåðiâ m ∈ N, äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íàáîðè W1, . . . ,Wm ïàðàëåëåïiïåäiâ Wk =

[a
(k)
1 , b

(k)
1 ]×· · ·×[a(k)n , b

(k)
n ] òàêèõ, ùî (a

(k)
i , b

(k)
i )∩(a(j)i , b

(j)
i ) = ∅ äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , n}

òà ðiçíèõ j, k ∈ {1, . . . ,m} i ωfx(Wk ∩ Y ) > ε
6(n+1)

äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . ,m}. Çãiäíî
ç òâåðäæåííÿì 1 âñi ìíîæèíè M(x) îáìåæåíi çâåðõó. Äëÿ êîæíîãî x ∈ U ïîêëàäåìî

ϕ(x) = maxM(x), ÿêùî M(x) 6= ∅, i ϕ(x) = 0, ÿêùî M(x) = ∅.
Ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ïàðàëåëåïiïåäà W ⊆ Y1×· · ·×Yn ìíîæèíà {x ∈ X : ωfx(W ∩Y ) > ε
6(n+1)

} âiäêðèòà â X.

Òîìó äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî m ∈ Z ìíîæèíà {x ∈ U : ϕ(x) > m} âiäêðèòà â U , òîáòî

ôóíêöiÿ ϕ : U → Z ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó íà áåðiâñüêîìó ïðîñòîði U . Çãiäíî ç [4],

ôóíêöiÿ ϕ ¹ òî÷êîâî ðîçðèâíîþ, òîáòî íåïåðåðâíîþ â êîæíié òî÷öi äåÿêî¨ ùiëüíî¨ â U

ìíîæèíè. Òîìó iñíóþòü âiäêðèòà â U íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1 i íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî

m ∈ Z òàêi, ùî ϕ(x) = m äëÿ êîæíîãî x ∈ U1.

ßêùî m = 0, òî |f(x, a) − f(x, b)| ≤ ε
6(n+1)

< ε
3
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ U1 i a, b ∈ Y .

Òîäi, âçÿâøè äîâiëüíó òî÷êó y0 ∈ Y i âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó U0 ⊆ U1 òàêó, ùî

ωfy0 (U0) <
ε
3
, îäåðæèìî, ùî ωf (U0 × Y ) < ε. Çîêðåìà, U0 ⊆ Gε.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè m ∈ N. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ U1 i âèáåðåìî

íàáið W1, . . . ,Wm ïàðàëåëåïiïåäiâ Wk = [a
(k)
1 , b

(k)
1 ]×· · ·× [a

(k)
n , b

(k)
n ] òàêèõ, ùî (a

(k)
i , b

(k)
i )∩

(a
(j)
i , b

(j)
i ) = ∅ äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , n} òà ðiçíèõ j, k ∈ {1, . . . ,m} i ωfx0 (Wk ∩ Y ) >

ε
6(n+1)

äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . ,m}. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f âiäíîñíî

ïåðøî¨ çìiííî¨, âèáåðåìî âiäêðèòèé îêië U0 ⊆ U1 òî÷êè x0 â U òàêèé, ùî ωfx(Wk∩Y ) >
ε

6(n+1)
äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ {1, . . . ,m} i x ∈ U0.

Äàëi áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî Y1, . . . , Yn � êîìïàêòè, òîáòî

Y1 = [a1, b1], . . . , Yn = [an, bn]. Äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} ïîêëàäåìî Ai = {a(k)i , b
(k)
i :

1 ≤ k ≤ m} ∪ {ai, bi} i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vi ìíîæèíó âñiõ òàêèõ íåïîðîæíiõ ïðîìiæêiâ

[a, b] ⊆ Yi, ùî a, b ∈ Ai. Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî W = V1 × · · · × Vn. Ïîêàæåìî, ùî
ωfx(W ∩ Y ) ≤ ε

6
äëÿ âñiõ x ∈ U0 i W ∈ W .

Ïðèïóñòèìî, ùî ωfx(W ∩ Y ) > ε
6
äëÿ äåÿêèõ x ∈ U0 i W = [c1, d1] × · · · × [cn, dn] ∈

W . Âèáåðåìî òàêi òî÷êè z0 = (z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n ), zn+1 = (z

(n+1)
1 , . . . , z

(n+1)
n ) ∈ W ∩ Y , ùî

|f(x, z0) − f(x, zn+1)| = q > ε
6
. Äëÿ ïåâíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî z

(0)
1 ≤ z

(n+1)
1 , . . . , z

(0)
n ≤
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z
(n+1)
n . Âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ fx i òå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïàðàëåëåïiïå-

äà V ⊆ Y1×· · ·×Yn ìíîæèíà V ∩Y çâ'ÿçíà, âèáåðåìî òî÷êè z1 = (z
(1)
1 , . . . , z

(1)
n ), . . . , zn =

(z
(n)
1 , . . . , z

(n)
n ) ∈ W ∩ Y òàêi, ùî z

(0)
i ≤ z

(1)
i ≤ z

(2)
i ≤ · · · ≤ z

(n)
i ≤ z

(n+1)
i äëÿ êîæíî-

ãî i ∈ {1, . . . , n} i |f(x, zk−1) − f(x, zk)| = q
n+1

äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . , n + 1}. Òåïåð
äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , n} i k ∈ {1, . . . , n + 1} ïîêëàäåìî c

(k)
i = z

(k−1)
i , d

(k)
i = z

(k)
i i

Vk = [c
(k)
1 , d

(k)
1 ]× · · · × [c

(k)
n , d

(k)
n ]. Çàóâàæèìî, ùî (c

(k)
i , d

(k)
i )∩ (c(j)i , d

(j)
i ) = ∅ äëÿ äîâiëüíèõ

i ∈ {1, . . . , n} òà ðiçíèõ j, k ∈ {1, . . . , n + 1} i ωfx(Vk ∩ Y ) ≥ q
n+1

> ε
6(n+1)

äëÿ êîæíîãî

k ∈ {1, . . . , n+ 1}.
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} ìíîæèíà {k ≤ m : (a

(k)
i , b

(k)
i ) ∩ (ci, di) 6= ∅}

ìiñòèòü ùîíàéáiëüøå îäèí åëåìåíò, òî ìíîæèíà N =
⋂n
i=1{k ≤ m : (a

(k)
i , b

(k)
i )∩ (ci, di) =

∅} ìà¹ ïîòóæíiñòü |N | ≥ m− n. Òîìó ñèñòåìà P = {Wk : k ∈ N} ∪ {Vj : 1 ≤ j ≤ n+ 1}
ìiñòèòü ïðèíàéìíi m + 1 ïàðàëåëåïiïåä. Ïðè öüîìó ωfx(P ∩ Y ) > ε

6(n+1)
äëÿ êîæíîãî

P ∈ P i (ti, ui) ∩ (vi, wi) = ∅ äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n}, äå [t1, u1] × · · · × [tn, un],

[v1, w1]× · · · × [vn, wn] � ðiçíi ïàðàëåëåïiïåäè ç P . À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ϕ(x) = m.

Îòæå, ωfx(W ∩ Y ) ≤ ε
6
äëÿ âñiõ x ∈ U0 i W ∈ W .

Çàôiêñó¹ìî y ∈ Y i x ∈ U0. ÏîêëàäåìîWy = {W ∈ W : y ∈ W} i Vy =
⋃
W∈Wy

(W∩Y ).

Çðîçóìiëî, ùî Vy � îêië òî÷êè y â ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè ωfx(W ∩ Y ) ≤ ε
6
äëÿ êîæíîãî

W ∈ Wy i y ∈
⋂
W∈Wy

(W ∩ Y ), òî ωfx(Vy) ≤ ε
3
. Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ f âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ â òî÷öi (x, y), âèáåðåìî òàêèé îêië Ũ òî÷êè x â X,

ùî ωfy(Ũ) < ε
3
. Òîäi ωf (Ũ × Vy) < ε, çîêðåìà, ωf (x, y) < ε äëÿ äîâiëüíèõ y ∈ Y i x ∈ U0.

Îòæå, U0 ⊆ Gε.
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