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Äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié çíàéäåíî íîâó ôîðìó îñíîâíèõ ðiâíÿíü,

ÿêó ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ. Âèäiëåíî îçíàêè òðèâiàëüíèõ

äåôîðìàöié. Äîñëiäæåíî íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ.

Julia Fedchenko, On the existence of infinitesimal conformal deformations of surfaces, Math. Bull.

Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013), 115–121.

A new form of basic equations for infinitesimal conformal deformations is found. This new form

involves tensor fields of derivative of the displacement vector. Conditions for trivial deformations as

well as infinitesimal conformal deformations of revolving surfaces are studied.

1. Âñòóï

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ S êëàñó C3 â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3 ç âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íèì

ðiâíÿííÿì r = r(x1, x2) òà ¨¨ äåôîðìàöiþ Sε:

rε = r(x1, x2) + εU(x1, x2),

äå

U(x1, x2) = uir
i+

◦
u n (1)

� âåêòîð çìiùåííÿ, ε � ìàëèé ïàðàìåòð, à ui,
◦
u � âiäïîâiäíî òàíãåíöiàëüíi òà íîðìàëüíà

êîìïîíåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ.

Âñi iíäåêñè òóò i íàäàëi íåçàëåæíî íàáóâàþòü çíà÷åíü 1,2, ÿêùî íå âêàçàíî ùîñü

iíøå.
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Îçíà÷åííÿ 1. Íåñêií÷åííî ìàëó äåôîðìàöiþ ïîâåðõíi S íàçèâàòèìåìî íåñêií÷åííî

ìàëîþ êîíôîðìíîþ äåôîðìàöi¹þ, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ïî-

âåðõíi S ïðîïîðöiéíi êîåôiöi¹íòàì ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äåôîðìîâàíî¨ ïîâåðõíi

Sε ç òî÷íiñòþ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè÷èí âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ïàðàìåòðó

äåôîðìàöi¨ ε.

Ñèñòåìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié ìà¹ íàñòó-

ïíèé âèãëÿä [1]:

∇jui +∇iuj − 2
◦
u bij = 2ϕgij, (2)

äå bij � êîåôiöi¹íòè äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, ϕ(x1, x2) � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêó íàçèâà-

òèìåìî ôóíêöi¹þ êîíôîðìíîñòi.

Ðiâíÿííÿ (2), ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ âàðiàöi¨ êîåôiöi¹íòiâ ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨

ôîðìè [2] δgij = ∇jui +∇iuj − 2
◦
u bij, íàáóâàþòü âèãëÿäó

δgij = 2ϕgij. (3)

�.Ä. Ôåñåíêî â [1] ïðîâîäèòü äîñëiäæåííÿ îñíîâíèõ ðiâíÿíü (2) òà ïîêàçó¹, ùî çà-

ìêíåíi ïîâåðõíi äîäàòíüî¨ ãàóñîâî¨ êðèâèíè (çà äåÿêèõ îáìåæåíü) äîïóñêàþòü íåòðèâi-

àëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨; äëÿ ñôåðè çíàéäåíî âåêòîð çìiùåííÿ â

ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ó äàíié ðîáîòi îñíîâíi ðiâíÿííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié ïðåä-

ñòàâëåíî ÷åðåç òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ (òåîðåìà 1). Çíàéäåíî òåíçîðíi

ïîëÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi (òåîðåìà 2), âèäiëåíî òðèâiàëüíèé âèïàäîê (òåîðåìà 3). Ïîêà-

çàíî, ùî ïîâåðõíi îáåðòàííÿ äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äå-

ôîðìàöi¨ (òåîðåìà 4).

2. Íîâà ôîðìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííî ìàëî¨ êîíôîðì-

íî¨ äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (1) êîâàðiàíòíî ïî xi. Òîäi íà îñíîâi äåðèâàöiéíèõ ðiâíÿíü ïî-

âåðõíi

∇jri = bijn, ni = −bαi rα

ìàòèìåìî, ùî

U i = Tαi rα + Tin, (4)

äå

T ki = ∇iu
k − bki

◦
u, (5)

Ti = ∂i
◦
u+ biku

k. (6)

Òóò bji = biαg
αj, uk = uαg

αk, ∇ � êîâàðiàíòíà ïîõiäíà íà áàçi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij.

Ðiâíîñòi (4) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî

îäíi¹¨ ôóíêöi¨ U . Óìîâè iíòåãðîâíîñòi äëÿ (4) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

∇jT
k
i −∇iT

k
j = bkjTi − bki Tj, (7)
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T ki bkj − T kj bki = ∇iTj −∇jTi. (8)

×åðåç òåíçîðíi ïîëÿ T ki âàðiàöi¨ êîåôiöi¹íòiâ ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàáóâàþòü

òàêîãî âèãëÿäó:

δgij = Tαi gαj + Tαj gαi. (9)

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ S êëàñó C3 äîïóñêàëà íåñêií÷åííî ìàëó êîíôîðì-

íó äåôîðìàöiþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ, Tα òà ôóíêöiÿ êîíôîðì-

íîñòi ϕ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ïîõiäíó âåêòîðà çìiùåííÿ U i = ciα

( ◦
T αβ − ϕcαβ

)
rβ+ciαT

αn,

çàäîâîëüíÿëè ñèñòåìó íàñòóïíèõ ðiâíÿíü:
∇α

◦
T αβ − Tαbβα = ϕαc

αβ;

bαβ
◦
T αβ +∇αT

α = 0;
◦
T αβ(ciαgjβ + cjαgiβ) = 0;

ϕi = ∂iϕ.

(10)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïîâåðõíÿ S äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî ìàëó êîíôîðìíó äå-

ôîðìàöiþ. Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ T ki , Ti, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ïîõiäíó âåêòîðà çìiùåííÿ U i

(4), òà ôóíêöiÿ êîíôîðìíîñòi ϕ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó íàñòóïíèõ ðiâíÿíü:
∇jT

k
i −∇iT

k
j = bkjTi − bki Tj;

T ki bkj − T kj bki = ∇iTj −∇jTi;

Tαi gαj + Tαj gαi = 2ϕgij;

ϕi = ∂iϕ.

(11)

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó äâi÷i êîíòðàâàðiàíòíèé òåíçîð T ij i êîíòðàâàðiàíòíèé âåêòîð

T i çà ôîðìóëàìè

T ij = cαiT jα, T
i = cαiTα. (12)

Òîäi

T βi = ciαT
αβ, Ti = ciαT

α, (13)

cij � äèñêðèìiíàíòíèé òåíçîð, cij = giαgjβcαβ, g
αβ � åëåìåíòè ìàòðèöi, îáåðíåíî¨ äî

‖gαβ‖.
Ç óðàõóâàííÿì (13), ñèñòåìà (11) íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó

∇αT
αβ − Tαbβα = 0;

bαβT
αβ +∇αT

α = 0;

Tαβ(ciαgjβ + cjαgiβ) = 2ϕgij;

ϕi = ∂iϕ.

(14)

Ïîäàìî Tαβ ó âèãëÿäi ñóìè ñèìåòðè÷íî¨ òà êîñîñèìåòðè÷íî¨ ÷àñòèí:

Tαβ =
◦
T
αβ + µcαβ, (15)

äå
◦
T αβ =

◦
T βα, µ � äåÿêà ôóíêöiÿ.
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Ç ðiâíÿííÿ (14)3, íà îñíîâi (15), ìàòèìåìî:

◦
T
αβ(ciαgjβ + cjαgiβ)− 2µgij = 2ϕgij. (16)

Çãîðíåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ç gij i îòðèìà¹ìî, ùî µ = −ϕ.
Òàêèì ÷èíîì, (14)3 ìàòèìå âèãëÿä

◦
T
αβ(ciαgjβ + cjαgiβ) = 0, (17)

à ïðåäñòàâëåííÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ

Tαβ =
◦
T
αβ − ϕcαβ. (18)

Òîäi (14)1, (14)2 ç óðàõóâàííÿì (18) íàáóâàþòü íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

∇α

◦
T
αβ − Tαbβα = ϕαc

αβ; bαβ
◦
T
αβ +∇αT

α = 0.

Ïîõiäíà âåêòîðà çìiùåííÿ ìàòèìå âèãëÿä:

U i = ciα

( ◦
T
αβ − ϕcαβ

)
rβ + ciαT

αn. (19)

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ, Tα òà äåÿêà ôóíêöiÿ

ϕ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10).

Ïîêëàäåìî
◦
T αβ = Tαβ+ϕcαβ. Òîäi ç (10), íà îñíîâi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ìàòèìåìî (14).

Ç óðàõóâàííÿì (12), ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü ìàòèìåìî (11). Òàêèì ÷èíîì, ïîâåðõíÿ

äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî ìàëó êîíôîðìíó äåôîðìàöiþ.

3. Ïðåäñòàâëåííÿ òåíçîðíèõ ïîëiâ
◦
T αβ, T α â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S (K 6= 0) êëàñó

C3 áóëà êîíôîðìíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá íà ïîâåðõíi iñíóâàëè ôóíêöi¨ t, ϕ, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

∇s(tαd
sα)−∇s(ϕαc

αβdsβ) + 2Ht = 0. (20)

Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà çìiùåííÿ (19)ìàþòü âèãëÿä

◦
T
αβ = tgαβ, (21)

T s = tαd
sα − ϕαcαβdsβ. (22)

Òóò dsβ = dsαgαβ, d
sα = 1

K
csicαjbij.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S ¹ êîíôîðìíîþ äåôîðìàöi¹þ ç

âåêòîðîì çìiùåííÿ U . Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ, Tα, ùî ¹ êîìïîíåíòàìè U i, òà ôóíêöiÿ

êîíôîðìíîñòi ϕ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10). Ïîêàæåìî, ùî
◦
T αβ, Tα ìàþòü

ïðåäñòàâëåííÿ (21), (22).

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (10). Ç ðiâíÿííÿ (10)3 ìà¹ìî [2], ùî
◦
T αβ = tgαβ,

äå t � äåÿêà ôóíêöiÿ. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè
◦
T αβ ó (10)1 òà ìíîæåííÿ íà dsβ îòðèìà¹ìî

T s = tαd
sα − ϕαcαβdsβ.

Îñêiëüêè òåíçîðíi ïîëÿ ìàþòü çàäîâîëüíÿòè (10)2, òîäi ìàòèìåìî óìîâó (20) íà

ôóíêöi¨ t, ϕ.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü äåÿêi ôóíêöi¨ t, ϕ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííÿ (20). Òîäi âiçüìåìî òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ, Tα ó âèãëÿäi (21), (22) i ïîêàæåìî, ùî

çà äàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñèñòåìà (10) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ.

Äiéñíî, ïiäñòàíîâêîþ (21), (22) â (10) ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ñèñòåìà (10) âèêîíó¹òüñÿ

â ðåçóëüòàòi âèêîðèñòàííÿ (20). Òîáòî, íà ïîâåðõíi iñíóþòü òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ, Tα,

ùî çàäîâîëüíÿþòü (10). Òîäi, íà îñíîâi òåîðåìè 1, iñíó¹ âåêòîð çìiùåííÿ êîíôîðìíî¨

äåôîðìàöi¨ ïîâåðõíi.

4. Òðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ ïî-

âåðõîíü

Ðîçãëÿíåìî, êîëè íåñêií÷åííî ìàëà êîíôîðìíà äåôîðìàöiÿ áóäå òðèâiàëüíîþ.

Íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨, äëÿ ÿêèõ ϕ = c = const íàçèâàþòü òðèâi-

àëüíèìè íåñêií÷åííî ìàëèìè êîíôîðìíèìè äåôîðìàöiÿìè.

Ç îãëÿäó íà (3) áà÷èìî, ùî äëÿ òðèâiàëüíèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié δgij = 2cgij.

Òàêèì ÷èíîì, òðèâiàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè

ãîìîòåòiÿìè. Ó âèïàäêó c = 0 âàðiàöiÿ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà δgij = 0 i äåôîðìàöiÿ ¹

çãèíàííÿì.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ùîá äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi S (K 6= 0) êëàñó C3 áóëà òðèâiàëü-

íîþ íåñêií÷åííî ìàëîþ êîíôîðìíîþ äåôîðìàöi¹þ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè

ñòàëà êîíôîðìíà ôóíêöiÿ ϕ òà õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ Âåéíãàðòåíà t:

∇s(tαd
sα) + 2Ht = 0. (23)

Òîäi òåíçîðíi ïîëÿ ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

◦
T
αβ = tgαβ, T s = tαd

sα. (24)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ òðèâiàëüíó íåñêií÷åííî ìàëó êîí-

ôîðìíó äåôîðìàöiþ. Òîäi íà òàêèõ ïîâåðõíÿõ, â ñèëó êîíôîðìíîñòi, òåíçîðíi ïîëÿ
◦
T αβ,

Tα ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ (21), (22). Äëÿ òðèâiàëüíèõ êîíôîðìíèõ äåôîðìàöié ôóíêöiÿ

êîíôîðìíîñòi ϕ = const i ïðåäñòàâëåííÿ (21), (22) ìàòèìóòü âèãëÿä (24). Ïiäñòàâèìî

çíà÷åííÿ ϕ â (20) i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ t (23), ÿêå ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì

ðiâíÿííÿì Âåéíãàðòåíà.
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Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi S iñíóþòü ñòàëà ôóíêöiÿ ϕ òà õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-

êöiÿ Âåéíãàðòåíà t. Äàíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (20). Îòæå, çà òåîðåìîþ 2,

iñíó¹ âåêòîð êîíôîðìíî¨ äåôîðìàöi¨. Îñêiëüêè ϕ = const, òî íåñêií÷åííî ìàëà êîí-

ôîðìíà äåôîðìàöiÿ ¹ òðèâiàëüíîþ.

5. Íåñêií÷åííî ìàëi êîíôîðìíi äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü îáåð-

òàííÿ

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ (20). Äëÿ öüîãî ïîäàìî äàíå ðiâíÿííÿ ó ðîçãîðíó-

òîìó âèãëÿäi (ó ëiíiÿõ êðèâèíè):

∇1t1d
11 +∇2t2d

22 + t1(∇1d
11 +∇2d

21) + t2(∇1d
12 +∇2d

22)−∇2ϕ1c
12d22−

−∇1ϕ2c
21d11 − ϕ1c

12(∇1d
1
2 +∇2d

2
2)− ϕ2c

21(∇1d
1
1 +∇2d

2
1) + 2Ht = 0.

Íåõàé t = 0. Òîäi îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìàòèìå âèãëÿä

∇2ϕ1(d
1
1 − d22)− ϕ1(∇1d

1
2 +∇2d

2
2) + ϕ2(∇1d

1
1 +∇2d

2
1) = 0. (25)

Òåîðåìà 4. Ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ r = (ucosv, usinv, f(u)) (K 6= 0, d11 − d22 6= 0) äîïóñêà¹

íåòðèâiàëüíó íåñêií÷åííî ìàëó êîíôîðìíó äåôîðìàöiþ ïðè t = 0. Òåíçîðè äåôîðìàöi¨
◦
T αβ, T s òà ôóíêöiÿ ϕ âèðàæàþòüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi çà ôîðìóëàìè

◦
T

11 =
◦
T

12 =
◦
T

22 = 0, (26)

T 1 = K ′(v)
1 + f ′2

uf ′′
e
−

∫ 3f ′2f ′′2−f ′f ′′′−f ′3f ′′′

(f ′+f ′3−uf ′′)f ′′
du
, (27)

T 2 = −K(v)
(3f ′f ′′2 − f ′′′ − f ′2f ′′′)

(f ′ + f ′3 − uf ′′)f ′′
e
−

∫ 3f ′2f ′′2−f ′f ′′′−f ′3f ′′′

(f ′+f ′3−uf ′′)f ′′
du
, (28)

ϕ = K(v)e
−

∫ 3f ′2f ′′2−f ′f ′′′−f ′3f ′′′

(f ′+f ′3−uf ′′)f ′′
du
,

K(v) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîñëiäèìî ðiâíÿííÿ (25) äëÿ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ r = (u cos v, u sin v, f(u)).

Äëÿ òàêî¨ ïîâåðõíi

g11 = 1 + f ′2, g12 = 0, g22 = u2,

b11 =
f ′′√

1 + f ′2
, b12 = 0, b22 =

uf ′√
1 + f ′2

,

c12 = −c21 =
1

u
√

1 + f ′2
, c11 = c22 = 0,

d11 =
(1 + f ′2)3/2

f ′′
, d12 = d21 = 0, d22 =

u
√

1 + f ′2

f ′
,

Γ1
11 =

f ′f ′′

1 + f ′2
, Γ2

12 =
1

u
, Γ1

22 = − u

1 + f ′2
, Γ2

11 = Γ1
12 = Γ2

22 = 0.
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Îñêiëüêè

∇2ϕ1 = ∂2ϕ1 − Γ2
12ϕ2, ∇1d

1
2 +∇2d

2
2 = 0, ∇1d

1
1 +∇2d

2
1 = ∂1d

1
1 + Γ2

12(d
1
1 − d22),

òî (25) ìàòèìå âèãëÿä

∂2ϕ1(d
1
1 − d22) + ϕ2∂1d

1
1 = 0.

Íåõàé d11 − d22 6= 0. Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çíàõîäèìî ϕ2:

ϕ2 = K̃(v)e
−

∫ 3f ′2f ′′2−f ′f ′′′−f ′3f ′′′

(f ′+f ′3−uf ′′)f ′′
du
.

Òîäi

ϕ = K(v)e
−

∫ 3f ′2f ′′2−f ′f ′′′−f ′3f ′′′

(f ′+f ′3−uf ′′)f ′′
du
,

äå K(v) =
∫
K̃(v)dv � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 2 ïîâåðõíi îáåðòàííÿ äîïóñêàþòü íåñêií÷åííî ìàëi êîí-

ôîðìíi äåôîðìàöi¨, ÿêi íå ¹ òðèâiàëüíèìè (òåîðåìà 3). Òåíçîðíi ïîëÿ ïîõiäíî¨ âåêòîðà

çìiùåííÿ
◦
T 11,

◦
T 12,

◦
T 22, T 1, T 2 ìàþòü âèãëÿä (26), (27), (28).

Çîêðåìà, ó âèïàäêó êàòåíî¨äà f(u) = aln(u+
√
u2 − a2) + alnc, äå a, c � ñòàëi:

ϕ =
K(v)

u
,
◦
T

11 =
◦
T

12 =
◦
T

22 = 0, T 1 = −K ′(v)

√
u2 − a2
au

, T 2 = −K(v)

√
u2 − a2
au2

.
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