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Âèâ÷àþòüñÿ ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãàþòü òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó. Âèâåäåíî âiä-

ïîâiäíi äèôåðåíöiéíi ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ òà óìîâè ¨õ iíòåãðîâíîñòi. Îêðiì òåíçîðà

åíåðãi¨-iìïóëüñó, çíàéäåíî iíøi iíâàðiàíòè òàêèõ âiäîáðàæåíü. Ðîçãëÿíóòî ãåîäåçè÷íi âiäîáðà-

æåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü ñåìè êëàñàì ðiâíÿíü Åéíøòåéíà, âèâåäåíèõ Ñòåïàíîâèì.

Eugen Cherevko, Geodesic mappings preserving the stress–energy tensor, Math. Bull. Shevchenko

Sci. Soc. 10 (2013), 105–114.

We study geodesic mappings preserving the stress-energy tensor. We have derived corresponding

partial differential equations. Integrability conditions are obtained. In addition to the stress-energy

tensor we get other invariants for the mappings. There are well-known the seven classes of the Einstein

equations derived by Stepanov. We considered the geodesic mappings of spaces corresponding to the

classes on each other.

1. Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ ïðîáëåì, ïîâ'ÿçàíèõ iç çáåðåæåííÿì ïðè äèôåîðìîðôiçìàõ ïåâíèõ ãå-
ìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ, çàâæäè ¹ ïðèâàáëèâèì äëÿ äîñëiäíèêiâ, ïðî ùî ñâiä÷èòü âåëè-
êà êiëüêiñòü ïóáëiêàöié, ïî÷èíàþ÷è ç ïiîíåðñüêèõ ðîáiò Ëåâi-×èâiòà [11]. É. Ìiê¹ø,
Â.À. Êiîñàê, Î.�. ×åïóðíà ([6], [7]) äîñëiäæóâàëè ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ, ùî çàëèøà-
þòü íåçìiííèì òåíçîð Åéíøòåéíà. Òàêîæ âàðòî âiäçíà÷èòè öiêàâó ðîáîòó [9], ùî âèâ÷à¹
çáåðåæåííÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ.

Ñòàòòþ ïðèñâÿ÷åíî ïèòàííþ ïåðåòâîðåííÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè ãåîäåçè-
÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ òà óìîâè éîãî çáåðåæåííÿ ïðè öèõ âiäîáðà-
æåííÿõ. Ðîçãëÿíóòî ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ÿê äîâiëüíèõ ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäiâ, ùî
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ëèøàþòü iíâàðiàíòíèì òåíçîð åíåðã¨i-iìïóëüñó, òàê i ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäiâ ç äîäàòêî-
âèìè ñòðóêòóðàìè, à ñàìå êîíôîðìíî-ãàðìîíi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ïðîñòîðiâ ç ðiçíèõ êëàñiâ
Ñòåïàíîâà. Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêiâ ìè îòðèìàëè íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ òàêèõ
âiäîáðàæåíü, äîâåäåíî íåiñíóâàííÿ òàêèõ âiäîáðàæåíü äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ïðîñòîðiâ.
Äîñëiäæåííÿ íîñÿòü ëîêàëüíèé õàðàêòåð, ïîëÿãàþòü ó âèâ÷åííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òà óìîâ ¨õ iíòåãðîâíîñòi. Ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè ââàæàþòüñÿ
òàêèìè, ùî ìàþòü äîñòàòíié ñòåïiíü ãëàäêîñòi.

Âiäîìî ([1], [4]), ùî ïîëÿ òÿæiííÿ ó ïðîñòîði (Vn, g) îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Åéí-
øòåéíà:

Rij −
Rgij

2
= −8πk

c4
Tij. (1)

Ó ëiâié ÷àñòèíi íàÿâíi òàêi ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè ïðîñòîðó (Vn, g), ÿê Rij = Rα
ijα �

òåíçîð Ði÷÷i, gij � ïñåâäîðiìàíîâà ìåòðèêà, R = Rijg
ij � ñêàëÿðíà êðèâèíà. Ñèìâîëîì

Tij ïîçíà÷åíî äâi÷i êîâàðiàíòíèé òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó. Íàðåøòi, c � øâèäêiñòü ñâi-
òëà ó âàêóóìi òà k � ãðàâiòàöiéíà ñòàëà. Çàçíà÷èìî, ùî ìîæíà âèáðàòè òàêó ñèñòåìó
îäèíèöü, â ÿêié (1) ìàòèìå âèãëÿä:

Rij − Rgij
2

= −Tij. (1′)
Êðiì òîãî çàóâàæèìî, ùî âñþäè íàäàëi ââàæàòèìåìî âèìið ïðîñòîðiâ, ùî ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ n > 2. Ìè âèâ÷àòèìåìî ïåðåòâîðåííÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåííÿõ ïðîñòîðiâ (Vn, g) → (V n, g). Ïîäiáíèì ÷èíîì ó ðîáîòàõ ([6], [7]) äîñëi-
äæóþòüñÿ ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ, ùî ëèøàþòü íåçìiííèì òåíçîð Åéíøòåéíà:

Eij = Rij −
Rgij
n

.

Àëå ìåòîþ íàøîãî äîñëiäæåííÿ ¹, âëàñíå, òåíçîð

Sij = −Tij = Rij −
Rgij

2
,

ÿêèé ó äåÿêèõ êëàñè÷íèõ äæåðåëàõ, çîêðåìà â [3], ìà¹ òàêîæ íàçâó òåíçîðà Åéíøòåéíà.
Íàãàäà¹ìî ([2], [5]):

Îçíà÷åííÿ 1. Ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ (ïñåâäî)ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó (Vn, g) íà iíøié
(ïñåâäî)ðiìàíîâèé ïðîñòið (V n, g) � öå òàêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ¨õ
òî÷êàìè, ïðè ÿêié êîæíà ãåîäåçè÷íà ëiíiÿ ïðîñòîðó (Vn, g) ïåðåõîäèòü â ãåîäåçè÷íó
ëiíiþ ïðîñòîðó (V n, g).

Ïîçíà÷èâøè êîìïîíåíòè îá'¹êòiâ çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðiâ (Vn, g) òà (V n, g) âiäïîâiäíî

÷åðåç Γhij òà Γ
h

ij, ìà¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ Ëåâi-×èâiòà:

Γ
h

ij = Γhij + ψiδ
h
j + ψjδ

h
i .

Òóò δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ψi � êîìïîíåíòè äåÿêî¨ òî÷íî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ 1-ôîðìè.
Äðóãå ðiâíÿííÿ Ëåâi-×èâiòà ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì âiäíîñíî ìåòðèêè g ïðîñòîðó
V n :

gij,k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik. (2)
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Ó (2) êîìîþ ïîçíà÷åíà êîâàðiíòíà ïîõiäíà ó çâ'ÿçíîñòi, óçãîäæåíié iç ìåòðèêîþ ïðî-
ñòîðó (Vn, g). Âiäîìî òàêîæ, ùî òåíçîðè êðèâèíè ïðîñòîðiâ (Vn, g) òà (V n, g) ïîâ'ÿçàíi
ðiâíiñòþ:

R
h

ijk = Rh
ijk + δhkψij − δhj ψik, (3)

äå
ψij = ψi,j − ψiψj. (4)

Iñíó¹ àíàëîãi÷íèé çâ'ÿçîê ìiæ òåíçîðàìè Ði÷÷i:

Rij = Rij + (n− 1)ψij. (5)

Çãiäíî ç (1′), äåôîðìàöiþ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷è-
íîì:

T ij − Tij = Rij −
Rgij

2
−Rij +

Rgij
2

. (6)

Áåðó÷è äî óâàãè (5) òà (6), ìà¹ìî:

T ij − Tij =
Rgij

2
− Rgij

2
− (n− 1)ψij. (7)

2. Çáåðåæåííÿ òåíçîðó åíåðãi¨-iìïóëüñó ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiä-

îáðàæåííÿõ

Íàñ öiêàâèòü âèïàäîê, êîëè T ij−Tij = 0. Âðàõîâóþ÷è (4), ç (7) âèïëèâà¹, ùî êîâåêòîð
ψi ìà¹ çàäîâiëüíÿòè ñèñòåìi

ψi,j = ψiψj +
1

2(n− 1)
(Rgij −Rgij). (8)

Íåîáõiäíî îòðèìàòè òà äîñëiäèòè óìîâè iíòåãðîâíîñòi (8). Äëÿ öüîãî ìè äèôåðåíöi-
þ¹ìî (8) ïî xk ó çâ'ÿçíîñòi, óçãîäæåíié ç ìåòðèêîþ gij. Áåðó÷è äî óâàãè (2), ìà¹ìî:

ψi,jk = ψiψjψk + ψiψj,k +
ψkRgij + ψjRgik

n− 1
+
∂kRgij + ψiRgjk − ∂kRgij − ψjRgik

2(n− 1)
.

Àëüòåðíóþ÷è ïî j òà k i çàñòîñîâóþ÷è òîòîæíiñòü Ði÷÷i:

ψi,jk − ψi,kj = ψαR
α
ijk, (9)

îòðèìó¹ìî:

ψαR
α
ijk =

1

2(n− 1)

(
∂kRgij − ∂jRgik − ∂kRgij + ∂jRgik +R(ψkgij − ψjgik)

)
. (10)

Óìîâó (10) ìîæíà çàïèñàòè iíøèì ÷èíîì:

ψαR
α
ijk − ψα

R

2(n− 1)

(
δαk gij − δαj gik

)
=

1

2(n− 1)

(
∂kRgij − ∂jRgik − ∂kRgij + ∂jRgik

)
,
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àáî:
ψαY

α
ijk =

1

2(n− 1)

(
∂kRgij − ∂jRgik − ∂kRgij + ∂jRgik

)
, (11)

äå

Y h
ijk

def
= Rh

ijk −
R

2(n− 1)

(
δhkgij − δhj gik

)
. (12)

Ç (5) ìîæíà âèðàçèòè ψij = 1
2(n−1)(Rgij −Rgij) òà ïiäñòàâèòè ó (3):

R
h

ijk = Rh
ijk + δhk

1

2(n− 1)

(
Rgij −Rgij

)
− δhj

1

2(n− 1)

(
Rgik −Rgik

)
. (13)

Îòæå, ç (13) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü Y
h

ijk = Y h
ijk. Òàêèì ÷èíîì, íàìè äîâåäåíà:

Òåîðåìà 2. Òåíçîð Y h
ijk = Rh

ijk − R
2(n−1)(δ

h
kgij − δhj gik) ¹ iíâàðiàíòíèì ïðè ãåîäåçè÷íèõ

âiäîáðàæåííÿõ, ùî çáåðiãàþòü òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó.

Äîäàìî, ùî:

Y α
ijα = Rij −

Rgij
2

= Sij (14)

òà

Y h
αβkg

αβ = Rh
k −

Rδhk
2

= Shk . (15)

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, áåç âèìîãè T ij − Tij = 0, ÿêùî ïðîñòîðè (Vn, g) òà (V n, g)

çíàõîäÿòüñÿ ó ãåîäåçè÷íié âiäïîâiäíîñòi, ìà¹ âèêîíóâàòèñü ñèñòåìà:

ψi,j = ψiψj +
1

n− 1
(Rij −Rij). (16)

Äèôåðåíöiþ¹ìî (16) ïî xk ó çâ'ÿçíîñòi, óçãîäæåíié ç ìåòðèêîþ gij:

ψi,jk = ψi,kψj+ψiψj,k+
Rij,k −Rij,k

n− 1
= ψiψjψk+

ψjRik − ψjRik

n− 1
+ψiψj,k+

Rij,k −Rij,k

n− 1
. (17)

Ç iíøîãî áîêó, êîâàðiàíòíà ïîõiäíà ïî xk òåíçîðó Ði÷÷i Rij ïðîñòîðó (V n, g) ó çâ'ÿçíîñòi,
óçãîäæåíié ç ìåòðèêîþ gij (çàìiñòü êîìè, ïîçíà÷àþ÷è âiäïîâiäíó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó,
ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âåðòèêàëüíó ðèñêó):

Rij|k = Rij,k −Rαj(δ
α
i ψk + δαkψi)−Riα(δαj ψk + δαkψj),

îòæå:

Rij,k = Rij|k +Rαj(δ
α
i ψk + δαkψi) +Riα(δαj ψk + δαkψj) = Rij|k + 2ψkRij + ψiRkj + ψjRik.

Ïiäñòàâèâøè ó (17), ìà¹ìî:

ψi,jk = ψi,kψj + ψiψj,k +
1

n− 1

(
Rij,k −Rij,k

)
=

= ψiψjψk + ψiψj,k +
1

n− 1

(
Rij|k + 2ψkRij + 2ψjRik + ψiRkj − ψjRik −Rij,k

)
.

(18)
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Àëüòåðíó¹ìî (18) ïî j òà k, âðàõóâàâøè (9):

ψαR
α
ijk =

1

n− 1

(
Rij|k −Rik|j −Rij,k +Rik,j − ψjRik + ψkRij

)
.

Îòæå,

ψαW
α
ijk =

1

n− 1

(
Rij|k −Rik|j −Rij,k +Rik,j

)
, (19)

äå

W h
ijk

def
= Rh

ijk −
1

n− 1

(
δhkRij − δhjRik

)
(20)

� òåíçîð Âåéëÿ ïðîåêòèâíî¨ êðèâèíè. Îñêiëüêè âiäîìî, ùî Wα
ijk,α = n−2

n−1(Rij,k − Rik,j),

óìîâè (19) ìîæíà çàïèñàòè ó âèäi: ψαWα
ijk = 1

n−2(W β
ijk|β −W

γ
ijk,γ).

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè iíòåãðîâíîñòi (2) ìàþòü âèãëÿä [10]: giαR
α

jkl+gβjR
β

ikl = 0, äå R
h

ijk

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ðiâíiñòþ (3), òîáòî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ áóòè ìåòðèêîþ ïðîñòîðó
(V n, g).

Òåïåð âiäíiìåìî âiäïîâiäíî ïðàâi òà ëiâè ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (19) (ÿêà ¹ çàâæäè ñïðà-
âåäëèâîþ ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ (ïñåâäî)ðèìàíîâèõ ïðîñòîðiâ) òà (11) (âèêî-
íó¹òüñÿ ó íàøîìó, ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó):

ψαW
α
ijk−ψαY α

ijk =
1

n−1

(
(Rij|k−Rik|j−Rij,k+Rik,j)−

1

2
(∂kRgij−∂jRgik−∂kRgij+∂jRgik)

)
.

Ãðóïóþ÷è òà çâîäÿ÷è ïîäiáíi, ìà¹ìî:

−ψαHα
ijk =

1

n− 1

(
Sij|k − Sik|j − Sij,k + Sik,j

)
, (21)

äå

Hh
ijk

def
=

1

n− 1

(
δhkSij − δhj Sik

)
, Sij = Rij −

Rgij
2
.

Îñêiëüêè Hα
ijk,α = 1

n−1(Sij,k − Sik,j), òî ðiâíÿííÿ (20) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:
ψαH

α
ijk = Hα

ijk,α −Hα
ijk|α. Êðiì òîãî, òåíçîð Hh

ijk ìà¹ âëàñòèâîñòi:

Hα
ijα = Rij −

Rgij
2

= Sij

òà

Hh
αβkg

αβ =
1

n− 1

(
Rh
k −

(n− 3)Rδhk
2

)
.

Çðîçóìiëî, òåíçîðHh
ijk òàêîæ ¹ iíâàðiàíòîì ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ, ùî çáåðiãà-

þòü òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó. Ïîâåðòàþ÷èñü äî óìîâè (21), î÷åâèäíî, ùî âîíà ðiâíîñèëü-
íà (11) ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ (îñêiëüêè ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (19)). Îòæå, ¹
ñïðàâåäëèâîþ

Òåîðåìà 3. ßêùî ïðîñòîðè (Vn, g) òà (V n, g) çíàõîäÿòüñÿ ó ãåîäåçè÷íié âiäïîâiäíîñòi,

ïîðîäæåíié êîâåêòîðîì ψi òàê, ùî òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó ¹ iíâàðiàíòíèì, òî ìàþòü

âèêîíóâàòèñü óìîâè:



110 �âãåí ×åðåâêî

1) ψαY
α
ijk = 1

2(n−1)(∂kRgij − ∂jRgik − ∂kRgij + ∂jRgik);

2) −ψαHα
ijk = 1

n−1(Sij|k − Sik|j − Sij,k + Sik,j).

Óìîâè 1) òà 2) â öüîìó âèïàäêó ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ñïåöiàëüíèõ âèïàäêiâ.

3. Ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ êîíôîðìíî-ãàðìîíi÷íèõ ïðîñòî-

ðiâ

Îçíà÷åííÿ 4. (Ïñåâäî)ðiìàíîâèé ïðîñòið (Vn, g) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíî-ãàðìîíi÷íèì,
ÿêùî â íüîìó âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü:

Cα
ijk,α =

n− 3

n− 2

(
Rij,k −Rik,j +

1

2(n− 1)

(
∂jRgik − ∂kRgij

))
= 0.

Òóò Ch
ijk � òåíçîð Âåéëÿ êîíôîðìíî¨ êðèâèíè:

Ch
ijk

def
= Rh

ijk +
1

n− 2

(
δhjRik − δhkRij + gikR

h
j − gijRh

k

)
+

R

(n− 1)(n− 2)

(
δhkgij − δhj gik

)
.

Îòæå, ó êîíôîðìíî-ãàðìîíi÷íîìó ïðîñòîði (n > 3) ìà¹ ìiñöå:

Rij,k −Rik,j =
1

2(n− 1)

(
∂kRgij − ∂jRgik

)
. (22)

Ç (22) âèïëèâà¹, ùî (11) ìîæíà çàïèñàòè

ψαY
α
ijk = Rij|k −Rik|j −Rij,k +Rik,j,

òîìó, âðàõóâàâøè (19), ìà¹ìî:

ψαW
α
ijk −

1

n− 1
ψαY

α
ijk = 0. (23)

Ïiäñòàâèìî ó (23) ïðàâi ÷àñòèíè (12) òà (20):

ψα

(
Rα
ijk −

1

n− 1

(
δαkRij − δαj Rik

)
− 1

n− 1

(
Rα
ijk −

R

2(n− 1)

(
δαk gij − δαj gik

)))
= 0.

Çâiâøè ïîäiáíi, ìîæíà çàïèñàòè (23) ó âèãëÿäi:

n− 2

n− 1
ψαQ

α
ijk = 0,

äå

Qh
ijk

def
= Rh

ijk −
δhk

n− 2

(
Rij −

R

2(n− 1)
gij

)
+

δhj
n− 2

(
Rik −

R

2(n− 1)
gik

)
. (24)

Ïðè÷îìó, òåíçîð Qh
ijk áóäå iíâàðiàíòîì ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ, ùî çáåðiãàþòü

òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè òàêó òåîðåìó:
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Òåîðåìà 5. ßêùî êîíôîðìíî-ãàðìîíi÷íi ïðîñòîðè (Vn, g) òà (V n, g) (n > 3) çíàõî-

äÿòüñÿ ó ãåîäåçè÷íié âiäïîâiäíîñòi, ïîðîäæåíié êîâåêòîðîì ψi òàê, ùî òåíçîð åíåðãi¨-

iìïóëüñó ¹ iíâàðiàíòíèì, òî ¹ íåîáõiäíîþ óìîâà: ψαQ
α
ijk = 0.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî òåíçîð Áðiíêìàíà ìà¹ âèãëÿä:

Lij
def
=

1

n− 2

(
Rij −

R

2(n− 1)
gij

)
,

òî (24) ìîæíà çàïèñàòè ÿê:

Qh
ijk = Rh

ijk − (δhkLij − δhj Lik).

Êðiì òîãî, òåíçîð Qh
ijk ìà¹ âëàñòèâîñòi:

Qα
ijα = − 1

n− 2

(
Rij −

Rgij
2

)
= − 1

n− 2
Sij

òà

Qh
αβkg

αβ =
n− 1

n− 2

(
Rh
k −

R

2(n− 1)
δhk

)
= (n− 1)Lhk. (25)

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 5 ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ ïðè n = 3, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(22).

4. Ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ, ùî íàëåæàòü äî êëàñiâ

Ñòåïàíîâà

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî ïðîñòîðiâ, ùî âiäíî-
ñÿòüñÿ äî êëàñiâ, îïèñàíèõ â [8]. Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî çàïðîïîíîâàíî¨ àâòîðîì êëàñè-
ôiêàöi¨, ìîæëèâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Åéíøòåéíà ïîäiëÿþòüñÿ íà ñiì êëàñiâ. Ïåðøi òðè ç
íèõ âèçíà÷åíi âëàñòèâîñòÿìè:

Ω1 : Rij,k +Rjk,i +Rki,j = 0, (26)

Ω2 : Rij,k −Rik,j = 0, (27)

Ω3 : Rij,k =
n− 2

2(n− 1)(n+ 2)

( 2n

n− 2
∂kRgij + ∂iRgkj + ∂jRgik

)
. (28)

Íàâåäåìî äåÿêi âëàñèâîñòi âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ [8]. ßêùî ìè çãîðíåìî (26) ç òåíçîðîì
gij, ùî ¹ îáåðíåíèì äî ìåòðè÷íîãî, îòðèìà¹ìî: ∂kR + 2Rα

k,α = 0. Âíàñëiäîê òîòîæíîñòi
∂kR = 2Rα

k,α âèïëèâà¹, ùî
∂kR = 0, (29)

îòæå, ñêàëÿðíà êðèâèíà ïðîñòîðiâ êëàñó Ω1 ¹ ñòàëîþ. Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïîêàçó-
þòü, ùî âëàñòèâiñòü (29) âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ i äëÿ êëàñó Ω2. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ ïðîñòîðiâ
êëàñiâ Ω2 òà Ω3 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (22). Íàñòóïíi òðè êëàñè ¹ ïîïàðíèìè îá'¹äíàí-
íÿìè ïåðøèõ òðüîõ, âèõîäÿ÷è iç ñïiëüíèõ äëÿ êëàñiâ âëàñòèâîñòåé. Íàðåøòi, ñüîìèé
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êëàñ ¹, âëàñíå, ïåðåòèíîì ïåðøèõ òðüîõ. Ìè çóïèíèìîñü ëèøå íà äîñëiäæåííi ãåîäå-
çè÷íèõ âiäîáðàæåíü ïðîñòîðiâ, ùî âõîäÿòü äî êëàñiâ Ω1, Ω2 òà Ω3. Íèæ÷å ìè áóäåìî
äëÿ ñïðîùåííÿ, ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ïðîñòîðàìè (Vn, g) ∈ Ω1 òà (V n, g) ∈ Ω1,

ïîðîäæåíå êîâåêòîðîì ψi ïîçíà÷àòè ÿê γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g).

1) γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), (Vn, g) ∈ Ω1 òà (V n, g) ∈ Ω1.

Ç (29) âèïëèâà¹, ùî â öüîìó âèïàäêó ¹ íåîáõiäíîþ ðiâíiñòü:

ψαY
α
ijk = 0. (30)

2) γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), (Vn, g) ∈ Ω2 òà (V n, g) ∈ Ω2.

Ç îäíîãî áîêó, îñêiëüêè ó öèõ ïðîñòîðiâ òàêîæ ¹ âëàñòèâiñòü (29), òî ¹ ñïðàâåäëèâèì
(30). Ç iíøîãî áîêó, ç (22) âèïëèâà¹ âèìîãà:

ψαQ
α
ijk = 0. (31)

Çãîðíåìî (30) òà (31) ç gij. Âðàõîâóþ÷è (15) òà (25) ìà¹ìî:

ψα

(
Rα
k −

Rδαk
2

)
= 0; (32)

ψα

(
Rα
k −

Rδαk
2(n− 1)

)
= 0. (33)

Ïîðiâíþþ÷è (32) òà (33), ìà¹ìî, ùî ïðè n > 2 íåîáõiäíî ψk = 0, îòæå, íàìè äîâåäåíà

Òåîðåìà 6. Ìiæ ïðîñòîðàìè, ùî íàëåæàòü êëàñó Ω2 (n > 2) íå iñíó¹ íåòðèâiàëüíèõ

ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü, ùî çáåðiãàþòü òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó.

3) γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), (Vn, g) ∈ Ω3 òà (V n, g) ∈ Ω3.

Îñêiëüêè äëÿ öèõ ïðîñòîðiâ âèêîíó¹òüñÿ (22), ç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî â öüîìó âèïàäêó
¹ íåîáõiäíîþ óìîâà (31):

ψαQ
α
ijk = 0.

4) γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), (Vn, g) ∈ Ω1 òà (V n, g) ∈ Ω2.

Ó êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ ¹ âëàñòèâiñòü (29), òîìó ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (30): ψαY α
ijk = 0.

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (27), äëÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ ïðîñòîðó (Vn, g) ∈ Ω1 ìà¹ âèêîíó-
âàòèñü âèìîãà:

ψαW
α
ijk =

1

n− 1

(
Rik,j −Rij,k

)
. (34)

Çãîðíåìî (34) ç gij:

ψαW
α
βγkg

βγ =
1

n− 1

(
Rα
k,α − ∂kR

)
= − ∂kR

2(n− 1)
.

Îñêiëüêè

W h
βγkg

βγ =
n

n− 1

(
Rh
k −

R

n
δhk
)
,
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òî

nψα
(
Rα
k −

R

n
δαk
)

= −∂kR
2
. (35)

Áåðó÷è äî óâàãè (29), ç (35) âèïëèâà¹:

ψα
(
Rα
k −

R

n
δαk
)

= 0. (36)

Ïîðiâíþ¹ìî (36) òà (32):

ψα
(
Rα
k −

Rδαk
2

)
= 0.

Îòæå, çíîâó, ïðè n > 2 íåîáõiäíî ψk = 0. Òàêèì ÷èíîì, íàìè äîâåäåíà

Òåîðåìà 7. Ìiæ ïðîñòîðàìè, (Vn, g) ∈ Ω1 òà (V n, g) ∈ Ω2 (n > 2) íå iñíó¹ íåòðèâiàëüíèõ

ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü, ùî çáåðiãàþòü òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó.

5) γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), (Vn, g) ∈ Ω3 òà (V n, g) ∈ Ω1.

Âíàñëiäîê (11), âðàõîâóþ÷è ùî äëÿ (V n, g) ∈ Ω1 âèêîíó¹òüñÿ ∂kR = 0, ãåîìåòðè÷íi
îá'¹êòè ïðîñòîðó (Vn, g) ∈ Ω3 ìàþòü çàäîâiëüíÿòè âèìîçi:

ψαY
α
ijk =

1

2(n− 1)

(
∂jRgik − ∂kRgij

)
, (37)

Çãîðíåìî (37) ç gij. Âèêîðèñòóþ÷è (15), ìà¹ìî:

ψα

(
Rα
k −

Rδαk
2

)
= −∂kR

2
. (38)

6) γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), (Vn, g) ∈ Ω3 òà (V n, g) ∈ Ω2.

Îñêiëüêè äëÿ (V n, g) ∈ Ω2 ¹ ñïðàâåäëèâèì ∂kR = 0, òî ó ïðîñòîði (Vn, g) ∈ Ω3

âèêîíóþòüñÿ óìîâè (37), à, îòæå, i (38):

ψα

(
Rα
k −

Rδαk
2

)
= −∂kR

2
.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ îáîõ ïðîñòîðiâ âèêîíó¹òüñÿ (22), òîìó áóäå ñïðàâåäëèâîþ ðiâíiñòü
(37), i âíàñëiäîê, (33):

ψα

(
Rα
k −

Rδαk
2(n− 1)

)
= 0.

Âiäíiìà¹ìî âiä (33) ðiâíiñòü (38):

ψα

(Rδαk
2
− Rδαk

2(n− 1)

)
=
∂kR

2
.

Çâiäñè, ÿêùî R 6= 0,

ψk =
n− 1

n− 2

∂kR

R
. (39)

Ðiâíÿííÿ (39) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

ψk =
n− 1

n− 2
∂k lnR. (40)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (40) ¹ î÷åâèäíèì: ψ = n−1
n−2 lnR. Çâiäñè âèïëèâà¹
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Òåîðåìà 8. ßêùî ìiæ ïðîñòîðàìè (Vn, g) ∈ Ω3 òà (V n, g) ∈ Ω2 (n > 2) iñíó¹ íåòðèâiàëü-

íå ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ γ : (Vn, g)
ψi→ (V n, g), ùî çáåðiãà¹ òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó,

ïðè÷îìó, ñêàëÿðíà êðèâèíà (Vn, g) ∈ Ω3, R 6= 0, òî ñêàëÿð ψ, ùî âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ,

îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îá'¹êòàìè ïðîñòîðó (Vn, g) ∈ Ω3:

ψ =
n− 1

n− 2
lnR.
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