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У цiй статтi проведено аналiз стiйкостi двопараметричного методу ти-
пу хорд до похибок обчислення при розв’язуваннi нелiнiйних рiвнянь.
Отримано оцiнку повної похибки розглянутого методу.

1 Вступ

При розв’язуваннi будь-якої задачi чисельним методом виникає по-
хибка методу, зумовлена замiною вихiдного операторного рiвняння iн-
шим або послiдовнiстю лiнiйних операторних рiвнянь, неусувна похиб-
ка, пов’язана iз похибкою вхiдних даних, а також похибка округлення,
яка пов’язана iз застосуванням ЕОМ для розв’язування поставлених
задач.

Питаннями оцiнки похибки при розв’язуваннi нелiнiйних рiвнянь
займалося багато авторiв. Зокрема, у [1] дослiджено стiйкiсть та по-
хибку збурення методу Ньютона-Канторовича та його модифiкацiї.
Оцiнка повної похибки при розв’язуваннi нелiнiйного операторного
рiвняння методом простої iтерацiї отримана у роботi [2]. У працi [3]
дослiджено умови збiжностi та оцiнка повної похибки двокрокового

УДК: 519.6; MSC 2010: 65J15, 65H10
Ключовi слова i фрази: нелiнiйне рiвняння, двопараметричний метод типу хорд



376 С. Шахно, Г. Ярмола

iтерацiйно-рiзницевого методу. Аналiз стiйкостi прискореного методу
Ньютона до похибок обчислень проведено у [4].

Нехай задано нелiнiйне рiвняння

F (x) = 0, (1)

де оператор F визначений на опуклiй множинi D банахового простору
X зi значеннями в банаховому просторi Y . У цiй працi ми дослiджуємо
умови збiжностi двопараметричного методу типу хорд з врахуванням
похибок заокруглення. Доведення теорем проводиться аналогiчно, як
у [5, 6]. Двопараметричний метод типу хорд, запропонований нами у
[7], має вигляд

xk+1 = xk − [F (uk, vk)]
−1F (xk), k = 0, 1, 2, . . . , (2)

де F (uk, vk) — подiлена рiзниця першого порядку оператора F за точ-
ками uk i vk, uk = xk+ak(xk−1−xk), vk = xk+bk(xk−1−xk), ak ∈ [−1; 1],
bk ∈ [0; 1]. У працi [8] нами дослiджено напiвлокальну збiжнiсть методу
(2).

Означення 1. Обмежений лiнiйний оператор, який дiє з X в Y , по-
значуваний F (x, y), будемо називати подiленою рiзницею першого по-
рядку для оператора F за фiксованими точками x i y (x 6= y), якщо
виконується рiвнiсть

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y).

2 Збурений варiант методу (2)

Поряд з (2) розглянемо збурений iтерацiйний процес

xk+1 = xk − [F (uk, vk) + Γk]
−1F (xk), k = 0, 1, 2, . . . . (3)

Тут {Γk} ∈ L(X, Y ) — послiдовнiсть лiнiйних операторiв. У цьому
випадку припускається, що подiлена рiзниця F (x, y) обчислюється з
похибкою, а оператор F — точно. Для iтерацiйного процесу (3) cпра-
ведлива наступна теорема.
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Теорема 1. Нехай x−1, x0 ∈ D — початковi наближення,
S0 = {x ∈ D : ‖x− x0‖ < R}. Припустимо, що виконуються умови:

1) ‖x−1 − x0‖ = α;
2) iснує A−1

0 = [F (u0, v0)]
−1 i

∥∥A−1
0

∥∥ ≤ β0;
3) ‖F (x0)‖ ≤ ζ0, η0 = β0ζ0;
4) ‖Γk‖ ≤ µηk, β0µη0 < 1, k = 0, 1, 2, . . ., де {ηk} — числова

послiдовнiсть;
5) подiленi рiзницi першого порядку для оператора F задоволь-

няють умову Лiпшиця з константою L

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ L (‖x− u‖+ ‖y − v‖) ,

де x, y, u, v ∈ D, L > 0.
Позначимо через

m = β0Lmax

{
η0

1− β0µη0
+ (a+ b)α, (1 + a+ b)

η0
1− β0µη0

}
+ β0µη0,

припустимо, що |ak| ≤ a, bk ≤ b i рiвняння

u

(
1− m

1− β0L ((2 + a+ b)u+ (a+ b)α)− β0µu

)
− η0

1− β0µη0
= 0 (4)

має хоча б один додатний корiнь, причому R — найменший додатний.
Якщо β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α) + β0µR < 1,

M =
m

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)− β0µR
< 1

i S̄0 ⊂ D, тодi послiдовнiсть {xk}, утворена iтерацiйним процесом
(3), коректно визначена i збiгається до єдиного розв’язку x∗ ∈ S̄0 рiв-
няння (1). Крiм цього, справедлива оцiнка

‖xk − x∗‖ <
1

h(1−M)
MΦk , (5)

де h =
β0

[
L(1 + a+ b) + µ

]
1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)− β0µR

, Φ−1 = 0, Φ0 = 1,

Φk = Φk−1 + Φk−2, k = 1, 2, . . ..
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Доведення. Позначимо через Ak = F (uk, vk). Згiдно з (3)

x1 = x0 − [A0 + Γ0]
−1F (x0) = x0 − [A0(I + A−1

0 Γ0)]
−1F (x0) =

= x0 − [I + A−1
0 Γ0]

−1A−1
0 F (x0) .

Оскiльки ‖[I + A−1
0 Γ0]

−1‖ ≤ 1

1− ‖A−1
0 ‖‖Γ0‖

, то, враховуючи умови
теореми, отримаємо, що

‖x1 − x0‖ =
∥∥−[I + A−1

0 Γ0]
−1A−1

0 F (x0)
∥∥ ≤ ∥∥A−1

0

∥∥ ‖F (x0)‖
1− ‖A−1

0 ‖‖Γ0‖
≤

≤ η0
1− β0µη0

=
1

h

(
h

η0
1− β0µη0

)Φ0

< R.

Отже, x1 ∈ S0. Враховуючи умову 5) теореми, одержимо∥∥I − A−1
0 A1

∥∥ ≤ ∥∥A−1
0

∥∥ ‖A0 − A1‖ ≤ β0L (‖u0 − u1‖+ ‖v0 − v1‖) .

Оскiльки

‖u0 − uk‖ = ‖x0 + a0 (x−1 − x0)− xk − ak (xk−1 − xk)‖ ≤

≤ ‖x0 − xk‖+ |a0| ‖x−1 − x0‖+ |ak| ‖xk−1 − xk‖ ,

‖v0 − vk‖ = ‖x0 + b0 (x−1 − x0)− xk − bk (xk−1 − xk)‖ ≤

≤ ‖x0 − xk‖+ b0 ‖x−1 − x0‖+ bk ‖xk−1 − xk‖

i |ak| ≤ a, bk ≤ b, то∥∥I − A−1
0 A1

∥∥ ≤ β0L ((2 + a+ b) ‖x0 − x1‖+ (a+ b) ‖x−1 − x0‖) ≤

≤ β0L

[
(2 + a+ b)

η0
1− β0µη0

+ (a+ b)α

]
<

< β0L
[
(2 + a+ b)R + (a+ b)α

]
< 1.

За теоремою Банаха A−1
1 iснує i∥∥A−1

1

∥∥ < β0
1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)

.

Введемо наступнi позначення:

Mi−1 =
β0

[
L ‖xi − xi−1‖+ L(a+ b) ‖xi−1 − xi−2‖+ µηi−1

]
1− β0L

[
(2 + a+ b)R + (a+ b)α

] , i ≥ 1,
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C =
1− β0L

[
(2 + a+ b)R + (a+ b)α

]
1− β0L

[
(2 + a+ b)R + (a+ b)α

]
− β0µR

, C0 =
1

1− β0µη0
.

Очевидно, що C0M0 ≤M i CMi ≤M , i ≥ 1.
З означення подiленої рiзницi першого порядку та формули (3)

отримаємо

F (x1) = F (x0)− F (x0, x1) (x0 − x1) = (A0 + Γ0 − F (x0, x1)) (x0 − x1) .

Врахувавши оцiнку 4) i умову Лiпшиця 5), одержимо

‖F (x1)‖ ≤
[
‖A0 − F (x0, x1)‖+ ‖Γ0‖

]
‖x1 − x0‖ ≤

≤
[
L (‖u0 − x0‖+ ‖v0 − x1‖) + µη0

]
‖x1 − x0‖ ≤

≤
[
L ((a+ b) ‖x0 − x−1‖+ ‖x1 − x0‖) + µη0

]
‖x1 − x0‖ .

Таким чином,

∥∥A−1
1

∥∥ ‖F (x1)‖ <
β0 (L (a+ b) ‖x0 − x−1‖+ L ‖x1 − x0‖+ µη0)

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)
×

× η0
1− β0µη0

=M0C0η0 = η1.

Покажемо, що η1 < η0. Справдi,

η1 ≤
β0L

(
(a+ b)α+

η0
1− β0µη0

)
+ β0µη0

(1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α))(1− β0µη0)
η0 ≤

≤ mη0
1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)− β0µη0

≤

≤ mη0
1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)− β0µR

=Mη0 < η0.

Крiм цього, маємо

η1 =
CM0

C

η0
1− β0µη0

<
M

C

η0
1− β0µη0

<
1

Ch

(
h

η0
1− β0µη0

)Φ1

.
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Отже, x2 коректно визначене i

‖x2 − x1‖ ≤
∥∥−[I + A−1

1 Γ1]
−1
∥∥∥∥A−1

1

∥∥ ‖F (x1)‖ ≤

≤
∥∥A−1

1

∥∥ ‖F (x1)‖
1− ‖A−1

1 ‖‖Γ1‖
< Cη1 <

1

h

(
h

η0
1− β0µη0

)Φ1

.

Крiм цього, ‖x2 − x1‖ < M
η0

1− β0µη0
. Оскiльки R — розв’язок рiвняння

(4), то ‖x2 − x0‖ ≤ ‖x2 − x1‖ + ‖x1 − x0‖ < (M + 1)
η0

1− β0µη0
< R i

x2 ∈ S0.
Припустимо, що для i = 2, k − 1 виконуються наступнi умови

• лiнiйнi оператори Ai оборотнi,

•
∥∥A−1

i

∥∥ ‖F (xi)‖ < ηi =Mi−1Cηi−1 <
1

Ch

(
h

η0
1− β0µη0

)Φi
, ηi < ηi−1,

• ‖xi+1 − xi‖ < Cηi <
1

h

(
h

η0
1− β0µη0

)Φi
≤ 1

h
MΦi i xi+1 ∈ S0.

Тодi, для i = k отримаємо∥∥I − A−1
0 Ak

∥∥ ≤ ∥∥A−1
0

∥∥ ‖A0 − Ak‖ ≤ β0L (‖u0 − uk‖+ ‖v0 − vk‖) ≤

≤ β0L

[
(2 + a+ b)

η0
1− β0µη0

+ (a+ b)α

]
<

< β0L [(2 + a+ b)R + (a+ b)α] < 1

i
∥∥A−1

k

∥∥ < β0
1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)

.

З означення подiленої рiзницi першого порядку i формули (4) маємо

F (xk) = F (xk−1)− F (xk−1, xk) (xk−1 − xk) =

= (Ak−1 + Γk−1 − F (xk−1, xk)) (xk−1 − xk) .

Врахувавши умову 5) теореми, отримаємо

‖F (xk)‖ = ‖(Ak−1 + Γk−1 − F (xk−1, xk)) (xk−1 − xk)‖ ≤

≤
[
‖Ak−1 − F (xk−1, xk)‖+ ‖Γk−1‖

]
‖xk − xk−1‖ ≤

≤
[
L (‖uk−1 − xk−1‖+ ‖vk−1 − xk‖) + µηk−1

]
‖xk − xk−1‖ ≤

≤
[
L ‖xk − xk−1‖+ L(a+ b) ‖xk−1 − xk−2‖+ µηk−1

]
‖xk − xk−1‖ .
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Тодi ∥∥A−1
k

∥∥ ‖F (xk)‖ <

<
β0

[
L ‖xk − xk−1‖+ L(a+ b) ‖xk−1 − xk−2‖+ µηk−1

]
Cηk−1

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)
=

=Mk−1Cηk−1 = ηk <

<
β0

[
L
1

h
MΦk−1 + L(a+ b)

1

h
MΦk−2 + µ

1

Ch
MΦk−1

]1
h
MΦk−1

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)
<

<
1

Ch
MΦk−1+Φk−2 =

1

Ch
MΦk .

Оскiльки Mk−1C ≤M < 1, то ηk < ηk−1.

Отже,

‖xk+1 − xk‖ < Cηk <
1

h
MΦk .

Очевидно, що для i = 1, k виконується ‖xi+1 − xi‖ < M i η0
1− β0µη0

.

Тодi, врахувавши, що R — розв’язок рiвняння (4), одержимо

‖xk+1 − x0‖ ≤ ‖xk+1 − xk‖+ ‖xk − xk−1‖+ ...+ ‖x1 − x0‖ <

< (Mk +Mk−1 + ...+ 1)
η0

1− β0µη0
=

1−Mk+1

1−M
η0

1− β0µη0
<

<
1

1−M
η0

1− β0µη0
= R

i xk+1 ∈ S0.
Покажемо, що {xk} — послiдовнiсть Кошi. Справдi,

‖xk+p − xk‖ ≤ ‖xk+p − xk+p−1‖+ ...+ ‖xk+1 − xk‖ <

< (Mp−1 +Mp−2 + ...+ 1)
1

h

(
h

η0
1− β0µη0

)Φk

=

=
1−Mp

h(1−M)

(
h

η0
1− β0µη0

)Φk

<
1

h(1−M)

(
h

η0
1− β0µη0

)Φk

<

<
1

1−M
η0

1− β0µη0
= R.

(6)
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Отже, {xk} — послiдовнiсть Кошi i збiгається до x∗ ∈ S̄0.
Доведемо, що x∗ — розв’язок рiвняння (1) i вiн єдиний. Оскiльки

‖F (xk)‖ ≤
[
L (1 + a+ b)

η0
1− β0µη0

+ µη0

]
‖xk − xk−1‖

i ‖xk − xk−1‖ → 0 при k →∞, то F (x∗) = 0.
Доведення єдиностi проведемо вiд супротивного. Припустимо, що

iснує x∗∗ ∈ S̄0, x∗∗ 6= x∗ i F (x∗∗) = 0. Позначимо F (x∗∗, x∗) = H. За
означенням подiленої рiзницi першого порядку маємо

H (x∗∗ − x∗) = F (x∗∗)− F (x∗) .

Якщо оператор H оборотний, то x∗∗ = x∗. Справдi,∥∥A−1
0 H − I

∥∥ =
∥∥A−1

0 (H − A0)
∥∥ ≤ ∥∥A−1

0

∥∥ ‖H − A0‖ ≤

≤ β0L [‖x∗∗ − u0‖+ ‖x∗ − v0‖] ≤

≤ β0L [‖x∗∗ − x0‖+ ‖x∗ − x0‖+ (a+ b) ‖x−1 − x0‖] <

< β0L (2R + (a+ b)α) < 1.

Отже, H−1 iснує. З (6) можна отримати наступну оцiнку

‖xk − x∗‖ <
1

h(1−M)
MΦk .

Теорема доведена.

3 Оцiнка повної похибки методу (2)

Припустимо, що наближено обчислюється оператор F , тобто маємо
збурене рiвняння

Fε(x) = 0. (7)

Будемо вважати, що оператор Fε є “близьким” до оператора F в тому
сенсi, що виконується умова

‖Fε(x)− F (x)‖ ≤ δ(ε, x), (8)

δ(ε, x)→ 0, при ε→ 0, x ∈ D.
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Застосуємо метод (2) для розв’язування рiвняння (7)

xεk+1 = xεk − [Fε(u
ε
k, v

ε
k)]

−1Fε(x
ε
k), k = 0, 1, 2, . . . . (9)

Для iтерацiйного процесу (9) справедлива теорема.

Теорема 2. Нехай:
1) для оператора Fε виконуються умови теореми 1;
2) рiвняння (1) має хоча б один розв’язок;
3) ‖[F (x, y)]−1‖ ≤ β, для всiх x, y ∈ D;
4) виконується умова (8).
Тодi при k → ∞ i ε → 0 iтерацiйний процес (9) збiгається до

розв’язку x∗ ∈ S̄0 рiвняння (1) i справджується оцiнка

‖xk − x∗‖ <
1

h(1−M)
MΦk + βδ(ε, x). (10)

Доведення. Нехай xε∗ — розв’язок рiвняння (7). Тодi справедлива
оцiнка

‖xk − xε∗‖ <
1

h(1−M)
MΦk . (11)

Оскiльки F (x∗) = 0 i Fε(xε∗) = 0, то аналогiчно [3]

0 = Fε(x
ε
∗)− F (x∗) = Fε(x

ε
∗)− Fε(x∗) + Fε(x∗)− F (x∗) =

= Fε(x
ε
∗, x∗)(x

ε
∗ − x∗) + Fε(x∗)− F (x∗).

Звiдси отримаємо

x∗ − xε∗ = [Fε(x
ε
∗, x∗)]

−1(Fε(x∗)− F (x∗)),

‖x∗ − xε∗‖ ≤ βδ(ε, x). (12)

Оскiльки
‖xk − x∗‖ ≤ ‖xk − xε∗‖+ ‖x∗ − xε∗‖,

то з (11) i (12) випливає оцiнка (10). Теорема доведена.

Оцiнимо повну похибку при розв’язуваннi рiвняння (1) методом
(2). Для цього припустимо, що подiлена рiзниця F (x, y) i оператор F
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обчислються наближено. Розглянемо наступний збурений iтерацiйний
процес

xk+1 = xk − [F (uk, vk) + Γk]
−1[F (xk) + Ψk], k = 0, 1, 2, . . . , (13)

де {Γk} ∈ L(X,Y ) — послiдовнiсть лiнiйних операторiв, а {Ψk}— послi-
довнiсть операторiв, якi дiють з простору X в Y .

Теорема 3. Нехай x−1, x0 ∈ D — початковi наближення,
S0 = {x ∈ D : ‖x− x0‖ < R}. Припустимо, що виконуються умови:

1) ‖x−1 − x0‖ = α;
2) iснує A−1

0 = [F (u0, v0)]
−1 i

∥∥A−1
0

∥∥ ≤ β0;
3) ‖F (x0)‖ ≤ ζ0, η0 = β0ζ0;
4) ‖Γk‖ ≤ µηk, β0µη0 < 1 ;
5) ‖Ψ0‖ ≤ γη20, ‖Ψk‖ ≤ γηkηk−1, k ≥ 1;
6) подiленi рiзницi першого порядку для оператора F задоволь-

няють умову Лiпшиця з константою L

‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ L (‖x− u‖+ ‖y − v‖) ,

де x, y, u, v ∈ D, L > 0.
Позначимо через

m = β0Lmax

{
η0(1 + β0γη0)

1− β0µη0
+ (a+ b)α, (1 + a+ b)

η0(1 + β0γη0)

1− β0µη0

}
+

+β0µη0 + β0γη0,

C∗ =
β0γη0

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)
,

припустимо, що |ak| ≤ a, bk ≤ b i

u

(
1− m(1 + C∗)

1− β0L ((2 + a+ b)u+ (a+ b)α)− β0µu

)
− η0(1 + β0γη0)

1− β0µη0
= 0

(14)
має хоча б один додатний корiнь, причому R — найменший додатний.
Якщо β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α) + β0µR < 1,

M =
m

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)− β0µR
(1 + C∗) < 1
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i S̄0 ⊂ D, тодi послiдовнiсть {xk}, утворена iтерацiйним процесом
(13), коректно визначена i збiгається до єдиного розв’язку x∗ ∈ S̄0

рiвняння (1). Крiм цього, справедлива оцiнка

‖xk − x∗‖ <
1

h(1−M)
MΦk ,

де h =
β0

(
L(1 + a+ b) + µ+ γ

)
(1 + C∗)

1− β0L ((2 + a+ b)R + (a+ b)α)− β0µR
, Φ−1 = 0, Φ0 = 1,

Φk = Φk−1 + Φk−2, k = 1, 2, . . ..

Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 1.

4 Висновки

В цiй статтi проведено аналiз стiйкостi двопараметричного методу
типу хорд до похибок обчислень при розв’язуваннi нелiнiйних рiвнянь
i встановлено оцiнку повної похибки. Отриманi оцiнки вказують на
те, що iтерацiйний процес (2) є стiйким, тобто, похибки, якщо вони
не дуже великi, не впливають на його збiжнiсть. Крiм цього, вони не
змiнюють порядок збiжностi (у роботi [7] доведено, що порядок збiжно-

стi методу (2) рiвний
1 +
√
5

2
), якщо виконуються умови ‖Γk‖ ≤ µηk,

‖Ψ0‖ ≤ γη20, ‖Ψk‖ ≤ γηkηk−1, k ≥ 1. Таким чином, потрiбно якомога
точнiше обчислювати вiдхил F (xk), а точнiсть обчислення подiленої
рiзницi F (uk, vk) може бути на порядок нижчою.
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In this paper the analysis of the stability of two-parametric secant-

type method with errors calculation for solving nonlinear equations is con-

ducted. The overall error of the reporting method is obtained.




