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Знайдено умови iснування з ймовiрнiстю одиниця двiчi неперервно ди-
ференцiйовного розв’язку задачi про коливання круглої мембрани з
випадковими початковими умовами з простору Орлiча.

1 Вступ

Тематика даної статтi знаходиться на перетинi двох галузей математи-
ки: математичної фiзики та випадкових процесiв. Зображення розв’яз-
кiв рiвнянь математичної фiзики з випадковими факторами за допомо-
гою функцiональних рядiв та вивчення їх властивостей, зокрема умов
та швидкостi збiжностi до розв’язку задачi в рiзних просторах є досить
цiкавою та важливою задачею сучасної математики.
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Вивченню рiвнянь математичної фiзики з початковими випадкови-
ми умовами присвяченi роботи [1]–[5]. В монографiї [4] можна знайти
посилання на науковi джерела, в яких описуються дослiдження, що
проводилися в даному напрямку.

В данiй роботi використано метод дослiдження крайових задач ма-
тематичної фiзики з випадковими факторами, що був запропонований
Булдигiним В.В. та Козаченком Ю.В. [6], який дозволяє обґрунтову-
вати метод Фур’є для знаходження розв’язку цих задач та вивчати
властивостi розв’язку.

2 Рiвняння коливання круглої мембрани з випад-
ковими початковими умовами з простору Орлiча

Розглянемо задачу про вiльнi коливання круглої однорiдної мембрани
радiуса R, якщо в початковий момент часу положення та швидкiсть
змiни координат її точок є деякi випадковi поля, а край мембрани
нерухомо закрiплений [7]. Дана задача зводиться до розв’язування на-
ступної крайової задачi в полярних координатах:

utt (t, ρ, ϕ) = a2
(
uρρ +

1

ρ
uρ +

1

ρ2
uϕϕ

)
, (1)

u (0, ρ, ϕ) = ξ(ρ, ϕ), u (0, ρ, ϕ) = η(ρ, ϕ), (2)

0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

u (t, R, ϕ) = 0. (3)

Початковi умови (ξ(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π]) i (η(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R]

ϕ ∈ [0, 2π]) є строго орлiчевi випадковi поля [1]. При використаннi ме-
тоду Фур’є [7] роз’язок шукається у виглядi
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(√
λnkρ

)
×

×cosnϕ+
∞∑
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√
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де
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(√
λnkρ

)
dρ

, n = 0, 1, 2, . . .
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√
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, n = 0, 1, 2, . . .

√
λnk =

νnk
R
, νnk – власнi значення крайової задачi

z′′(ρ) +
1

ρ
z′(ρ) + (λ− µ2(ρ2))z(ρ) = 0, z(ρ) = 0, |z(0)| <∞,

якi визначаються асимптотичними рiвностями [8]

νnk ∼= kπ +

(
n− 1

2

)
π

2
. (5)

Власним значенням вiдповiдають власнi функцiї

zk(ρ) = C1Jn

(νk
R
ρ
)
, k = 1, 2, 3, . . . ,

де Jn
(√

λnkρ
)

— функцiї Бесселя першого роду n-го порядку.

Теорема 2.1. Нехай виконуються умови:

1) iснують неперервнi з ймовiрнiстю одиниця похiднi ∂2ξ
∂ρ2

, ∂2ξ
∂ϕ2 , ∂2ξ

∂ρ∂ξ
,

∂η
∂ρ

, ∂η
∂ϕ

.

2) для всiх 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π ряд (4) i ряди
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ânk cos

√
λnkt+ b̂nk sin

√
λnkt

)
J ′′
n

(√
λnkρ

)
cosnϕ+

+
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(
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Тодi з ймовiрнiстю одиниця функцiя u(t,ρ,ϕ), що зображена у виглядi
ряду (4) буде двiчi неперервно диференцiйовним розв’язком задачi (1)–
(3).

Доведення. Оскiльки iснують пiдпослiдовностi часткових сум рядiв
зображених в умовi 2) даної теореми, якi збiгаються рiвномiрно з iмо-
вiрнiстю одиниця, то теорема доводиться як i в детермiнованому ви-
падку.

У роботi [5] доведено, що J ′
n

(√
λnkρ

)
, J ′′

n

(√
λnkρ

)
, можна записати

у виглядi
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√
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Для k ≥ 1, n ≥ 0 введемо позначення:
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ǎnk cos

√
λnkt+ b̌nk sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
sinnϕ,

S
(51)
nk =

k1∑
k=1

n1∑
n=0

λnk

(
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Теорема 2.2. Нехай ξ(ρ, ϕ), η(ρ, ϕ) — випадковi поля iз простору Ор-
лiча. Для того, щоб з ймовiрнiстю одиниця iснував в областi [0, R]×
[0, π]× [0, t] двiчi неперервно диференцiйовний розв’язок задачi (1)–(3) ,
що зображується у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду
(4), достатньо щоб

1) iснували неперервнi з ймовiрнiстю одиниця похiднi ∂2ξ
∂ρ2

, ∂2ξ
∂ϕ2 , ∂2ξ
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,

∂η
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;

2) для всiх ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, π], t ∈ [0, T ] збiгалися ряди
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√
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∞∑
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n(
√
λnkρ)J

′′
m(
√
λmlρ) cosnϕ cosmϕ,

∞∑
k=1

∞∑
n=0

∞∑
l=1

∞∑
m=0

(
Eǎnkǎml cos

√
λnkt cos

√
λmlt +

+Eb̌nkb̌ml sin
√
λnkt sin

√
λmlt+2Eǎnkb̌ml cos

√
λnkt sin

√
λmlt

)
×

×J ′′
n(
√
λnkρ)J

′′
m(
√
λmlρ) sinnϕ sinmϕ;

3) для n ≥ 1, k = 0, 1, . . . 6, i = 1, 2 справджувалася нерiвнiсть

sup
|ρ−ρ1|≤h
|ϕ−ϕ1|≤h
|t−t1|≤h

(
E
∣∣S(ki)

n (t, ρ, ϕ)− S(ki)
n (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣2) 1
2 ≤ σk(h),
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де σk (h) — неперервнi монотонно зростаючi функцiї такi, що
σk (h)→ 0 при h→ 0, i є збiжним iнтеграл

ε∫
0

U (−1)

((
R

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)(
π

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)
×

×

(
T

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

))
du, (8)

σ
(−1)
k (ε) — функцiя обернена до σk (ε) .

Доведення. Умова 2) даної теореми забезпечує збiжнiсть в середньо-
му квадратичному рядiв, що розглянутi в умовi 2) теореми 2.1. З умови
3) даної теореми та теореми 5 роботи [3] випливає, що ряди розглянутi
в умовi 2) теореми 2.1 збiгаються за ймовiрнiстю в C([0, R] × [0, π] ×
[0, t]).

3 Умови iснування з iмовiрнiстю одиниця розв’язку
рiвняння коливання круглої мембрани у частко-
вому випадку

Приклад 1. Нехай ξ(ρ, ϕ), η(ρ, ϕ) — строго орлiчевi поля з простору
LU(Ω), де U(x) = |x|p, тобто з простору Lp(Ω). Нехай в iнтегралi (8)
σk(h) = Ck|h|δ, 0 < δ < 1. Тодi, для того щоб iнтеграл (8) був збiжним
достатньо, щоб для досить малого ε > 0 iснував та був скiнченним
iнтеграл:

∫ ε

0+

((
RC

1
δ
k

2u
1
δ

+ 1

)(
πC

1
δ
k

2u
1
δ

+ 1

)(
TC

1
δ
k

2u
1
δ

+ 1

)) 1
p

du.

При достатньо малих ε > 0 дана умова буде мати вигляд:

∫ ε

0+

(
RC

1
δ
k

2u
1
δ

· πC
1
δ
k

2u
1
δ

· TC
1
δ
k

2u
1
δ

) 1
p

du ≤ D

∫ ε

0+

(
1

u
2
pδ

)
du,

де D =

(
RTπC

3
δ
k

8

) 1
p

. Останнiй iнтеграл збiгається при δ > 3
p
.
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Теорема 3.1. Нехай (ξ(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π]), (η(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R],

ϕ ∈ [0, 2π]) — строго орлiчевi випадковi поля з простору LU(Ω), де
U(x) = |x|p, при p > 3, а також

B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = B0000(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = Eξ(ρ, ϕ)ξ(ρ̄, ϕ̄),

R(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄) = R0000(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)Eη(ρ, ϕ)η(ρ̄, ϕ̄).

Для того, щоб з ймовiрнiстю одиниця iснував в областi [0, R]×[o, 2π]×
×[0, T ] двiчi неперервно диференцiйовний розв’язок задачi (1)–(3), що
зображується у виглядi ряду (4), достатньо, щоб виконувались умо-
ви:

1) iснували неперервнi частковi похiднi (ρ ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π])

B1010 =
∂4B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)

∂ρ2∂ρ̄2
,

B0202 =
∂4B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)

∂ϕ2∂ϕ̄2
,

B1212 =
∂4B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)

∂ρ∂ρ̄∂ϕ∂ϕ̄
,

R1010 =
∂2B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)

∂ρ∂ρ̄
,

R0202 =
∂2B(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄)

∂ϕ∂ϕ̄
,

i для достатньо малих h виконуються нерiвностi:

sup
|ρ−ρ̄|≤h
|ϕ−ϕ̄|≤h

(Bz(ρ, ϕ, ρ, ϕ)−BZ(ρ̄, ϕ̄, ρ̄, ϕ̄)− 2Bz(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄))
1
2 ≤ Cz|h|δ,

sup
|ρ−ρ̄|≤h
|ϕ−ϕ̄|≤h

(Rz(ρ, ϕ, ρ, ϕ)−RZ(ρ̄, ϕ̄, ρ̄, ϕ̄)− 2Rz(ρ, ϕ, ρ̄, ϕ̄))
1
2 ≤ Cz1 |h|δ,

де δ > 3
p
; z = (0000); (1010); (0202); (1212), z1 = (0000); (1010);

(0202);
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2) збiгалися ряди

∞∑
k=1

∞∑
n=0

∞∑
l=1

∞∑
m=0

[
|Eânkâml|+ |Eb̂nkb̂lm|+ 2|Eânkb̂ml|

]
<∞,

∞∑
k=1

∞∑
n=0

∞∑
l=1

∞∑
m=0

[
|Eǎnkǎml|+ |Eb̌nkb̌lm|+ 2|Eǎnkb̌ml|

]
<∞;

3) для довiльних δ > 3
p

збiжними є такi ряди

∞∑
k=1

∞∑
n=0

n2

[(
E(ânk)

2
) 1

2 +
(
E(b̂nk)

2
) 1

2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
,

∞∑
k=1

∞∑
n=0

n2
[(
E(ǎnk)

2
) 1

2 +
(
E(b̌nk)

2
) 1

2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
,

∞∑
k=1

∞∑
n=0

(n+ k)2
[(
E(ânk)

2
) 1

2 +
(
E(b̂nk)

2
) 1

2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
,

∞∑
k=1

∞∑
n=0

(n+ k)2
[(
E(ǎnk)

2
) 1

2 +
(
E(b̌nk)

2
) 1

2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

Доведення. Умова 1) даної теореми забезпечує виконання умови 1)
теореми 2.2. Умова 2) випливає з умови 2) тiєї ж теореми 2.2, якщо
врахувати, що∣∣∣Jn (√λnkρ

)∣∣∣ = 1

π

∣∣∣∣∫ π

0

cos
(√

λnkρ sin θ − nθ
)
dθ

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

π

∫ π

0

∣∣∣cos(√λnkρ sin θ − nθ
)∣∣∣ dθ ≤ 1

π

∫ π

0

dθ ≤ 1.

Розглянемо (
E
∣∣∣S(01)

nk (t, ρ, ϕ)− S(01)
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤

=

(
E

∣∣∣∣∣
k1∑
k=1

n1∑
n=0

(
ânk cos

√
λnkt+ b̂nk sin

√
λnkt

)
Jn

(√
λnkρ

)
cosnϕ −
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−
k1∑
k=1

n1∑
n=0

(
ânk cos

√
λnkt1 + b̂nk sin

√
λnkt1

)
Jn

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣∣∣
2
 1

2

=

=

(
E

∣∣∣∣∣
k1∑
k=1

n1∑
n=0

ânk

(
cos
√
λnkt

(
Jn

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
Jn

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

)
+

+

k1∑
k=1

n1∑
n=0

b̂nk

(
sin
√
λnkt

(
Jn

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− sin
√
λnkt1

(
Jn

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣2) 1
2

≤

≤
k1∑
k=1

n1∑
n=0

(
E (ânk)

2) 1
2

∣∣∣cos√λnkt
(
Jn

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
Jn

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣+
+

k1∑
k=1

n1∑
n=0

(
E
(
b̂nk

)2) 1
2 ∣∣∣sin√λnkt

(
Jn

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− sin
√
λnkt1

(
Jn

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣ .
Використовуючи iнтегральне зображення функцiї Бесселя першого ро-
ду порядку n (n — цiле невiд’ємне число)

Jn (z) =
1

π

∫ π

0

cos (z sin θ − nθ) dθ, n = 0, 1, 2, . . . ,

отримаємо такi оцiнки∣∣∣cos√λnktJn

(√
λnkρ

)
cosnϕ− cos

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣cos√λnkt

(
1

π

∫ π

0

cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

))
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
1

π

∫ π

0

cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

))
cosnϕ1

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣ 1π
∫ π

0

[
cos
√
λnkt cos

((√
λnkρ

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1 cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ1

]
dθ
∣∣∣ ≤

≤ 1

π

∫ π

0

∣∣∣cos√λnkt cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

)
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1 cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ1

∣∣∣ dθ ≤
≤ 1

π

∫ π

0

[∣∣∣cos√λnkt− cos
√
λnkt1

∣∣∣+ ∣∣∣cos((√λnkρ
)
sin θ − nθ

)
−

− cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

)∣∣∣+ |cosnϕ1 − cosnϕ1|
]
dθ ≤

≤ 2

π

∫ π

0

[∣∣∣∣sin √λnk(t− t1)2

∣∣∣∣+∣∣∣∣sin √λnk(ρ− ρ1) sin θ2

∣∣∣∣ +
+

∣∣∣∣sin n(ϕ− ϕ1)

2

∣∣∣∣] dθ.
Використаємо асимптотичне зображення значень λnk(див. (5)) i нерiв-
нiсть | sinα| ≤ |α|δ для 0 < δ < 1, матимемо∣∣∣cos√λnktJn

(√
λnkρ

)
cosnϕ− cos

√
λnkt1Jn

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣ ≤
≤ 2

π

∫ π

0

[∣∣∣∣√λnk(t− t1)2

∣∣∣∣δ + ∣∣∣∣√λnk(ρ− ρ1)2

∣∣∣∣δ + ∣∣∣∣n(ϕ− ϕ1)

2

∣∣∣∣δ
]
dθ ≤

≤ 2

[(√
λnkh

2

)δ
+

(√
λnkh

2

)δ
+

(
nh

2

)δ]
≤

≤ 21−δhδ(2(k + n)δ + nδ).

З вищевказаного маємо(
E
∣∣∣S(01)

nk (t, ρ, ϕ)− S(01)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C01 |h|δ,

C01 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.
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(
E
∣∣∣S(02)

nk (t, ρ, ϕ)− S(02)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C02 |h|
δ ,

C02 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(11)

nk (t, ρ, ϕ)− S(11)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C11 |h|
δ ,

C11 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

n
[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(12)

nk (t, ρ, ϕ)− S(12)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C12 |h|
δ ,

C12 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

n
[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(21)

nk (t, ρ, ϕ)− S(21)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C21 |h|
δ ,

C21 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)
π

R

[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(22)

nk (t, ρ, ϕ)− S(22)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C22 |h|
δ ,

C22 = 2
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)
π

R

[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n))δ + nδ

)
.

Розглянемо (
E
∣∣∣S(31)

nk (t, ρ, ϕ)− S(31)
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤

≤
k1∑
k=1

n1∑
n=0

(
E (ânk)

2) 1
2

∣∣∣cos√λnkt
(
J ′
n

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
J ′
n

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣+
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+

k1∑
k=1

n1∑
n=0

n

(
E
(
b̂nk

)2) 1
2 ∣∣∣sin√λnkt

(
J ′
n

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− sin
√
λnkt1

(
J ′
n

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣ .(
E
∣∣∣S(32)

nk (t, ρ, ϕ)− S(32)
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤

≤
k1∑
k=1

n1∑
n=0

n
(
E (ǎnk)

2) 1
2

∣∣∣cos√λnkt
(
J ′
n

(√
λnkρ

))
sinnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
J ′
n

(√
λnkρ1

))
sinnϕ1

∣∣∣+
+

k1∑
k=1

n1∑
n=0

n
(
E
(
b̌nk
)2) 1

2
∣∣∣sin√λnkt

(
J ′
n

(√
λnkρ

))
sinnϕ −

− sin
√
λnkt1

(
J ′
n

(√
λnkρ1

))
sinnϕ1

∣∣∣ .
Використовуючи зображення (6) запишемо:∣∣∣cos√λnktJ

′
n

(√
λnkρ

)
cosnϕ− cos

√
λnkt1J

′
n

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣cos√λnkt

(√
λnk
π

∫ π

0

cos θ cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

)
dθ

)
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(√
λnk
π

∫ π

0

cos θ cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
dθ

)
cosnϕ1

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣√λnkπ

∫ π

0

cos θ
[
cos
√
λnkt cos

((√
λnkρ

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1 cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ1

]
dθ
∣∣∣ =

≤
√
λnk
π

∫ π

0

|cos θ|
∣∣∣cos√λnkt cos

((√
λnkρ

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ ≤

− cos
√
λnkt1 cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ1

∣∣∣ dθ ≤
≤ 21−δ(k + n)

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.
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Аналогiчно знаходимо:∣∣∣sin√λnktJ
′
n

(√
λnkρ

)
cosnϕ− sin

√
λnkt1J

′
n

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣ ≤
≤ 21−δ(k + n)

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.∣∣∣cos√λnktJ

′
n

(√
λnkρ

)
sinnϕ− cos

√
λnkt1J

′
n

(√
λnkρ1

)
sinnϕ1

∣∣∣ ≤
≤ 21−δ(k + n)

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.∣∣∣sin√λnktJ

′
n

(√
λnkρ

)
sinnϕ− sin

√
λnkt1J

′
n

(√
λnkρ1

)
sinnϕ1

)
≤

≤ 21−δ(k + n)

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

Отже, (
E
∣∣∣S(31)

nk (t, ρ, ϕ)− S(31)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C31 |h|
δ ,

C31 =
21−δ

R

∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)
[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

] (
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(32)

nk (t, ρ, ϕ)− S(32)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C32 |h|
δ ,

C32 =
21−δ

R

∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)
[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2

] (
2 (k + n)δ + nδ

)
.

Аналогiчними мiркуваннями отримаємо такi нерiвностi:(
E
∣∣∣S(41)

nk (t, ρ, ϕ)− S(41)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C41 |h|
δ ,

C41 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

n2
[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(42)

nk (t, ρ, ϕ)− S(42)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C42 |h|
δ ,

C42 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

n
[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2+
]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.
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(
E
∣∣∣S(51)

nk (t, ρ, ϕ)− S(51)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C51 |h|
δ ,

C51 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)2
π2

R2

[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

(
E
∣∣∣S(52)

nk (t, ρ, ϕ)− S(52)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C52 |h|
δ ,

C52 = 21−δ
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)2
π2

R2

[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

Розглянемо (
E
∣∣∣S(61)

nk (t, ρ, ϕ)− S(61)
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤

≤
k1∑
k=1

n1∑
n=0

(
E (ânk)

2) 1
2

∣∣∣cos√λnkt
(
J ′′
n

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
J ′′
n

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣+
+

k1∑
k=1

n1∑
n=0

n

(
E
(
b̂nk

)2) 1
2 ∣∣∣sin√λnkt

(
J ′′
n

(√
λnkρ

))
cosnϕ −

− sin
√
λnkt1

(
J ′′
n

(√
λnkρ1

))
cosnϕ1

∣∣∣ .(
E
∣∣∣S(62)

nk (t, ρ, ϕ)− S(62
nk (t, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤

≤
k1∑
k=1

n1∑
n=0

n
(
E (ǎnk)

2) 1
2

∣∣∣cos√λnkt
(
J ′′
n

(√
λnkρ

))
sinnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
J ′′
n

(√
λnkρ1

))
sinnϕ1

∣∣∣+
+

k1∑
k=1

n1∑
n=0

n
(
E
(
b̌nk
)2) 1

2
∣∣∣sin√λnkt

(
J ′′
n

(√
λnkρ

))
sinnϕ −

− sin
√
λnkt1

(
J ′′
n

(√
λnkρ1

))
sinnϕ1

∣∣∣ .
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Використовуючи (7) маємо∣∣∣cos√λnktJ
′′
n

(√
λnkρ

)
cosnϕ− cos

√
λnkt1J

′′
n

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣ ≤
=

∣∣∣∣cos√λnkt

(
−λnk

π

∫ π

0

sin2 θ cos
((√

λnkρ
)
sin θ − nθ

))
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1

(
−λnk

π

∫ π

0

sin2 θ cos
((√

λnkρ1

)
sin θ − nθ

))
cosnϕ1

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣−λnkπ
∫ π

0

sin2 θ
[
cos
√
λnkt cos

((√
λnkρ

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1 cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ1

]
dθ
∣∣∣ ≤

≤ λnk
π

∫ π

0

∣∣sin2 θ
∣∣ ∣∣∣cos√λnkt cos

((√
λnkρ

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ −

− cos
√
λnkt1 cos

((√
λnkρ1

)
sin θ − nθ

)
cosnϕ1

∣∣∣ dθ ≤
≤ 21−δ(k + n)2π

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

Аналогiчно переконуємося в справедливостi нерiвностей:∣∣∣sin√λnktJ
′′
n

(√
λnkρ

)
cosnϕ− sin

√
λnkt1J

′′
n

(√
λnkρ1

)
cosnϕ1

∣∣∣
≤ 21−δ(k + n)2π

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.∣∣∣cos√λnktJ

′′
n

(√
λnkρ

)
sinnϕ− cos

√
λnkt1J

′′
n

(√
λnkρ1

)
sinnϕ1

∣∣∣
≤ 21−δ(k + n)2π

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.∣∣∣sin√λnktJ

′′
n

(√
λnkρ

)
sinnϕ− sin

√
λnkt1J

′′
n

(√
λnkρ1

)
sinnϕ1

∣∣∣
≤ 21−δ(k + n)2π

R
|h|δ

(
2 (k + n)δ + nδ

)
.(

E
∣∣∣S(61)

nk (t, ρ, ϕ)− S(61)
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C61 |h|
δ ,

C61 =
21−δπ

R

∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)2
[
(Eâ2nk)

1
2 + (Eb̂2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.
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(
E
∣∣∣S(62)

nk (t, ρ, ϕ)− S(62
nk (t1, ρ1, ϕ1)

∣∣∣2) 1
2

≤ C62 |h|
δ ,

C62 =
21−δπ

R

∞∑
k=1

∞∑
n=0

(k + n)2
[
(Eǎ2nk)

1
2 + (Eb̌2nk)

1
2

]
×
(
2 (k + n)δ + nδ

)
.

Отже, виконання умови 3) даної теореми забезпечує виконання
умови 3) теореми 2.2.
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Conditions for the existence with probability of continuously twice dif-

ferentiable solution of round membrane’s vibrations with random initial

conditions from Orlicz space are found.




