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Проведено порiвняння алгебризованих методiв iнтегрування нелiнiй-
них рiвнянь, запропонованих В.О. Марченком та В.Б. Матвєє-
вим. Отримане в явнiй формi матричне пертворення Дарбу-Крама-
Матвєєва методом проектування В.О. Марченка.

Вступ

В сучаснiй теорiї нелiнiйних рiвнянь математичної фiзики прийнята
умовна класифiкацiя [1, 2] систем на: неiнтегровнi, С-iнтегровнi та S-
iнтегровнi.

С-iнтегровнi — це системи, що допускають лiнеаризацiю при вiдпо-
вiднiй замiнi змiнних (“integrable through a change of variables”), S-
iнтегровнi (“integrable by spectral transform method”) — це системи, що
допускають дослiдження одним iз варiантiв методу оберненої задачi.
Неiнтегровнi — всi iншi, якi складають абсолютну бiльшiсть реальних
фiзичних систем. С-iнтегровнi системи цiкавi не тiльки самi по собi, але
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i тiсним зв’язком з S-iнтегровними моделями. Розглянемо цей зв’язок
на прикладi C-iнтегровної системи скалярних рiвнянь:{

α2vt2 − vxx − 2vvx = 0,

α3vt3 − vxxx − 3vvxx − 3v2x − 3v2vx = 0,
(1)

яка тiсно пов’язана з S-iнтегровним рiвнянням Кадомцева-Петвiашвiлi
(KP):

α3ut3 =
1

4
uxxx + 3uux +

3

4
α2
2D

−1{ut2t2}. (2)

В рiвняннях (1)–(2) i надалi нижнi iндекси при функцiях позначають
диференцiювання по вiдповiдних змiнних: vt2 := ∂v

∂t2
, vx := ∂v

∂x
i т.д., а

α2, α3 — деякi, взагалi кажучи, комплекснi сталi. Дiя оператора L на
функцiю ϕ позначатиметься L{ϕ}. Наприклад, пiд виразом D−1{ut2t2}
в рiвняннi (2) ми розумiємо “першу” первiсну функцiї ∂2u

∂t22
стосовно

змiнної x. При α2, α3 ∈ R перше з рiвнянь системи (1) є добре вiдомим
рiвнянням Бюргерса [3], а друге є його “вищою” симетрiєю. Обидва
рiвняння лiнеаризуються пiдстановкою Хопфа-Коула [4, 5] до системи
вигляду: {

α2ϕt2 = ϕxx,

α3ϕt3 = ϕxxx,
v =

ϕx
ϕ

=
∂

∂x
(lnϕ) . (3)

Розв’язки рiвняння KP (2) виражаються через розв’язки системи (1)
(а отже, i лiнiйної системи (3)) таким чином: u = vx =

∂2

∂x2
(lnϕ)

Нехай L0 — матричний лiнiйний диференцiальний оператор зi ста-
лими коефiцiєнтами, а (N × N)-матрична функцiя ϕ — розв’язок лi-
нiйного рiвняння:

L0{ϕ} = 0. (4)

Тодi функцiї
Φ = ϕxϕ

−1, (5)

та
Φ̃ = ϕ−1ϕx (6)

будуть розв’язками нелiнiйних рiвнянь:

L{Φ} = 0, L̃{Φ̃} = 0, (7)
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де L та L̃ — деякi нелiнiйнi диференцiальнi оператори. Надалi, рiвнян-
ня вигляду (7), якi допускають лiнеаризацiю (4) за допомогою матри-
чних узагальнень (5)-(6) пiдстановки Хопфа-Коула (3), ми називати-
мемо рiвняннями типу Бюргерса.

Приклад 1. Розглянемо рiвняння (4) з оператором L0 = α2∂t2−∆ :=

α2∂t2 −
∑n

i=1 ciIN∂
2
xi

:

L0{ϕ} := α2ϕt2 −
n∑
i=1

ciϕxixi = 0, (8)

де α2, ci ∈ C, IN — одинична матриця розмiрностi N ×N .
Покладемо x := (x1, . . . , xn). Тодi функцiї Φ (5), Φ̃ (6) вигляду:

Φ :=

 Φ1

...
Φn

 :=

 ϕx1ϕ
−1

...
ϕxnϕ

−1

 ,

Φ̃ := (Φ̃1, . . . , Φ̃n) := (ϕ−1ϕx1 , . . . , ϕ
−1ϕxn),

(9)

задовольнятимуть, вiдповiдно, рiвняння типу Бюргерса вигляду:

α2Φt2 = ∆Φ+ 2(∇Φ>)>Φ, (10)

α2Φ̃t2 = ∆Φ̃ + 2Φ̃∇Φ̃, (11)

де ∆ =
∑n

i=1 ci∂
2
xi

, ∇ = (c1∂x1 , . . . , cn∂xn)
>.

Зауваження 1. Якщо функцiя ϕ є розв’язком системи:{
L0{ϕ} = 0,

M0{ϕ} = 0,
(12)

то функцiя Φ вигляду (5) буде розв’язком системи нелiнiйних рiв-
нянь: {

L{Φ} = 0,

M{Φ} = 0,
(13)

з нелiнiйними диференцiальними операторами M та L.
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Структура роботи є наступна. Першi три роздiли в основному при-
значенi для опису методiв iнтегрування нелiнiйних рiвнянь, запропоно-
ваних В.О. Марченком [6] та В.Б. Матвєєвим [7]. Зокрема, твердження
1, 2, 5–7 iз роздiлу 1 та твердження 8 iз роздiлу 2 в дещо iншiй фор-
мi були отриманi в роботi [6]. Аналогiчно, твердження 9–11 в iншому
виглядi наведено в роботi [7].

В роздiлi 1 ми демонструємо зв’язок деяких матричних систем ти-
пу Бюргерса (C-iнтегровних систем) i нелiнiйних iнтегровних моделей
теорiї солiтонiв (S-iнтегровних систем).

В роздiлi 2 описується метод побудови точних розв’язкiв скаляр-
них версiй цих нелiнiйних рiвнянь, в основi якого лежить одна з iдей
В.О. Марченка, використана ним при розробцi алгебризованого мето-
ду iнтегрування нелiнiйних моделей — методу операторних алгебр [6].
Суть її полягає в надзвичайно простому виглядi матричного аналога
перетворення Хопфа-Коула (5)-(6) при виборi матрицi Вронського в
якостi розв’язку лiнiйного рiвняння (4) (див. Твердження 8). Зокрема,
отримуються N -солiтоннi розв’язки для рiвняння Кадомцева-Петвiаш-
вiлi (KP) та нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (NSE). В наступному
роздiлi демонструється пiдхiд до побудови точних розв’язкiв нелiнiй-
них рiвнянь за допомогою зображень Лакса та диференцiальних пере-
творень Дарбу-Крама-Матвєєва [7]. В результатi показано, що методи
роздiлiв 2 та 3 приводять до одних i тих самих класiв розв’язкiв вiд-
повiдних нелiнiйних рiвнянь.

Метою нашого дослiдження є прояснення цього результату. А саме,
використовуючи iдею В.О. Марченка, в роздiлi 4 ми отримуємо загаль-
не матричне диференцiальне перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва
для довiльного матричного лiнiйного еволюцiйного рiвняння як про-
екцiю однократного перетворення Дарбу-Матвєєва бiльшої матричної
розмiрностi. В додатках отримано явний вигляд матричних коефiцiєн-
тiв перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва в термiнах функцiй, що вхо-
дять до ядра цього перетворення. Також в додатках наводиться явний
вигляд iнтегрального оператора, який є оберненим до матричного пе-
ретворення Дарбу-Крама-Матвєєва.
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1 Роздiл 1

У цьому роздiлi ми розглянемо зв’язки мiж матричними узагальнення-
ми рiвнянь Кадомцева-Петвiашвiлi (MKP), модифiкованого матрично-
го Кадомцева-Петвiашвiлi (mMKP), системою Девi-Стюартсона (DS)
та матричними рiвняннями типу Бюргерса.

Розглянемо пару операторiв:

M2 = α2∂t2 −D2 − 2u,

M3 = α3∂t3 −D3 − 3uD − 3
2
ux − 3

2
α2D

−1{ut2},
(14)

де D−1{ut2} — первiсна стосовно змiнної x ∈ R для (N ×N)-матричної
гладкої, взагалi кажучи, комплекснозначної функцiї ut2:=

∂
∂t2
u(x, t2, t3);

α2, α3 ∈ R ∪ iR. Комутаторне рiвняння M2M3 −M3M2 =: [M2,M3] = 0

еквiвалентне матричному узагальненню рiвняння KP:

α3ut3 =
1

4
uxxx+

3

2
uux+

3

2
uxu+

3

4
α2
2D

−1{ut2t2}−
3

2
α2

[
u,D−1{ut2}

]
(15)

Розглянемо нелокальну редукцiю u−Φx = 0. Тодi система рiвнянь
Mj{Φ} = 0, j = 2, 3 складатиметься з двох рiвнянь Бюргерса:{

α2Φt2 − Φxx − 2ΦxΦ = 0,

α3Φt3 − Φxxx − 3ΦxxΦ− 3Φ2
x − 3ΦxΦ

2 = 0.
(16)

Неважко перевiрити, що якщо функцiя Φ є розв’язком системи (16),
то u = Φx задовольнятиме матричне рiвняння KP (15).

В свою чергу функцiя Φ задовольнятиме таке матричне узагальне-
ння рiвняння KP у потенцiальнiй формi:

α3Φt3 −
1

4
Φxxx −

3

2
Φ2
x −

3

4
α2
2D

−1{Φt2t2}+
3

2
α2D

−1{[Φx,Φt2 ]} = 0. (17)

Диференцiальний наслiдок рiвняння (17) виглядає так:(
α3Φt3 −

1

4
Φxxx −

3

2
Φ2
x

)
x

− 3

4
α2
2Φt2t2 +

3

2
α2 [Φx,Φt2 ] = 0 (18)

i має такий самий вигляд, як матричне рiвняння KP (15) пiсля пiдста-
новки u = Φx.
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Тепер розглянемо побудову розв’язкiв матричних рiвнянь Бюргер-
са (16). Для цього використовуються розв’язки рiвняньMj{ϕ}, j = 2, 3,
з операторами вигляду (14), в яких покладається u = 0. А саме, має
мiсце таке твердження:

Твердження 1. Нехай (N ×N)-матричнi функцiї ϕ задовольняють
систему: {

α2ϕt2 − ϕxx = ϕA,

α3ϕt3 − ϕxxx = 0
(19)

де α2, α3 ∈ R ∪ iR; A — (N ×N)-стала матриця.
Тодi функцiя Φ := ϕxϕ

−1 (5) задовольнятиме систему матричних
рiвнянь типу Бюргерса (16).

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою пiдстановкою
функцiї Φ := ϕxϕ

−1 в систему (16).

Зауважимо, що якщо функцiя Φ задовольняє систему (16), то u =

Φx крiм рiвняння (15) задовольнятиме ще одне матричне узагальнення
рiвняння MKP [8]:

α3ut3 =
1

4
uxxx + 3uxu+

3

4
α2
2D

−1{ut2t2} − 3u[u,D−1{u}], (20)

а функцiя Φ буде розв’язком такого матричного узагальнення рiвняння
KP у потенцiальнiй формi:

α3Φt3 =
1

4
Φxxx+3Φ2

x−3D−1{ΦxΦxx}+
3

4
α2
2D

−1{Φt2t2}−3D−1{Φx[Φx,Φ]},
(21)

Отже, якщо (N×N)-матрична функцiя Φ задовольняє систему двох
рiвнянь Бюргерса (16), то вона також задовольнятиме два матричнi
узагальнення рiвняння Кадомцева-Петвiашвiлi у потенцiальнiй формi
(17) та (21), а функцiя u = Φx задовольнятиме два матричнi узагальне-
ння рiвняння Кадомцева-Петвiашвiлi (15) та (20).

Наступне твердження показує, як матричнi рiвняння KP (15) та
(20), а також диференцiальний наслiдок рiвняння MKP у потенцiаль-
нiй формi (18), можна записати за допомогою виразiв, що стоять у
лiвих частинах рiвнянь Бюргерса (16).
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Твердження 2. Введемо позначення h2 := α2Φt2 −Φxx − 2ΦxΦ, h3 :=
α3Φt3 −Φxxx− 3ΦxxΦ− 3Φ2

x− 3ΦxΦ
2. Матричнi рiвняння (15) та (18),

враховуючи, що u = Φx, можна записати таким чином:

−3

4
α2∂t2{h2} −

3

4
D2{h2}+D{h3} −

3

2
D{h2Φ} = 0, (22)

Для рiвняння (20) зображення в термiнах h2 та h3 матиме такий
вигляд:

−3

4
α2∂t2{h2}+D{h3} −

3

4
D2{h2} −

3

2
D{h2}Φ−

3

2
Φxh2 = 0. (23)

Тепер дослiдимо зв’язок рiвнянь Бюргерса з матричним узагаль-
ненням модифiкованого рiвняння Кадомцева-Петвiашвiлi (mMKP) та
його зображенням Лакса.

Для цього введемо оператори mMKP:

M̃2 = α2∂t2 −D2 − 2vD,

M̃3 = α3∂t3 −D3 − v2D2 − v1D,

де v = v(x, t2, t3), v1 = v1(x, t2, t3), v2 = v2(x, t2, t3) — N × N -матричнi
функцiї. Комутаторне рiвняння [M2,M3] = 0 еквiвалентне системi:

v2x = 3vx − [v, v2],

α2v2t2 = v2xx + 2v1x − 6vxx + 2vv2x − 4v2vx + 2[v, v1],

2α3vt3 = α2v1t2 − v1xx + 2vxxx + 2v2vxx − 2(vv1x − v1vx).
(24)

У скалярному випадку (N = 1) система (24) набуде вигляду:

3

4
α2
2D

−1{vt2t2}+
3

2
α2vxD

−1{vt2} = α3vt3 −
1

4
vxxx +

3

2
v2vx (25)

Рiвняння (25) є модифiкованим рiвнянням Кадомцева-Петвiашвiлi
(mKP), а система (24) є, вiдповiдно, його матричним узагальненням.

У скалярному випадку (N = 1) мiж рiвняннями mKP (25), Бюр-
герса та потенцiальним KP (див. формулу (17), скалярний випадок)
iснує зв’язок, який описується наступним твердженням:

Твердження 3. Нехай скалярна функцiя v задовольняє рiвняння
Бюргерса:

α2vt2 − vxx − 2vvx = 0,
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Тодi функцiя v задовольнятиме рiвняння mKP (25) тодi i лише то-
дi, коли вона буде розв’язком потенцiального рiвняння Кадомцева-
Петвiашвiлi:

3

4
α2
2D

−1{vt2t2} = α3vt3 −
1

4
vxxx −

3

2
v2x. (26)

В матричному випадку система рiвнянь (24) допускає редукцiйнi
обмеження вигляду

v = Φ, v1 = 3(Φx + Φ2), v2 = 3Φ, (27)

де функцiя Φ є розв’язком системи рiвнянь типу Бюргерса{
α2Φt2 − Φxx − 2ΦΦx = 0,

α3Φt3 − Φxxx − 3ΦΦxx − 3Φ2
x − 3Φ2Φx = 0,

(28)

що дозволяє будувати широкi класи точних розв’язкiв рiвняння mMKP
(24).

А саме, справедливе таке твердження:

Твердження 4. Введемо позначення g1 := 3v−v2, g2 := 3(vx+v
2)−v1,

g3 := α2vt2 − vxx − 2vvx, g4 := α3vt3 − vxxx − 3vvxx − 3v2x − 3v2vx. Тодi
систему (24) можна записати у такому виглядi:



D{g1}+ [v, g1] = 0,

α2∂t2{g2} − 3D{g3} −D2{g2} − 3{g3, v}+ 2g4 − 2vD{g2}+
+2g1vxx + 2g2vx = 0,

α2∂t2{g1} −D2{g1} − 2D{g2} − 2vD{g1}+ 4g1vx − 3g3−
−2[v, g2] = 0.

(29)

Доведення. Доведення Твердження 4 здiйснюється прямою пiдста-
новкою функцiй gi, i = 1, 4, в систему (29).

Зауважимо, що аналог лiнеаризуючої пiдстановки Хопфа-Коула
для системи (28), на вiдмiну вiд Твердження 1, має вигляд Φ = ϕ−1ϕx
(6), де ϕ є розв’язком лiнiйної системи:{

α2ϕt2 − ϕxx = Aϕ,

α3ϕt3 − ϕxxx = 0.
(30)
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Отже, функцiї v, v1, v2 вигляду (27), де Φ задається формулами (6),
(30), будуть розв’язками рiвняння mMKP (24).

Тепер встановимо зв’язок мiж рiвнянням MKP (15) та рiвнянням
mMKP (24). Для цього розглянемо пару Лакса M2, M3 (14) що вiд-
повiдає рiвнянню MKP (15), i функцiю ϕ, яка є (N × N)-матричним
розв’язком системи: {

M2{ϕ} = 0,

M3{ϕ} = 0.
(31)

Проведемо одягання операторiв M2, M3 за допомогою функцiї ϕ:

M̂2 := ϕ−1M2ϕ = α2∂t2 −D2 + 2vD,

M̂3 := ϕ−1M3ϕ = α3∂t3 −D3 + v2D
2 + v1D,

(32)

де функцiї v, v1, v2 виражаються через матричний потенцiал u опера-
тора M2 (14) та розв’язок ϕ лiнiйної системи (31) таким чином:

3v = v2 = −3ϕ−1ϕx,

v1 = 3(ϕ−1uϕ+ ϕ−1ϕxx). (33)

Справедливе таке твердження:

Твердження 5. Функцiя u задовольняє MKP (15) тодi i лише тодi,
коли функцiї v, v1, v2 вигляду (33) будуть розв’язками mMKP (24).

На закiнчення роздiлу дослiдимо зв’язок матричних рiвнянь Бюр-
герса та системи Девi-Стюартсона (DS). Розглянемо таку лiнiйну си-
стему рiвнянь: {

α2ϕt2 +Bϕxx = 0,

α1ϕt1 +Bϕx = ϕA,
(34)

де ϕ — (2N × 2N)-матричнi функцiї, α1, α2 ∈ R ∪ iR; A,B — (2N ×
2N)-сталi матрицi, B2 = I2N (через I2N ми позначатимемо одиничну
(2N × 2N)-матрицю).

Справедливе таке твердження:
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Твердження 6. (2N × 2N)-матрична функцiя Φ := ϕxϕ
−1, де ϕ —

розв’язок системи (34), задовольняє таку систему:{
α2Φt2 +B(Φxx + 2ΦxΦ) + [B,Φ](Φx + Φ2) = 0,

α1Φt1 +BΦx + [B,Φ]Φ = 0.
(35)

Система (35) складаєтьcя з двох матричних узагальнень рiвнянь
Бюргерса. Зауважимо, що при B = I2N перше рiвняння системи (35)
спiвпадатиме з першим рiвнянням системи (16). Наступне твердження
показує зв’язок мiж рiвняннями (35) та системою Девi-Стюартсона.

Твердження 7. Введемо позначення: b1(x) := α1Φt1 +BΦx + [B,Φ]Φ,
b2(x) := α2Φt2 + B(Φxx + 2ΦxΦ) + [B,Φ](Φx + Φ2). Тодi справедливi
рiвностi:

2α2But2 + α2
1ut1t1 + uxx + 2u3 − 2α1{vt1 , u} = [g(x), B],

α1vt1 +Bvx − u2 = {b1(x), B}

де

g(x) = 2b2+α1Bb1t1+b1x−B[B, b1x]Φ−B[B,Φ]b1−{b1t1 , B}B+2B[B,Φ]b1,

u = [Φ, B] = ΦB −BΦ, v := {Φ, B} = ΦB +BΦ. (36)

З попереднього твердження ми як наслiдок отримуємо, що якщо
матрична функцiя Φ задовольняє систему (35), то функцiї u = [Φ, B]

та v = {Φ, B} задовольняють систему рiвнянь:{
2α2But2 + α2

1ut1t1 + uxx + 2u3 − 2α1{vt1 , u} = 0,

α1vt1 +Bvx − u2 = 0,
(37)

частковими випадками якої є системи DS-I, DS-II, DS-III та їх матричнi
узагальнення [9].

В наступних роздiлах ми покажемо як використовуються твердже-
ння даного роздiлу для побудови N -солiтонних розв’язкiв скалярних
аналогiв нелiнiйних рiвнянь, що зустрiчалися в даному роздiлi.
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2 Побудова розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь.
Метод В.О. Марченка

У цьому роздiлi ми розглянемо побудову розв’язкiв деяких нелiнiйних
моделей математичної фiзики за допомогою матричних рiвнянь ти-
пу Бюргерса, використовуючи iдеї, запропонованi В.О. Марченком [6].
А саме, ми розглянемо побудову розв’язкiв для рiвняння Кадомцева-
Петвiашвiлi та нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (NSE), яка є частко-
вим випадком рiвняння (37) при α1 = 0 та додатковiй редукцiї ермiто-
вого спряження.

Спочатку ми дослiдимо структуру та властивостi матричної фун-
кцiї

Φ = ϕ̂xϕ̂
−1, (38)

де ϕ̂ — (Nk ×Nk)-матриця Вронського, яка має вигляд

ϕ̂ =

 ϕ1 . . . ϕN
...

...
...

ϕ
(N−1)
1 . . . ϕ

(N−1)
N

 , (39)

де ϕl = ϕl(x) = (ϕij,l)
k
i,j=1, l = 1, N , — (k × k)-матричнi функцiї.

Справедливе таке твердження:

Твердження 8. Матрична функцiя Φ = ϕ̂xϕ̂
−1, де ϕ̂ є матрицею

Вронського вигляду (39), має таку структуру:

Φ =


0 Ik . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Ik
Φ1 Φ2 . . . ΦN

 , (40)

де Ik — одиничнi матрицi розмiрностi (k×k), Φj, j = 1, N , — (k×k)-
матричнi функцiї. У випадку k = 1 функцiї Φ1, ΦN мають вигляд:

Φ1 = (−1)N−1det(ϕ̂x)

det ϕ̂
, ΦN =

(det ϕ̂)x
det ϕ̂

(41)
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Доведення. Структура матричної функцiї Φ та явний вигляд її еле-
ментiв Φ1, ΦN у випадку k = 1 отримується безпосередньо з рiвностi:

Φϕ̂ = ϕ̂x. (42)

Зауваження 2. 1. Очевидно, що максимальний ранг довiльної части-
нної похiдної функцiї Φ (40) не перевищує k.

2. Явний вигляд всiх функцiй Φj, j = 1, N в загальному (k × k)-
випадку буде наведено в додатках (Твердження 12).

2.1 Побудова розв’язкiв рiвняння
Кадомцева-Петвiашвiлi

Розглянемо побудову N -солiтонних розв’язкiв потенцiального рiвнян-
ня KP (18) у скалярному випадку. Нехай скалярнi функцiї ϕl, l = 1, N ,
задовольняють систему (19). Тодi, побудована по функцiях ϕl (N×N)-
матриця Вронського ϕ̂ теж задовольняє систему (19). За тверджен-
ням 1 ми отримуємо, що функцiя Φ = ϕ̂xϕ̂

−1 задовольнятиме матри-
чнi рiвняння Бюргерса (16). Далi, використавши результати роздiлу
1 та твердження 2, отримуємо, що функцiя Φ задовольнятиме також
диференцiальний наслiдок потенцiального матричного рiвняння KP:

3α2
2Φt2t2 + 6[α2Φt2 ,Φx]− (4α3Φt3 − Φxxx − 6Φ2

x)x = 0. (43)

З вигляду функцiї Φ (40), слiдує, що її елемент

ΦN =
(det ϕ̂)x
det ϕ̂

(44)

(див. формулу (41)) задовольняє скалярний аналог потенцiального рiв-
няння KP (43):

3α2
2ΦNt2t2 − (4α3ΦNt3 − ΦNxxx − 6(ΦNx)

2)x = 0. (45)

Зауважимо, що розв’язки ΦN скалярного потенцiального рiвняння KP
(45) можна також отримати за допомогою перетворень Дарбу-Крама,
що побудовано за функцiями ϕl, якi задовольняють систему (19). Це
буде показано у пiдроздiлi 3.1.
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Зауваження 3. З результатiв роздiлу 1 (див. формули (15)-(18)) слi-
дує, що функцiя u := ΦNx =

(
(det ϕ̂)x
det ϕ̂

)
x

є розв’язком скалярного рiвня-
ння KP (2).

2.2 Побудова розв’язкiв нелiнiйного рiвняння
Шредiнгера

У цьому пiдроздiлi наша цiль побудувати точнi розв’язки для нелiнiй-
ного рiвняння Шредiнгера (NSE):

2iqt = qxx + 2|q|2q, (46)

за допомогою методу В.О. Марченка [6].
Нехай ϕl, l = 1, N — (2 × 2)-матричнi розв’язки системи (34) при

α1 = 0, α2 = −i:

iϕlt2 − σ3ϕlxx = 0, ϕlx = σ3ϕlal, (47)

де σ3 = diag(1,−1), al ∈Mat2×2(C). Покладемо

B = diag(σ3, σ3, . . . , σ3) ∈Mat2N×2N(C),
A = diag(a1, . . . , aN) ∈Mat2N×2N(C).

(48)

Матрична функцiя

ϕ̂ =

 ϕ1 . . . ϕN
...

...
...

ϕ
(N−1)
1 . . . ϕ

(N−1)
N

 , (49)

задовольнятиме систему (див. (34), α1 = 0, α2 = −i):{
iϕ̂t2 −Bϕ̂xx = 0,

Bϕ̂x = ϕ̂A,

За твердженням 6 функцiя Φ = ϕ̂xϕ̂
−1 задовольнятиме рiвняння

Бюргерса (35). Вiдповiдно, за твердженням 7 функцiя u = [Φ, B] задо-
вольнятиме абстрактну форму системи Девi-Стюартсона (37) при α1 =

0, α2 = −i:
−2iBut2 + uxx + 2u3 = 0. (50)
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Зi структури матрицi Вронського Φ (40) та вигляду матрицi B (48)
ми отримуємо явний вигляд (2N × 2N)-матрицi u = [Φ, B]:

u =


0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0

[Φ1, σ3] [Φ2, σ3] . . . [ΦN , σ3]

 =:


0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0

u1 u2 . . . uN

 ,

(51)
З вигляду матрицi u (51) випливає, що її компонента uN задоволь-

няє рiвняння:
−2iσ3(uN)t2 + (uN)xx + 2u3N = 0, (52)

Покладемо aj = diag(λj,−λ̄j). Тодi один з допустимих розв’язкiв
системи (47) матиме вигляд:

ϕl =

(
ϕ11,l ϕ12,l

ϕ21,l ϕ22,l

)
, l = 1, N. (53)

де ϕ11,l = eλlx−iλ
2
l t+θ1l , ϕ12,l = e−λ̄lx−iλ̄

2
l t+θ2l , ϕ21,l = −ϕ̄12,l, ϕ22,l = ϕ̄11,l,

θ1l, θ2l ∈ C. При такому виборi розв’язкiв ϕl матриця ϕ̂ (49) буде обо-
ротньою при всiх t2, x ∈ R, а матриця uN є ермiтовою (див. [6]). Тобто

uN =

(
0 v

v̄ 0

)
, (54)

де скалярна функцiя v у формулi (54) знаходиться iз системи лiнiйних
рiвнянь (42) для елементiв матричної функцiї Φ за допомогою правила
Крамера i має вигляд:

v = −2∆1

∆
,∆ = det ϕ̂

∆1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11,1 ϕ12,1 . . . ϕ11,N ϕ12,N

ϕ21,1 ϕ22,1 . . . ϕ21,N ϕ22,N

... . . . . . . . . .
...

λN−2
1 ϕ11,1 (−λ̄1)N−2ϕ12,1 . . . λN−2

N ϕ11,N (−λ̄N)N−2ϕ12,N

(−λ1)N−2ϕ21,1 λ̄1
N−2ϕ22,1 . . . (−λN)N−2ϕ21,N λ̄N−2

N ϕ22,N

λN−1
1 ϕ11,1 (−λ̄1)N−1ϕ12,1 . . . λN−1

N ϕ11,N (−λ̄N)N−1ϕ12,N

λN1 ϕ11,1 (−λ̄1)Nϕ12,1 . . . λNNϕ11,N (−λ̄N)Nϕ12,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(55)
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Оскiльки матриця uN (54) задовольняє рiвняння (52), то елемент v
цiєї матрицi задовольнятиме NSE такого вигляду:

2ivt = vxx + 2|v|2v. (56)

Розглянемо частковi випадки розв’язку v (55) NSE:
1. N = 1. У цьому випадку розв’язок v (55) матиме вигляд:

v = −
2

∣∣∣∣ ϕ11,1 ϕ12,1

λ1ϕ11,1 −λ̄1ϕ12,1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ϕ11,1 ϕ12,1

−ϕ̄12,1 ϕ̄11,1

∣∣∣∣ = 2λ11
e2i(λ12x+(λ212−λ211)t+Im(θ11))

ch(2λ11x+ 4λ11λ12t+ 2Re(θ11))
,

(57)
де λ11 = Reλ1, λ12 = Imλ1; λ1 ∈ C, θ11 ∈ C. Односолiтонний розв’язок
v (57) пiсля замiни λ1 → λ1

2
, t → 2t повнiстю збiгається з вiдповiдним

односолiтонним розв’язком NSE, отриманим в роботi [10] методом iнте-
гральних перетворень.

2. N = 2. Двосолiтонний розв’язок v вигляду (55) будується по
функцiях ϕ11,l = eλlx−iλ

2
l t+θ1l , ϕ12,l = e−λ̄lx−iλ̄

2
l t+θ2l , ϕ21,l = −ϕ̄12,l, ϕ22,l =

ϕ̄11,l, θ1l, θ2l ∈ C, де l = 1, 2. Пiсля замiн λl → λl
2
, l = 1, 2; t → 2t,

а також додаткової редукцiї θ2l = −θ̄1l розв’язок v повнiстю збiгати-
меться з розв’язком, отриманим в роботi [10] методом iнтегральних
перетворень.

3 Знаходження розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь мето-
дом перетворень Дарбу-Крама-Матвєєва

3.1 Рiвняння Кадомцева-Петвiашвiлi

Розглянемо скалярне рiвняння KP (2), яке спiвпадає з рiвнянням (15)
при N = 1.

Позначимо через M20 та M30 вiдповiднi оператори пари Лакса M2,
M3 вигляду (14) при N = 1, в яких u = 0, i розглянемо лiнiйну систему:{

M20{f} = α2ft2 − fxx = 0,

M30{f} = α3ft3 − fxxx = 0.
(58)
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Нехай ϕl, l = 1, N, — фiксованi скалярнi розв’язки системи (58). Подiє-
мо перетворенням Дарбу-Крама-Матвєєва [7] на довiльний скалярний
розв’язок f системи (58):

F :=
W [ϕ1, . . . , ϕN , f ]

W [ϕ1, . . . , ϕN ]
, (59)

де W [ϕ1, . . . , ϕN , f ], W [ϕ1, . . . , ϕN ] = det ϕ̂ — визначники Вронського
побудованi по функцiях, що вказанi у квадратних дужках. Перетворе-
на функцiя F задовольнятиме систему:{

M2{F} = α2Ft2 − Fxx − 2uF = 0,

M3{F} = α3Ft3 − Fxxx − 3uFx − 3
2
uxF − 3

2
α2D

−1{ut2}F = 0,
(60)

де

u =

(
(det ϕ̂)x
det ϕ̂

)
x

=
∂2

∂x2
(ln det ϕ̂) . (61)

Умова сумiсностi системи (60) еквiвалентна операторному рiвнянню
[M2,M3] = 0 i, вiдповiдно, рiвнянню KP (2) для функцiї u (61). В свою
чергу функцiя

ΦN := D−1{u} = (det ϕ̂)x
det ϕ̂

=
∂

∂x
(ln det ϕ̂) (62)

задовольнятиме диференцiальний наслiдок потенцiального KP (45).
Порiвнюючи формули (61) та (62) для функцiй u та ΦN з виразом
для розв’язку u в зауваженнi 3 та формулою для функцiї ΦN (44)
у роздiлi 2, ми отримуємо, що для рiвняння KP та диференцiально-
го наслiдку потенцiального рiвняння KP розв’язки, отриманi методом
В.О. Марченка у роздiлi 2 такi ж як i розв’язки, побудованi методом
перетворень Дарбу-Крама-Матвєєва.

3.2 Перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва для лiнiйної си-
стеми, асоцiйованої з NSE

Розглянемо оператори:

M = α2∂t2 − 2σ3D
2 + 2σ3UD + σ3Ux + σ3U

2, α2 ∈ iR ∪ R, (63)

L = −iσ3(D − U), (64)
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де σ3 = diag(1,−1),

U =

(
0 iq

ir 0

)
, (65)

q та r — скалярнi функцiї.
Розглянемо лiнiйну систему з операторами M (63) та L (64):{

M{f} = 0,

L{f} = fΛ,
(66)

де f — (2 × 2)-матрична функцiя, Λ ∈ Mat2×2(C). Умовою сумiсностi
fxt2 = ft2x системи (66) є система AKNS (Абловiц-Кауп-Ньюел-Сiгур,
[11]): {

α2qt2 = qxx + 2q2r,

α2rt2 = rxx + 2r2q.
(67)

Нехай ϕ1 i Λ = Λ1 — (2×2)-матричний фiксований розв’язок систе-
ми (66) та вiдповiдна йому власна матриця розмiрностi (2×2). Введемо
перепозначення для операторiв M (63) i L (64) та матричної функцiї
U у формулi (65):M [1] := M , L[1] := L, U [1] := U . Справедливе таке
твердження:

Твердження 9. Нехай f i Λ — довiльний (2× 2)-матричний розв’я-
зок системи (66) та вiдповiдна йому (2 × 2)-власна матриця. Тодi
побудована за допомогою диференцiального оператора перетворення
Дарбу-Матвєєва W11 := ϕ1Dϕ

−1
1 [7] функцiя

F :=W11{f} = ϕ1D{ϕ−1
1 f} = fx − ϕ1xϕ

−1
1 f (68)

задовольняє систему:
M [2]{F}=α2Ft2 − 2σ3Fxx + 2σ3U [2]Fx + σ3(U [2])xF+

+σ3(U [2])
2F =0,

L[2]{F} = −iσ3(Fx − U [2]F ) = FΛ,

(69)

де U [2] = U [1] + i[ϕ1xϕ
−1
1 , σ3].

Доведення. Нехай L[2] = V1(x, t2)D + V0(x, t2) — (2 × 2)-матричний
диференцiальний оператор. Накладемо на оператор додаткову умову.
А саме, нехай L[2] задовольняє операторне рiвняння вигляду:

L[2]W11 −W11L[1] = 0. (70)
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Тобто, оператор перетворення W11 є сплiтаючим оператором для па-
ри L[1], L[2]. Рiвняння (70) еквiвалентне рiвностi нулю коефiцiєнтiв
при похiдних Dj, j = 0, 2. Неважко переконатись, що данi рiвностi
справджуються тодi i лише тодi, коли V1(x, t2) = −iσ3, V2(x, t2) = U [1]+

+i[ϕ1xϕ
−1
1 , σ3] =: U [2]. Бехпосередньо з рiвностi (70) ми отримуємо, що

L[2]{F} = L[2]W11{f} = W11L[1]{f} = 0. Аналогiчним чином розгля-
даємо оператор M [2] = α2∂t2 + Ṽ2(x, t2)D

2 + Ṽ1(x, t2)D + Ṽ0(x, t2) та
рiвняння M [2]W11 = W11M [1].

Тепер узагальнимо попереднє твердження. А саме, нехай ϕ1[1] :=

ϕ1, . . ., ϕN [1] := ϕN , Λ1, . . ., ΛN — фiксованi невиродженi (2 × 2)-
матричнi розв’язки рiвняння (66) та вiдповiднi їм (2×2) власнi матрицi.
Визначимо за допомогою оператора W11 = ϕ1[1]Dϕ1[1]

−1 функцiї:

ϕl[2] := W11{ϕl[1]}, l = 1, N. (71)

Очевидно, що ϕ1[2] ≡ 0. На другому кроцi будуємо оператор W22 i
оператор перетворення W2:

W22 := ϕ2[2]Dϕ2[2]
−1, W2 :=W22 ◦W11, (72)

та визначаємо функцiї

ϕl[3] := W2{ϕl[1]} = W22 ◦W11{ϕl[1]} = W22{ϕl[2]}, l = 1, N. (73)

На s-тому кроцi отримаємо оператори Wss i Ws:

Wss = ϕs[s]Dϕ
−1
s [s], Ws := Wss ◦Ws−1 s−1 ◦ . . .W11, (74)

та визначаємо функцiї ϕl[s+ 1]:

ϕl[s+ 1] :=Ws{ϕl[1]} = Wss{ϕl[s]}, l = 1, N. (75)

Зауваження 4. 1. Згiдно побудови оператора Ws (74) i функцiй ϕl[s+
1] (75), очевидно, що ϕl[s+ 1] ≡ 0, при l ≤ s.

2. Оператор Ws є (2 × 2)-матричним диференцiальним операто-
ром порядку s, який прийнято називати оператором перетворення
Дарбу-Крама-Матвєєва. При s = N ми отримуємо диференцiальний
оператор перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва:

WN := WNN ◦WN−1N−1 ◦ . . . ◦W11, (76)
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ядро якого породжене функцiями ϕ1, . . ., ϕN .
3. Зауважимо, що в операторi WN (76) коефiцiєнт при старшiй

похiднiй DN є одиничною матрицею I2 = diag(1, 1). Таким чином, WN

можна зобразити у виглядi:

WN = DN +
N−1∑
s=0

wsD
s, (77)

де ws є (2× 2)-матричними функцiями.
В загальному (k × k)-матричному випадку оператор WN (77) роз-

глядається в додатку 5.1., де наведений явний вигляд його коефiцi-
єнтiв ws, s = 0, N − 1, в термiнах функцiй, що породжують його
ядро.

Справедливе твердження:

Твердження 10. Нехай (2×2)-матрична функцiя f — розв’язок рiв-
няння (66) з матрицею Λ. Тодi функцiя

F := WN{f} (78)

є розв’язком системи:
M [N + 1]{F} = α2Ft2 − 2σ3Fxx + 2σ3U [N + 1]Fx+

+σ3(U [N + 1])xF + σ3(U [N + 1])2F = 0,

L[N + 1]{F} = −iσ3(Fx − U [N + 1]F ) = FΛ.

(79)

Причому

U [N + 1] = U [1] + i[wN−1, σ3] = U [1] + i

(
0 q[N + 1]

r[N + 1] 0

)
, (80)

де

q[N + 1] = 2
∆1

∆
, r[N + 1] = 2

∆̃1

∆
, ∆ = det ϕ̂ =W [ϕ1, . . . , ϕN ],

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11,1 ϕ12,1 . . . ϕ11,N ϕ12,N

ϕ21,1 ϕ22,1 . . . ϕ21,N ϕ22,N
... . . . . . . . . .

...
ϕ
(N−2)
11,1 ϕ

(N−2)
12,1 . . . ϕ

(N−2)
11,N ϕ

(N−2)
12,N

ϕ
(N−2)
21,1 ϕ

(N−2)
22,1 . . . ϕ

(N−2)
21,N ϕ

(N−2)
22,N

ϕ
(N−1)
11,1 ϕ

(N−1)
12,1 . . . ϕ

(N−1)
11,N ϕ

(N−2)
12,N

ϕ
(N)
11,1 ϕ

(N)
12,1 . . . ϕ

(N)
11,N ϕ

(N)
12,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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∆̃1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11,1 ϕ12,1 . . . ϕ11,N ϕ12,N

ϕ21,1 ϕ22,1 . . . ϕ21,N ϕ22,N
... . . . . . . . . .

...
ϕ
(N−2)
11,1 ϕ

(N−2)
12,1 . . . ϕ

(N−2)
11N, ϕ

(N−2)
12,N

ϕ
(N−2)
21,1 ϕ

(N−2)
22,1 . . . ϕ

(N−2)
21,N ϕ

(N−2)
22,N

ϕ
(N−1)
21,1 ϕ

(N−1)
22,1 . . . ϕ

(N−1)
21,N ϕ

(N−2)
22,N

ϕ
(N)
21,1 ϕ

(N)
22,1 . . . ϕ

(N)
21,N ϕ

(N)
22,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (81)

Доведення. Застосовуючи N разiв твердження 9, ми отримуємо яв-
ний вигляд операторiв L[N +1], M [N +1] та рiвняння (79). Оператори
L[N +1] та M [N +1] задовольняють рiвняння: L[N +1]WN =WNL[1],
M [N + 1]WN = WNM [1]. З рiвностi L[N + 1]WN −WNL[1] = 0, вико-
риставши формулу (77) та прирiвнявши до нуля коефiцiєнт при похi-
днiй DN−1, ми отримуємо формулу для матричної функцiї U [N + 1]:
U [N +1] = U [1]+ i[wN−1, σ3]. Явний вигляд коефiцiєнта wN−1 (а також
решти ws, s = 0, N − 2) в загальному (k × k)-матричному випадку в
термiнах функцiй ϕl[1], l = 1, N , що входять до ядра оператора WN

(77), наведено в додатку 5.1. Звiдки як частковий наслiдок отримаємо
вирази для q[N + 1], r[N + 1] в формулi (80).

Для побудови розв’язкiв системи AKNS (67) та NSE (46) покладемо
в системi (66) α2 = 2i та U = 0:{

ift2 − σ3fxx = 0

−iσ3fx = fΛ.
(82)

Зауважимо, що система (82) спiвпадає з системою (47) при Λ =

−ial, l = 1, N .
Нехай

ϕl =

(
ϕ11,l ϕ12,l

ϕ21,l ϕ22,l

)
,Λ = Λl = diag(−iλl,−iλ̃l), l = 1, N, (83)

є фiксованими розв’язками системи (82) та вiдповiдними їм власними
матрицями. Допустимими розв’язками системи будуть матричнi фун-
кцiї ϕl (83) з елементами

ϕ11,l = eλlx−iλ
2
l t2+θ1l , ϕ12,l = eλ̃lx−iλ̃

2
l t2+θ2l ,

ϕ21,l = e−λlx+iλ
2
l t2+γ1l , ϕ22,l = e−λ̃lx+iλ̃

2
l t2+γ2l ,

(84)



Метод проектування i перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва 317

де θjl, γjl, λl, λ̃l ∈ C, x, t2 ∈ R. Застосувавши до системи (82) N -кратне
перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва, побудоване за фунцiями ϕl, та
використавши той факт, що комутаторне рiвняння [M [N + 1], L[N +

1]] = 0 з операторами M [N + 1], L[N + 1] вигляду (79) еквiвалентне
системi AKNS (67), отримаємо явнi формули для розв’язкiв q, r ([7]):

q := q[N + 1] = 2
∆1

∆
, r := r[N + 1] = 2

∆̃1

∆
, ∆ = det ϕ̂, (85)

де

∆1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11,1 ϕ12,1 . . . ϕ11,N ϕ12,N

ϕ21,1 ϕ22,1 . . . ϕ21,N ϕ22,N

... . . . . . . . . .
...

λN−2
1 ϕ11,1 λ̃N−2

1 ϕ12,1 . . . λN−2
N ϕ11,N λ̃N−2

N ϕ12,N

(−λ1)N−2ϕ21,1 (−̃λ1)N−2ϕ22,1 . . . (−λN)N−2ϕ21,N (−λ̃N)N−2ϕ22,N

λN−1
1 ϕ11,1 λ̃N−1

1 ϕ12,1 . . . λN−1
N ϕ11,N λ̃N−1

N ϕ12,N

λN1 ϕ11,1 λ̃N1 ϕ12,1 . . . λNNϕ11,N λ̃NNϕ12,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆̃1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11,1 ϕ12,1 . . . ϕ11,N ϕ12,N

ϕ21,1 ϕ22,1 . . . ϕ21,N ϕ22,N

... . . . . . . . . .
...

λN−2
1 ϕ11,1 λ̃N−2

1 ϕ12,1 . . . λN−2
N ϕ11,N λ̃N−2

N ϕ12,N

(−λ1)N−2ϕ21,1 (−λ̃1)N−2ϕ22,1 . . . (−λN)N−2ϕ21,N (−̃λN)N−2ϕ22,N

(−λ1)N−1ϕ21,1 (−̃λ1)N−1ϕ22,1 . . . (−λN)N−1ϕ21,N (−̃λN)N−1ϕ22,N

(−λ1)Nϕ21,1 (−λ̃1)Nϕ22,1 . . . (−λN)Nϕ21,N (−̃λN)Nϕ22,N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(86)
Розглянемо деякi редукцiї на функцiї ϕl та числа λl, λ̃l (83)–(84):
1. λ̃l = −λ̄l, ϕ22,l = ϕ̄11,l, ϕ21,l = −ϕ̄12,l, l = 1, N .
2. λ̃l = −λ̄l, ϕ22,l = −ϕ̄11,l, ϕ21,l = ϕ̄12,l, l = 1, N .
У кожному з випадкiв 1-2 як наслiдок додаткових обмежень на

функцiї ϕl та числа λl, λ̃l (83)–(84) виконуватиметься рiвнiсть: r = q̄.
Використавши те, що функцiї q та r задовольняють систему AKNS

(67) та рiвнiсть r = q̄, ми отримаємо, що за кожної з умов 1-2 функцiя
q задовольнятиме NSE:

2iqt2 = qxx + 2|q|2q. (87)
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Зауважимо, що розв’язок q (85) у випадках 1-2 збiгатиметься з точ-
нiстю до знаку iз розв’язком v (55), отриманим за допомогою методу
проектування В.О. Марченка.

Зауваження 5. При допустимих редукцiях вигляду:
1’. λ̃l = −λ̄l, ϕ22,l = −ϕ̄11,l, ϕ21,l = −ϕ̄12,l, l = 1, N .
2’. λ̃l = −λ̄l, ϕ22,l = ϕ̄11,l, ϕ21,l = ϕ̄12,l, l = 1, N .
виконуватиметься рiвнiсть r = −q̄ i функцiя q буде задовольняти

NSE такого вигляду:

2iqt2 = qxx − 2|q|2q. (88)

i формули (85), (86) задають сингулярний N-солiтонний розв’язок
рiвняння (88).

Зауважимо також, що регулярнi та сингулярнi N -солiтоннi розв’яз-
ки рiвнянь NSE (87) та (88) вiдповiдно, отриманi в роботi [10] методом
iнтегральних перетворень.

4 Роздiл 4

У цьому роздiлi ми отримаємо перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва
(76) за допомогою однократного перетворення Дарбу-Матвєєва бiль-
шої матричної розмiрностi та операцiї проектування.

Твердження 11. Нехай ϕ — фiксований (K×K)-матричний розв’я-
зок рiвняння

L{ϕ} :=

(
α∂t − ADn −

n−1∑
i=0

UiD
i

)
{ϕ} = ϕΛ1, (89)

де Ui — (K ×K)-матричнi функцiї; Λ1, A — (K ×K)-сталi матрицi,
f — довiльний (K ×M)-матричний розв’язок рiвняння:

L{f} = fΛ,

де Λ — (M ×M)-стала матриця. Тодi функцiя

F := W{f} = ϕD{ϕ−1f} = fx − ϕxϕ−1f (90)
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задовольняє матричне рiвняння:

L̂{F} :=

(
α∂t − ADn −

n−1∑
i=0

ÛiD
i

)
{F} = FΛ, (91)

де

Ûn−1 = Un−1 + [A,ϕxϕ
−1],

Ûn−2 = Un−2 + U ′
n−1 + [Un−1, ϕxϕ

−1]− ϕxϕ−1Aϕxϕ
−1+

+A
n−1∑
j=n−2

Cj+1
n Cn−2

j ϕ(n−j)(ϕ−1)(j−n+2),

Ûi = Ui + U ′
i+1 − ϕxϕ−1Ui+1+

+
n−1∑
l=i+2

l−i−2∑
s=0

Cs
l−1C

i
l−s−2(U

′
l − ϕxϕ−1Ul)ϕ

(s+1)(ϕ−1)(l−s−i−2)+

n−1∑
l=i+1

l−i−1∑
s=0

Ci
l−s−1C

s
l Ulϕ

(s+1)(ϕ−1)(l−s−i−1)+

+A
n−1∑
j=i

Cj+1
n Ci

jϕ
(n−j)(ϕ−1)(j−i) − ϕxϕ−1A

n−2∑
j=i

Cj+1
n−1C

i
jϕ

(n−j−1)(ϕ−1)(j−i).

Таким чином, попереднє тверження показує, що матричне перетво-
рення Дарбу W , визначене формулою (90) переводить розв’язки лiнiй-
ного еволюцiйного рiвняння, визначеного оператором L (89) в розв’яз-
ки лiнiйного рiвняння з оператором L̂ (91). Тепер використаємо да-
не твердження для побудови перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва за
допомогою проектування. А саме, нехай ϕl, l = 1, N , — (k×k)-матричнi
функцiї, що є фiксованими розв’язками рiвнянь:

L{ϕl} =

(
α∂t − ADn −

n−1∑
i=0

uiD
i

)
{ϕl} = ϕlΛl, l = 1, N, (92)
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де коефiцiєнти ui є (k × k)-матричними функцiями, Λl — (k × k)-сталi
матрицi, f — довiльний (k×m)-матричний розв’язок рiвняння з сталою
(m×m)-матрицею Λ:

L{f} =

(
α∂t − ADn −

n−1∑
i=0

uiD
i

)
{f} = fΛ. (93)

Продиференцiюємо кожне рiвняння системи (92) N − 1 разiв. Вiд-
повiдно, для кожного рiвняння отримаємо ще N − 1 диференцiальних
наслiдкiв. Всього отримаємо (N ×N) рiвнянь:

α(ϕlt)
(s) − Aϕ(s+n)

l −
n−1∑
i=0

(
s∑
j=0

Cj
su

(j)
i ϕ

(i+s−j)
l

)
= ϕ

(s)
l Λl,

l = 1, N, s = 0, N − 1.

(94)

Рiвняння (94) можна записати у такiй формi:

L̃{ϕ̂} :=

(
α∂t − ÂDn −

n−1∑
i=0

UiD
i

)
{ϕ̂} = ϕ̂Λ̂,

де ϕ̂ та Ui — матричнi (Nk ×Nk)-функцiї такого вигляду:

ϕ̂ =

 ϕ1 . . . ϕN
...

...
...

ϕ
(N−1)
1 . . . ϕ

(N−1)
N

 ,

Ui =


ui 0 0 . . . 0

u′i ui 0 . . . 0

u′′i 2u′i ui . . . 0
...

...
...

...
...

u
(N−1)
i C1

N−1u
(N−2)
i C2

N−1u
(N−3)
i . . . ui

 , (95)

Â = diag(A, . . . , A) — блочно-дiагональна (Nk × Nk)- матриця, на
дiагоналi якої N разiв дублюється матриця A; Λ̂ = diag(Λ1, . . . ,ΛN).

В аналогiчнiй формi можна записати рiвняння (93) та його N − 1

диференцiальних наслiдкiв:

L̃{f̂} :=

(
α∂t − ÂDn −

n−1∑
i=0

UiD
i

)
{f̂} = f̂Λ,
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де f̂ :=


f

f ′

...
f (N−1)

.

Тепер застосуємо твердження 13 i отримаємо, що функцiя

F =W{f̂} = ϕ̂D{ϕ̂−1f̂} = f̂x − ϕ̂xϕ̂−1f̂ (96)

задовольняє рiвняння:

L̃{F} := αFt − ÂF (n) −
n−1∑
i=0

ÛiF
(i) = FΛ. (97)

Використавши твердження 8 для матричної функцiї ϕ̂xϕ̂−1 в фор-
мулi (96), отримаємо, що

ϕ̂xϕ̂
−1 =


0 Ik . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . Ik
Φ1 Φ2 . . . ΦN

 , (98)

де Ik — одинична матриця розмiрностi (k × k); Φl — (k × k)-матричнi
функцiї, а (Nk ×m)-матрична функцiя F матиме такий вигляд:

F =


0

0
...
0

FN

 , FN = f (N) −
N−1∑
s=0

Φs+1f
(s) =: WN{f}. (99)

Виходячи з вигляду функцiї F (99), ми отримуємо, що рiвняння
(97) зведеться до такого:

α(FN)t − AF (n)
N −

n−1∑
i=0

(Ûi)NNF
(i)
N = FNΛ,

де (Ûi)NN — (k×k)-блоки матриць Ûi, розташованi у правому нижньо-
му кутi.
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Зауваження 6. Оператор WN , що визначається з формули (99), має
в своєму ядрi функцiї ϕj, j = 1, N , (це випливає з формул (96) та (98))
i, таким чином, є оператором перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва
(див. формулу (77) зауваження 4):

f (N) −
N−1∑
s=0

Φs+1f
(s) =WN{f} = f (N) +

N−1∑
s=0

wsf
(s). (100)

Отже, ми отримали явний вигляд коефiцiєнтiв перетворення Дар-
бу-Крама-Матвєєва в термiнах матричних функцiй Φj+1, j = 0, N − 1,
що входять до матричного узагальнення перетворення Хопфа-Коула
(98), за допомогою однократного перетворення Дарбу-Матвєєва бiль-
шої розмiрностi.

5 Додатки

5.1 Явний вигляд коефiцiєнтiв для оператора
перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва

Розглянемо лiнiйний диференцiальний оператор N -ого порядку:

W = DN +
N−1∑
s=0

wsD
s (101)

з (k × k)-матричними коефiцiєнтами

ws = ws(x) =

 w11,s . . . w1k,s

... . . .
...

wk1,s . . . wkk,s

 , s = 0, N − 1. (102)

Нехай (k × k)-матричнi функцiї ϕl = ϕl(x) = (ϕij,l)
k
i,j=1 , l = 1, N є в

ядрi оператора W . Тобто, W{ϕl} = 0, l = 1, N. Позначимо через ϕ̂
матрицю Вронського, побудовану по функцiях ϕ1, . . ., ϕN :

ϕ̂ =

 ϕ1 . . . ϕN
... . . .

...
ϕ
(N−1)
1 . . . ϕ

(N−1)
N

 (103)

Припустимо, що визначник det ϕ̂ не є тотожно рiвний нулевi. Справед-
ливе таке твердження:
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Твердження 12. Коефiцiєнти ws, s = 0, N − 1 (102) оператора W

(101) виражаються через функцiї ϕl, l = 1, N таким чином:

wij,s = −
∆i j,s

det ϕ̂
, (104)

де

∆i j,s =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1 ϕ2 . . . ϕN−1 ϕN
...

... . . .
...

...
ϕ
(s−1)
1 ϕ

(s−1)
2 . . . ϕ

(s−1)
N−1 ϕ

(s−1)
N

ϕ1,(i j,s) ϕ2,(i j,s) . . . ϕN−1,(i j,s) ϕN,(i j,s)

ϕ
(s+1)
1 ϕ

(s+1)
2 . . . ϕ

(s+1)
N−1 ϕ

(s+1)
N

...
... . . .

...
...

ϕ
(N−1)
1 ϕ

(N−1)
2 . . . ϕ

(N−1)
N−1 ϕ

(N−1)
N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ϕl,(i j,s) =



ϕ
(s)
11,l ϕ

(s)
12,l . . . ϕ

(s)
1 k−1,l ϕ

(s)
1k,l

...
... . . .

...
...

ϕ
(s)
j−1 1,l ϕ

(s)
j−1 ,2,l . . . ϕ

(s)
j−1 k−1,l ϕ

(s)
j−1 k,l

ϕ
(N)
i 1,l ϕ

(N)
i 2,l . . . ϕ

(N)
i k−1,l ϕ

(N)
i k,l

ϕ
(s)
j+11,l ϕ

(s)
j+12,l . . . ϕ

(s)
j+1 k−1,l ϕ

(s)
j+1 k,l

...
... . . .

...
...

ϕ
(s)
k1,l ϕ

(s)
k2,l . . . ϕ

(s)
k k−1,l ϕ

(s)
kk,l


(105)

Тобто, визначник ∆i j,s утворений iз визначника Вронського det ϕ̂

шляхом замiни блоку (ϕ
(s)
1 , ϕ

(s)
2 , . . . , ϕ

(s)
N ) складеного з (k× k)-матрич-

них функцiй ϕ
(s)
l на блок (ϕ1,(i j,s), . . . , ϕN,(i j,s)), що складається з (k ×

k)-матричних функцiй ϕl,(i j,s), l = 1, N . В свою чергу кожна (k × k)-
матрична функцiя ϕl,(ij,s) утворена з (k × k)-матричної функцiї ϕ(s)

l

замiною j-тої стрiчки (ϕ
(s)
j1,l . . . ϕ

(s)
jk,l) на стрiчку (ϕ

(N)
i1,l . . . ϕ

(N)
ik,l ).

Доведення. Доведення полягає у знаходженнi елементiв (k× k)-мат-
ричних функцiй ws, s = 0, N − 1 з системи

ϕ
(N)
l +

N−1∑
s=0

wsϕ
(s)
l = 0, l = 1, N (106)

за допомогою правила Крамера.
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5.2 Обернений оператор до оператора перетворення Дарбу-
Крама-Матвєєва (101)

У цьому пiдроздiлi ми дослiдимо явний вигляд оберненого оператора
до диференцiального оператора N -ого порядку (101). Зафiксуємо довi-
льну точку x0 ∈ R i розглянемо рiвняння для (k×k)-матричної функцiї
f з початковими умовами: W{f} := f (N)(x) +

N−1∑
s=0

ws(x)f
(s)(x) = g(x),

f (s)(x0) = bs, s = 0, N − 1.
(107)

де g(x) — фiксована (k×k)-матрична функцiя, bs, s = 0, N − 1 — сталi
(k × k)-матрицi. Як i в попередньому пiдроздiлi, через ϕl, l = 1, N ми
позначатимемо (k × k)-матричнi розв’язки рiвнянь W{ϕl} = 0, l =

1, N , а через ϕ̂ — матрицю Вронського, побудовану по функцiях ϕl.
Вважатимемо, що визначник det ϕ̂ є вiдмiнний вiд нуля в деякому околi
точки x0. Введемо позначення:

ϕ̃(x) := (ϕ1(x), . . . , ϕN(x)), b := (b>1 , . . . , b
>
N)

>. (108)

Справедливе таке твердження:

Твердження 13. Розв’язок f рiвняння (107) виражається таким
чином через функцiю g та сталi (k × k)-матрицi bs:

f(x) =
N∑
l=1

(
ϕl(x)

∫ x

x0

hl(τ)g(τ)dτ

)
+ ϕ̃(x)ϕ−1(x0)b, (109)

де

hij,l=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1 ϕ2 . . . ϕl−1 ϕl(i,j,1) ϕl+1 . . . ϕN
ϕ′
1 ϕ′

2 . . . ϕ′
l−1 ϕl(i,j,2) ϕ′

l+1 . . . ϕ′
N

...
... . . .

...
...

... . . .
...

ϕ
(N−2)
1 ϕ

(N−2)
2 . . . ϕ

(N−2)
l−1 ϕl(i,j,N−2) ϕ

(N−2)
l+1 . . . ϕ

(N−2)
N

ϕ
(N−1)
1 ϕ

(N−1)
2 . . . ϕ

(N−1)
l−1 ϕl(i,j,N−1) ϕ

(N−1)
l+1 . . . ϕ

(N−1)
N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det ϕ̂

,

(110)
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ϕl(i,j,s)=


ϕ
(s)
11,l ϕ

(s)
12,l . . . ϕ

(s)
1 i−1,l e1j,s ϕ

(s)
1 i+1,l . . . ϕ

(s)
1k,l

ϕ
(s)
21,l ϕ

(s)
22,l . . . ϕ

(s)
2 i−1,l e2j,s ϕ

(s)
2 i+1,l . . . ϕ

(s)
2k,l

...
... . . .

...
...

... . . .
...

ϕ
(s)
k−1 1,l ϕ

(s)
k−1 2,l . . . ϕ

(s)
k−1 i−1,l ek−1j,s ϕ

(s)
k−1 i+1,l . . . ϕ

(s)
i−1 k,l

ϕ
(s)
k1,l ϕ

(s)
k2,l . . . ϕ

(s)
k i−1,l ekj,s ϕ

(s)
k i+1,l . . . ϕ

(s)
kk,l

 ,

emj,s =


0; m, j = 1, k, s = 0, N − 2,

0; m 6= j, s = N − 1,

1; m = j, s = N − 1.

(111)

Доведення. Введемо позначення f0 := f i запишемо диференцiальне
рiвняння (107) у виглядi системи:

f1 = f ′
0,

f2 = f ′
1,

...
fN−1 = f ′

N−2,

f ′
N−1 +

N−1∑
s=0

wsfs = g,

f0(x0) = b0, f1(x0) = b1, . . . , fN−1(x0) = bN−1.

(112)

В позначеннях f̂ := (f>
0 , . . . , f

>
N−1)

>, ĝ := (Ok,(N−1)k, g
>)>, де Ok,(N−1)k

— нульова матриця розмiрностi (k × (N − 1)k), система (112) набуде
вигляду: {

∂f̂
∂x

+ V (x)f̂ = ĝ,

f̂(x0) = b,
(113)

де V (x) — (Nk × Nk)-матриця, яку за допомогою (k × k)-матричних
блокiв можна записати у виглядi:

V (x) =



Ok −Ik Ok . . . Ok

Ok Ok −Ik . . . Ok

Ok Ok Ok . . . Ok

...
...

... . . .
...

Ok Ok Ok . . . −Ik
w0 w1 w2 . . . wN−1


(114)



326 Ю. Сидоренко, О. Чвартацький

Використовуючи те, що матриця Вронського ϕ̂ є озв’язком однорiдного
рiвняння ∂ϕ̂(x)

∂x
+ V (x)ϕ̂(x) = 0 та метод варiацiї сталої, ми отримуємо

розв’язок рiвняння з початковими умовами (113):

f̂(x) = ϕ̂(x)

(∫ x

x0

ϕ̂−1(τ)ĝ(τ)dτ + ϕ̂−1(x0)b

)
. (115)

Залишається з формули (115) для (Nk × k)-матричної функцiї f̂ зна-
йти вираз для першого (k × k)-блоку f0 = f , який i буде розв’язком
рiвняння з початковими умовами (107).

6 Заключнi зауваження

1. В цiй роботi ми провели порiвняння методiв побудови точних роз-
в’язкiв нелiнiйних iнтегровних моделей, запропонованих В.О. Марчен-
ком та В.Б. Матвєєвим. А саме, на прикладi одних iз найбiльш вiдо-
мих моделей — рiвняння Кадомцева-Петвiашвiлi та нелiнiйного рiв-
няння Шредiнгера було показано, що обидва пiдходи приводять до
однакових результатiв. Виявляється, що це спостереження має загаль-
ний характер. Це пояснюється тим, що в пiдходi В.О. Марченка “неяв-
но присутнє” перетворення Крама (Дарбу-Крама-Матвєєва). Питанню
як отримати загальне перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва в рамках
методу В.О. Марченка, а також його зв’язку з матричним узагальне-
нням перетворення Хопфа-Коула присвячено роздiл 4 нашої роботи,
що i є одним з її основних результатiв. В зв’язку з тим що явнi фор-
мули для коефiцiєнтiв оператора перетворення Крама та його оберне-
ного в загальному матричному випадку не зустрiчались авторам (хоча
його структура добре вивчена, див., наприклад, [12, 13]), вони наведе-
нi в додатках. Можливим є їх використання для iнтегрування iнших
матричних диференцiальних лаксових зображень, наприклад, задачi
нелiнiйної взаємодiї N хвиль [11].

2. Можна показати, що нелiнiйнi рiвняння типу Бюргерса (7) є
частковим випадком бiльш загальних C-iнтегровних систем, якi от-
римуються з лiнiйного рiвняння (4) за допомогою бiнарних перетво-
рень [14]-[16]. При цьому розв’язки вiдповiдних нелiнiйних S-iнтегров-
них систем виражаються в термiнах визначникiв Грама. Замiсть дифе-
ренцiального оператора Дарбу-Крама-Матвєєва в цьому випадку вини-
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кають iнтегральнi одягаючi оператори, якi вiдiграють важливу роль в
методi оберненої задачi розсiяння (див., наприклад [17]-[21]). Цьому
питанню ми плануємо присвятити окрему публiкацiю.
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Two algebrized methods of integration of nonlinear equations, which

are proposed by V.O. Marchenko and V.B. Matveev, are compared. Ma-

trix Darboux-Crum-Matveev transformation is obtained by the projection

method proposed by V.O. Marchenko.




