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Стаття присвячена аналоговi конструкцiї лiнiйного простору пар ком-
пактних опуклих множин у контекстi розмитих нормованих просторiв.
Означено розмиту норму на лiнiйному просторi пар компактних опу-
клих множин. Показано, що ця розмита норма на просторi пар опу-
клих компактних множин породжується нормою, описаною у статтi
Пiнскера у випадку розмитої норми, породженої звичайною нормою.
Показано також, що функтор пар опуклих полiедрiв утворює монаду
на категорiї розмитих нормованих просторiв i нерозтягуючих лiнiйних
операторiв.

1 Вступ

У теорiї локально опуклих просторiв добре вiдома конструкцiя про-
стору пар компактних опуклих множин. Такi об’єкти природно вини-
кають, наприклад, у квазiдиференцiальному численнi [1]. Вiдома кон-
струкцiя Пiнскера дає змогу означити топологiю на просторi (класiв
еквiвалентностi) таких пар. Якщо лiнiйний простiр нормований, то на
лiнiйному просторi пар теж iснує природна норма. Пiсля оригiнальної
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статтi Пiнскера ця конструкцiя перевiдкривалась. Вона також вiдома
як гратка Германдера-Родстрема-Мiнковського [2].

Метою цiєї статтi є одержання аналога такої норми для випадку
розмитої норми на лiнiйному просторi. Це поняття вперше запрова-
джене у статтi [3] (див. також [4, 5]); воно тiсно пов’язане з поняттям
розмитого метричного простору, зокрема, кожна розмита норма при-
родно породжує розмиту метрику на просторi.

Зауважмо, що кожна норма на лiнiйному просторi природно поро-
джує розмиту норму. Показано, що описана розмита норма на просторi
пар опуклих компактних множин породжується у цьому випадку нор-
мою, описаною у статтi Пiнскера.

Ми розглядаємо також категорний аспект описаної конструкцiї. По-
казано, що функтор пар опуклих полiедрiв утворює монаду на кате-
горiї розмитих нормованих просторiв i нерозтягуючих лiнiйних опера-
торiв.

2 Розмитi нормованi простори

Нам знадобиться поняття t-норми.

Означення 1. Бiнарну операцiю ∗ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] називають
неперервною t-нормою, якщо ∗ задовольняє такi умови: (i) ∗ комута-
тивна i асоцiативна; (ii) ∗ неперервна; (iii) a∗1 = a для всiх a ∈ [0, 1];
(iv) a ∗ b ≤ c ∗ d, якщо a ≤ c i b ≤ d, i a, b, c, d ∈ [0, 1].

Прикладами t-норм є такi операцiї:

a ∗ b = ab, a ∗ b = min{a, b}, a ∗ b = max{a+ b− 1, 0}

(t-норма Лукасєвича).
У лiтературi найбiльш поширеними є два пiдходи до означення роз-

митого метричного простору.

Означення 2. Трiйка (X,M, ∗) називається GV-розмитим метри-
чним простором, якщо X — довiльна множина, ∗ — неперервна t-
норма i M — розмита множина на X2× (0,∞) (тобто функцiя X2×
(0,∞) → [0, 1]), що задовольняє умови для всiх x, y, z ∈ X i s, t > 0:
(i) M(x, y, t) > 0, (ii) M(x, y, t) = 1 тодi i лише тодi, коли x = y, (iii)
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M(x, y, t) = M(y, x, t), (iv) M(x, y, t) ∗ M(y, z, s) ≤ M(x, z, t + s), (v)
функцiя M(x, y,−) : (0,∞)→ [0, 1] неперервна.

Означення 3. Трiйку (X,N, ∗) називають розмитим нормованим
простором, якщо X — лiнiйний простiр, ∗ — неперервна t-норма i
N — розмита множина на X × (0,∞), що задовольняє такi умови
для кожних x, y ∈ X i t, s > 0: (i) N(x, t) > 0, (ii) N(x, t) = 1 тодi i
лише тодi, коли x = 0, (iii) N(αx, t) = N(x, t/|α|) для всiх α 6= 0, (iv)
N(x, t)∗N(y, s) ≤ N(x+y, t+s), (v) N(x,−) : (0,∞)→ [0, 1] неперервна,
(vi) limt→∞N(x, t) = 1.

Вiдомо, що для кожного розмитого нормованого простору (X,N, ∗)
функцiя M : X×X×(0,∞), означена формулою M(x, y, t) = N(x−y, t)
є розмитою метрикою на множинi X.

Нехай (X, ‖ · ‖) — нормований простiр. Вiдомо, що тодi функцiя

N(x, t) =
t

t+ ‖x‖
є розмитою нормою на X. Позначимо цю розмиту норму через N‖·‖.

2.1 Пари компактних опуклих множин

НехайX — локально опуклий простiр. Через cc(X) позначаємо множи-
ну всiх непорожнiх компактних опуклих пiдмножин у X. Для кожних
A,B ∈ cc(X) через A+B позначаємо суму Мiнковського

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.

На множинi cc(X)× cc(X) означимо вiдношення ∼:

(A,B) ∼ (C,D) тодi i лише тодi, коли A+D = B + C.

Вiдомо [6, 2], що ∼ є вiдношенням еквiвалентностi. Через [A,B] по-
значаємо клас еквiвалентностi, що мiстить (A,B). Вiдомо також, що
фактормножина L(X) = (cc(X)× cc(X))/ ∼ є лiнiйним простором вiд-
носно операцiй [A,B] + [C,D] = [A+ C,B +D] i α[A,B] = [αA, αB].

Через conv(A) позначаємо опуклу оболонку пiдмножини A у лi-
нiйному просторi. Якщо A = {x1, . . . , xn}, то для її опуклої оболон-
ки також вживаємо позначення 〈x1, . . . , xn〉. Для кожних пiдмножин
A,B ⊂ X нехай A ∨B = conv(A ∪B).
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Для кожних [A,B], [C,D] ∈ L(X) нехай

[A,B]⊕ [C,D] = [(A+D) ∨ (B + C), B +D].

З такою операцiєю L(X) утворює векторну гратку.
Нехай B — непорожня пiдмножина розмитого метричного простору

(X,M, ∗). Для кожних a ∈ X i t > 0 нехай

M(a,B, t) = sup{M(a, b, t) | b ∈ B}

(див. [7, означення 2.4]).
Для кожної розмитої метрики M на X через MH позначаємо роз-

миту метрику Гаусдорфа на множинi expX непорожнiх компактних
пiдмножин у X. Як i в статтi [7], означимо функцiю MH на expX ×
expX → (0,∞) формулою:

MH(A,B, t) = min

{
inf
a∈A

M(a,B, t), inf
b∈B

M(A, b, t)

}
для всiх A,B ∈ expX i t > 0.

Лема 1. M(αa, αB, t) =M(a,B, t/|α|).

Доведення. Оскiльки множина αB компактна, то iснує b ∈ B таке,
що M(αa, αB, t) = M(αa, αb, t). Тодi M(αa, αB, t) = M(a, b, t/|α|) ≤
M(a,B, t/|α|).

З iншого боку, iснує c ∈ B таке, що M(a,B, t/|α|) =M(a, c, t/|α|), а
отже, M(a,B, t/|α|) =M(αa, αb, t) ≤M(αa, αB, t).

Аналогiчно доводиться таке твердження.

Лема 2. MH(αA, αB, t) =M(A,B, t/|α|).

Означимо функцiю NH : L(X) × L(X) × (0,∞) → [0, 1] формулою:
NH([A,B], t) =MH(A,B, t).

Теорема 1. Функцiя NH є розмитою нормою на L(X).
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Доведення. Покажемо спочатку, що функцiя NH коректно означе-
на. Нехай [A,B], [C,D] ∈ L(X) i [A,B] = [C,D]. Припустимо, що
NH([A,B], t) > r. Тодi, зокрема, infa∈AM(a,B, t) > r, звiдки випли-
ває, що для кожного a ∈ A маємо M(a,B, t) > r. Отже, для кожного
a ∈ A iснує b ∈ B таке, що M(a, b, t) = N(a− b, t) > r.

Оскiльки A +D = B + C, то для кожного d ∈ D iснує c ∈ C таке,
що a+ d = b+ c, звiдки

M(a, b, t) = N(a− b, t) = N(c− d, t) =M(c, d, t) > r.

Покажемо, що

min{NH([A,B], t), NH([C,D], s)} ≤ NH([A,B] + [C,D], t+ s).

Нехай NH([A,B], t) > r, NH([C,D], s) > r для деякого r ∈ (0, 1). Якщо
x ∈ a + c, то x = a + c для деяких a ∈ A i c ∈ C. Тодi iснують b ∈ B i
d ∈ D такi, що M(a, b, t) > r, M(c, d, s) > r. Нехай y = b+ d, тодi

M(x, y, t+ s) = N(a+ c− b− d, t+ s) ≥ min{N(a− b, t), N(c− d, s} > r,

звiдки випливає MH(A+C,B+D, t+s) = NH([A,B]+ [C,D], t+s) > r.

Нехай [A,B] ∈ L(X) i α 6= 0. Тодi за лемою 2 маємо

NH(α[A,B], t) =NH([αA, αB], t) =MH(αA, αB, t) =

=MH(A,B, t/|α|) = NH([A,B], t/|α|).

Нехай [A,B] ∈ L(X). Покажемо, що limt→∞NH([A,B], t) = 1.
Нехай r ∈ (0, 1). Зауважимо спочатку, що для кожних a ∈ A i b ∈ B

iснує tab ∈ (0,∞) таке, що для кожного t ≥ tab маємо M(a, b, t) > r.
Оскiльки функцiя M неперервна, то iснують околи Ua та Vb точок a i
b вiдповiдно такi, що для кожних a′ ∈ Ua, b′ ∈ Vb маємо M(a′, b′, t) > r.

З вiдкритого покриття {Ua × Vb | a ∈ A, b ∈ B} компакта A × B
виберемо скiнченне пiдпокриття {Uai × Vbj | i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , l}.
Нехай t0 = max{taibj | i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , l}. Якщо тепер (c, d) ∈
A×B, то iснують i, j такi, що (c, d) ∈ Uai × Vbj , тобто при t ≥ t0 маємо
M(c, d, t) > r. Звiдси безпосередньо випливає потрiбна властивiсть.

Решта властивостей з означення розмитої норми очевиднi.
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Теорема 2. Якщо розмита норма N на лiнiйному просторi X по-
роджена нормою ‖ · ‖, то розмита норма NH на лiнiйному просторi
L(X) породжена нормою ‖ · ‖H .

Доведення. Позначимо через d метрику на X, породжену нормою
‖ · ‖, d(x, y, t) = ‖x − y, t‖. Нехай [A,B] ∈ L(X). Зауважимо, що
‖[A,B]‖H = dH(A,B). Тодi

NH([A,B], t) =MH(A,B, t) =
t

t+ dH(A,B)
=

t

t+ ‖[A,B]‖H

(тут друга рiвнiсть випливає з результатiв статтi [7]).

Лема 3. Нехай A,B — непорожнi скiнченнi пiдмножини в розми-
тому нормованому просторi (X,N, ∗). Тодi MH(conv(A), conv(B), t) ≥
MH(A,B, t).

Доведення. Застосовуючи iндукцiю, доведення можна звести до вста-
новлення такого факту. Нехай A,B — опуклi пiдмножини в X i a, b ∈
X. Якщо MH(A,B, t) > r i M(a, b, t) > r, то MH(conv(A∪{a}), conv(B∪
{b}), t) > r.

Справдi, нехай αx + (1 − α)a ∈ conv(A ∪ {a}), де x ∈ A. Виберемо
y ∈ B так, щоби M(x, y, t) > r. Тодi одержуємо:

M(αx+(1− α)a, αy + (1− α)b, t) = N(α(x− y) + (1− α)(a− b), t) =
=N(α(x− y) + (1− α)(a− b), αt+ (1− α)t) ≥
≥min{N(α(x− y), αt), N((1− α)(a− b), 1− α)t)} =
=min{N(x− y, t), N((a− b), t) = min{M(x, y, t),M(a, b, t)} > r.

Твердження леми тепер випливає з означення розмитої метрики Гаус-
дорфа.

Нагадаємо, що вiдображення f розмитого метричного простору
(X1,M1, ∗) в розмитий метричний простiр (X2,M2, ∗) називається iзо-
метричним вкладенням, якщо

M2(f(x), f(y), t) =M1(x, y, t), (x, y, t) ∈ X ×X × (0,∞).
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Твердження 1. Вiдображення f : X → L(X), f(x) = [{x}, {0}], є
iзометричним вкладенням.

Доведення. Нехай x, y ∈ X, тодi з властивостей розмитої метрики
Гаусдорфа випливає

MH(f(x), f(y), t) =MH([{x}, {0}], [{y}, {0}], t) =
=NH([{x}+ {0}], [{0}+ {y}], t) =
=NH([{x}, {y}], t) =MH({x}, {y}, t) =M(x, y, t).

Нехай (Xi, Ni, ∗) — розмитi нормованi простори. Лiнiйне вiдобра-
ження f : X1 → X2 називають нерозтягуючим, якщо N2(f(x), t) ≥
N1(x, t) для кожного x ∈ X1 i кожного t ∈ (0,∞). Еквiвалентно,
M2(f(x), f(y), t) ≥ M1(x, y, t) для кожних x, y ∈ X1 i кожного t ∈
(0,∞). Легко бачити, що розмитi нормованi простори i їх нерозтягуючi
лiнiйнi вiдображення утворюють категорiю. Позначимо цю категорiю
через FNS(∗).

Для кожного нерозтягуючого лiнiйного вiдображення f : X1 → X2

розмитих нормованих просторiв позначимо через L(f) : L(X1) →
L(X2) вiдображення, означене формулою L(f)([A,B]) = [f(A), f(B)].
Коректнiсть такого означення нескладно показати i ми залишаємо це
читачевi.

Твердження 2. Якщо лiнiйне вiдображення f : X1 → X2 розмитих
нормованих просторiв нерозтягуюче, то вiдображення

L(f) : L(X1)→ L(X2)

також нерозтягуюче.

Доведення. Нехай [A,B] ∈ L(X1). Тодi з властивостей метрики Гаус-
дорфа випливає:

N2H(L(f)([A,B], t)) =N2H([f(A), f(B)], t) =M2H(f(A), f(B), t) ≥
≥M1H(A,B, t) = N1H([A,B], t).
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Легко бачити, що при цьому одержуємо ендофунктор L у категорiї
FNS(∗). Iснує природне перетворення η тотожнього функтора 1FNS(∗)

у функтор L. вiдображення ηX : X → L(X) дiє за формулою ηX(x) =

[{x}, {0}].
Позначимо через Lp(X) множину класiв еквiвалентностi пар опу-

клих полiедрiв, а саме: Lp(X) =
{
[conv(A), conv(B)] | A,B ⊂ X —

непорожнi скiнченнi множини
}
. Зрозумiло, що Lp — пiдфунктор фун-

ктора L.
На множинi L(X) можна означити операцiю ⊕: нехай [A,B],

[C,D] ∈ L(X), приймемо [A,B] ⊕ [C,D] = [(A + D) ∨ (B + C), B + D]

(див. [6]).
Означимо на добутку L(X) × L(X) min-норму, породжену означе-

ною вище нормою на спiвмножниках.

Лема 4. Операцiя ⊕ є нерозтягуючим вiдображенням з L(X)×L(X)

у L(X).

З такою операцiєю множина L(X) стає нормованою граткою.

Лема 5. Нехай M = 〈[A1, B1], . . . , [Ak, Bk]〉 ⊂ Lp(X). Тодi

supM = [(A1 +B2 + · · ·+Bk) ∨ (B1 + A2 +B3 · · ·+Bk)∨

∨(B1 +B2 + · · ·+ Ak), B1 + · · ·+Bk].

Доведення. Проводиться безпосереднiми обчисленнями.

Вказана вище операцiя дає змогу означити природне перетворен-
ня µ функтора L2

p = LpLp в Lp; при цьому вiдображення µX задає-
ться так. Нехай [A,B] ∈ L2

p(X), тодi iснують [Ai, Ci], [Bj, Dj] ∈ Lp(X),
i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l, такi, що A = 〈[A1, C1], . . . , [Ak, Ck]〉, B =

〈[B1, D1, ], . . . , [Bl, Dl]〉. Тодi приймаємо

µX([A,B]) = ([A1, C1]⊕ · · · ⊕ [Ak, Ck]) + ([D1, B1, ]⊕ · · · ⊕ [Dl, Bl]).

Iншими словами, µX([A,B]) = max(A)−max(B).
Для того, щоби показати коректнiсть такого означення природного

перетворення, зауважимо, що для кожного нерозтягуючого лiнiйного
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вiдображення f : X1 → X2 дiаграма

L2
p(X1)

L2
p(f) //

µX1

��

L2
p(X2)

µX2

��
Lp(X1)

Lp(f)
// Lp(X2)

комутативна.
Покажемо, що µX(ηLp(X)) = 1Lp(X). Нехай [A,B] ∈ Lp(X), тодi

µX(ηLp(X))([A,B]) = µX({[A,B]}, {0}) = max{[A,B]}−max{0} = [A,B].

Покажемо тепер, що µXLp(ηX) = 1Lp(X). Нехай [A,B] ∈ Lp(X), A =

〈a1, . . . , ak〉, B = 〈b1, . . . , bl〉. Тодi

µXLp(ηX)([A,B]) = µX([〈ηX(a1), . . . , ηX(ak)〉, 〈ηX(b1), . . . , ηX(bl)〉]) =
= max〈ηX(a1), . . . , ηX(ak)〉 −max〈ηX(b1), . . . , ηX(bl)〉 =
= max〈[{a1}, {0}], . . . , [{ak}, {0}]〉 −max〈[{b1}, {0}], . . . , [{bl}, {0}]〉 =
= [〈a1, . . . , ak〉, {0}]− [〈b1, . . . , bl〉, {0}] = [A,B].

Нарештi, покажемо, що дiаграма

L3
p(X)

Lp(µX)//

µLp(X)

��

L2
p(X)

µX

��
L2
p(X) µX

// Lp(X)
комутативна.

Нехай [A,B] ∈ L3
p(X). Тодi µXµLp(X)[A,B] = µX(maxA − maxB) i

µXLp(µX)[A,B] = max(µX(A)− µX(B)).

Нехай A = 〈[A1,B1], . . . , [Ak,Bk]〉. Тодi maxA = [A1,B1] ⊕ · · · ⊕
[Ak,Bk]〉 i, використовуючи лему 5, одержуємо

µX maxA =µX([(A1 + B2 + · · ·+ Bn) ∨ · · · ∨
∨(B1 + · · ·+ Bn−1 +An),B1 + · · ·+ Bn]) =
=max((A1 + B2 + · · ·+ Bn) ∨ · · · ∨ (B1 + · · ·+ Bn−1 +An))−
−max(B1 + · · ·+ Bn) = ((maxA1 +maxB2 + · · ·+maxBn)⊕
⊕ · · · ⊕ (maxB1 + · · ·+maxBn−1 +maxAn))−
−(maxB1 + · · ·+maxBn) =
=(maxA1 + · · ·+maxAn)− (maxB1 + · · ·+maxBn).



294 О. Савченко

З iншого боку,

maxµX(A) =max〈µX([A1,B1]), . . . , µX([Ak,Bk])〉 =
=(maxA1 −maxB1)⊕ · · · ⊕maxAk −maxBk) =
=(maxA1 + · · ·+maxAn)− (maxB1 + · · ·+maxBn).

Оскiльки аналогiчнi рiвностi можна довести i для B, приходимо до
висновку, що наведена вище дiаграма комутативна.

Доведене вище можна переформулювати в термiнах теорiї катего-
рiй. Усi необхiднi означення можна знайти, наприклад, у книзi [8].

Теорема 3. Трiйка (Lp, η, µ) утворює монаду на категорiї FNS(∗).

3 Зауваження

Результати цiєї статтi можна поширити у рiзних напрямках. Перший з
них стосується розмитих 2-нормованих просторiв [9]. При цьому розми-
тою 2-нормою на лiнiйному просторi L, dimL ≥ 2, називається функцiя
N : L × L × [0,∞) → [0, 1], що задовольняє умови для всiх x, y, z ∈ L
i s, t ∈ [0,∞): 1) N(x, y, 0) = 0; 2) N(x, y, t) = 1 тодi i лише тодi, ко-
ли x, y лiнiйно залежнi; 3) N(x, y, t) = N(y, x, t); 4) N(x + y, z, t ◦ s) ≥
N(x, z, t) ∗ N(y, z, s); 5) функцiя N(x, y, ·) : [0,∞) → [0, 1] неперервна;
6) N(αx, y, t) = N(x, y, t

ϕ(α)
).

Трiйку (L,N, ∗) при цьому називають 2-нормованим простором.
Вiдображення N називають 2-нормою.

Стосовно iнших далеких узагальнень та модифiкацiй поняття роз-
митого нормованого простору див., наприклад, [10], де розглядається
поняття iнтуїцiонiстського розмитого n-нормованого простору.

Замiсть пар компактних опуклих множин можна розглядати пари
замкнених обмежених опуклих множин. Однак вiдсутнiсть вiдповiд-
них властивостей розмитої метрики Гаусдорфа для цього випадку не
дає нам змоги зараз зробити це узагальнення.

Виникає природна проблема: охарактеризувати категорiю алгебр
для монади, описаної в теоремi 3. Припускаємо, що ця категорiя є
категорiєю розмитих нормованих векторних граток та iзотонних не-
розтягуючих лiнiйних операторiв.
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Сформулюємо також запитання: чи функтор L є функторiальною
частиною монади на категорiї FNS(∗)?
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[2] Hörmander L. Sur la fonction d’appui des ensembles convexes dans un
espace localement convexe // Arkiv Mat. — 1954. — 3. — P. 181–186.

[3] Saadati R., Vaezpour S.M., Some results on fuzzy Banach spaces //
J. Appl. Math. & Computing. — 2005. — 17, №1-2. — P. 475–484.

[4] Katsaras A.K., Fuzzy topological vector spaces // Fuzzy Sets and
Systems. — 1984. — 12. — P. 143–154.

[5] Bag T., Samanta T.K., Finite dimensional fuzzy normed linear spaces
// J. Fuzzy Math. — 2003. — 11, №3. — P. 687–705.

[6] Пинскер А.Г. Пространства выпуклых множеств локально-выпук-
лого пространства // Тр. Ленингр. инж.-экон. ин-та. — 1966. — 63.
— С. 13–17.
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PAIRS OF CONVEX SUBSETS IN FUZZY NORMED

SPACES
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The paper is devoted to a counterpart of the construction of the linear

space of pairs of compact convex sets in the context of the fuzzy normed

spaces. A fuzzy norm on the linear space of pairs of compact convex sets

is defined. It is shown that this fuzzy norm on the set of pairs of compact

convex sets is generated by the norm described in the paper of Pinsker in

the case of fuzzy norm generated by an ordinary norm.

It is also shown that the functor of pairs of convex polyhedra forms a

monad on the category of fuzzy normed spaces and nonexpanding linear

operators.




