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Дослiджується незлiченна родина метричних просторiв, якi є iнду-
ктивними границями строгих пiдметрик скiнченних метрик Хемiнга.
Встановлено, що кожен простiр з цiєї родини є однорiдним i мiстить
iзоморфну копiю довiльного скiнченного простору, а в його групу iзо-
метрiй iзоморфно занурюються всi злiченнi групи.

1 Вступ

У 30-их роках минулого столiття Л. М. Блюменталем було введено
поняття метричної трансформацiї (див. [1]). Трансформацiєю або пе-
ретворенням метричного простору (X, dX) за допомогою шкали s нази-
вається простiр (X, s(dX)), в якому вiдстань dX замiнюється вiдстанню
s(dX), де s : R+ → R+ — монотонно зростаюча неперервна функцiя,
s(0) = 0. В загальному випадку s(dX) є напiвметрикою, тобто для
неї може не виконуватись нерiвнiсть трикутника. Якщо s(dX) є метри-
кою, то трансформацiя називається метричною. Зокрема, коли похiдна
шкали s′ не зростає, трансформацiя s(dX) є метричним перетворенням
(див. [2]).

Технiка метричних трансформацiй розвивалась у працях Л. Блю-
менталя, Дж. фон Ноймана, I. Шонберга ([3], [4], [5]). Найвiдомiшими
з них є такi:
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a) степеневi метричнi трансформацiї s(t) = tα, 0 < α ≤ 1;

b) перетворення Шонберга s(t) = 1− exp(−λt), λ > 0;

c) логарифмiчна i дробово-лiнiйна трансформацiї s(t) =
t

1 + t
, s(t) =

log(1 + t).

Вiдповiдно до роботи [6] метричнi простори (X, dX) i (Y, dY ) називати-
мемо iзоморфними, якщо метричний простiр X є iзометричним транс-
формацiї простору (Y, dY ) за допомогою деякої шкали s, тобто iснує
така бiєкцiя g : X → Y , що для довiльних u, v ∈ X виконується рiв-
нiсть

dX(u, v) = s(dY (g(u), g(v))).

Позначатимемо у цьому випадку простiр (X, dX) як s(Y ). Якщо про-
стiр (X, dX) iзоморфний деякому пiдпростору простору (Y, dY ), то го-
воритимемо, що (X, dX) iзоморфно занурюється в (Y, dY ). Iзоморфнi
метричнi простори є топологiчно еквiвалентними, тобто як топологi-
чнi простори мають однаковi властивостi.

Означення пiдметрики метричного простору було введено в роботi
[7] для скiнченних просторiв.

Означення 1. Нехай (X, dX) — довiльний метричний простiр. Буде-
мо говорити, що метрика d̃X , визначена на множинi X, є пiдметри-
кою метрики dX , якщо виконуються такi умови:

A) для довiльних x, y ∈ X має мiсце нерiвнiсть d̃X(x, y) ≤ dX(x, y);

B) для довiльних x, y, u, v ∈ X з рiвностi dX(x, y) = dX(u, v) випливає
рiвнiсть d̃X(x, y) = d̃X(u, v).

Нагадаємо, що простором Хемiнга Hm називається метричний про-
стiр, визначений на множинi всiх булевих векторiв довжини m, вiд-
стань мiж векторами якого визначається як кiлькiсть попарно рiзних
координат в цих векторах. У працi [8] дослiджено властивостi цiлочи-
сельних пiдметрик метрики Хемiнга, зокрема описано їх групи iзоме-
трiй.

Метою замiтки є дослiдження iндуктивних границь строгих пiд-
метрик скiнченних метрик Хемiнга. Доведено, що iндуктивнi границi
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довiльних строгих пiдметрик просторiв Хемiнга є однорiдними метри-
чними просторами, якi унiверсальнi щодо iзоморфних занурень для
класу скiнченних метричних просторiв. Охарактеризовано групи iзо-
метрiй iндуктивних границь строгих пiдметрик метрик Хемiнга. З на-
веденого опису випливає, що група iзометрiй кожного з них мiстить
iзоморфну копiю довiльної злiченної групи.

2 Пiдметрики й метричнi трансформацiї

Для довiльної метрики dX , визначеної на множинi X, серед її пiдме-
трик природним чином видiляється пiдклас строгих пiдметрик.

Означення 2. Пiдметрику d̃X метрики dX , визначеної на множинi
X, називатимемо строгою якщо для довiльних x, y, u, v ∈ X з нерiв-
ностi dX(x, y) < dX(u, v) випливає нерiвнiсть d̃X(x, y) < d̃X(u, v).

Наступне твердження пов’язує мiж собою поняття строгої пiдме-
трики i метричної трансформацiї.

Теорема 1. Нехай d̃X є пiдметрикою метрики dX , що задана на скiн-
ченнiй множинi X. Метричний простiр (X, d̃X) є метричною транс-
формацiєю простору (X, dX) тодi i тiльки тодi, коли d̃X є строгою
пiдметрикою метрики dX .

Доведення. Якщо метричний простiр (X, d̃X) є метричною трансфор-
мацiєю простору (X, dX), то iснує така шкала s, що d̃X = s(dX). Оскiль-
ки функцiя s неперервна i монотонно зростаюча, то якщо для довiль-
них x, y, u, v ∈ X виконується нерiвнiсть dX(x, y) < dX(u, v), то викону-
ється нерiвнiсть s(dX(x, y)) < s(dX(u, v)), а отже, d̃X(x, y) < d̃X(u, v).

Нехай тепер пiдметрика d̃X зберiгає строгi нерiвностi вiдстаней мiж
точками. За визначенням пiдметрики d̃X зберiгає також рiвностi вiд-
станей мiж точками. Оскiльки множинаX скiнченна, то це означає, що
скiнченнi множини значень метрики dX i пiдметрики d̃X складаються
з однакової кiлькостi елементiв. Впорядкуємо за зростанням 0 = a0 <

a1 < a2 < . . . < as всi значення метрики dX i 0 = b0 < b1 < b2 < . . . < bs
всi значення пiдметрики d̃X . Визначимо функцiю s(t) поклавши для
x, y ∈ X

s(0) = 0, s(dX(x, y)) = d̃X(x, y).
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На кожному з iнтервалiв [ai, ai+1] (i = 0, 1, . . . , s− 1) продовжимо фун-
кцiю s(t) лiнiйно. Своїми значеннями s(ai) = bi, s(ai+1) = bi+1 на кiнцях
iнтервалу вона визначається на ньому однозначно. Для t > as покла-
демо s(t) = (t−as)+bs. Функцiя s(t) є кусково-лiнiйною функцiєю, яка
визначена при t ≥ 0, є неперервною, монотонно зростаючою i s(0) = 0.

Отже, s є шкалою i простори (X, s(dX(x, y))) i (X, d̃X) iзометричнi, тоб-
то простiр (X, d̃X) є метричною трансформацiєю простору (X, d̃X).

3 Iндуктивнi границi пiдметрик метрик Хемiнга

Спочатку нагадаємо деякi властивостi просторiв Хемiнга, якi ми буде-
мо використовувати пiзнiше.

Лема 1. [9] Для довiльного n-точкового метричного простору (X, dX)

iснує iзоморфне занурення цього простору у простiр Хемiнга Hm, де

m =
1

2
((n2 )

2 − (n2 )− 2)(n2 − 2n+ 7).

Зазначимо, що доведення цiєї леми є конструктивним, тобто зану-
рення X в Hm будується в явному виглядi.

Злiченним простором Хемiнга H∞ називається простiр нескiнчен-
них майже нульових (0, 1)-послiдовностей (кожна така послiдовнiсть
мiстить лише скiнченну кiлькiсть елементiв, якi дорiвнюють одини-
цi), а вiдстань мiж двома такими послiдовностями x̄ = (x1, x2, . . .) i
ȳ = (y1, y2, . . .) визначається за правилом:

dH∞(x̄, ȳ) =
∞∑
i=1

|xi − yi|. (1)

Злiченний простiр Хемiнга можна отримати як iндуктивну границю
послiдовностей просторiв Хемiнга H1, H2, . . . з природними занурен-
нями ϕi : Hi → Hi+1, що задаються таким чином:

ϕi(x1, . . . , xi) = (x1, . . . , xi, 0), i ≥ 1. (2)

Нехай тепер d̃Hm деяка строга пiдметрика метрики Хемiнга dHm .
Позначимо простiр (Hm, d̃Hm) через H̃m. Тодi за теоремою 1 iснує шка-
ла s така, що виконується рiвнiсть:

s(dHm) = d̃Hm . (3)
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Нехай s — фiксована функцiя шкали.

Означення 3. Послiдовнiсть строгих пiдметрик d̃Hi метрик Хемiн-
га dHi, i ≥ 1 таких, що для кожної з них виконується рiвнiсть (3),
тобто простори H̃i i s(Hi) iзоморфнi, називатимемо s-послiдовнiстю
пiдметрик метрик Хемiнга dHi, i ≥ 1.

Для s-послiдовнiстi d̃Hi , i ≥ 1, розглянемо занурення ϕi : H̃i ↪→
H̃i+1, визначенi за правилом (2). Вони є iзометричними, а отже, можна
розглянути iндуктивну границю

H̃ = lim
−→

(H̃i, ϕi)

s-послiдовностi просторiв H̃i.

Означення 4. Нехай K — деякий клас метричних просторiв. Ме-
тричний простiр (X, dX) називатимемо унiверсальним щодо класу
K, якщо довiльний простiр з цього класу iзоморфно занурюється в
простiр (X, dX).

Теорема 2. Нехай d̃Hi, i ≥ 1, є s-послiдовнiстю строгих пiдметрик
метрик Хемiнга dHi. Тодi мають мiсце такi твердження

1. Простори H̃ i s(H∞) iзометричнi.

2. Простiр H̃ є унiверсальним щодо класу всiх скiнченних метри-
чних просторiв.

Доведення. 1. Зауважимо, що простiр H̃, як i простiр s(H∞) визна-
чений на множинi нескiнченних майже нульових (0, 1)-послiдовностей.
Покажемо, що вiдстань мiж однаковими елементами множини в обох
цих просторах однакова. Справдi, нехай x̄ = (x1, x2, . . .) i ȳ = (y1, y2, . . .)

— двi такi послiдовностi. Оскiльки вони майже нульовi, то iснує таке
натуральне число l, що для всiх j > l маємо xj = yj = 0. Це означає,
з одного боку, що в просторi s(H∞) вiдстань мiж послiдовностями x̄

i ȳ дорiвнює ds(H∞)(x̄, ȳ) = s(
∑l

i=1 |xi − yi|). З iншого боку, за побудо-
вою простору H̃, послiдовностi x̄ i ȳ належать простору H̃l, а отже,
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вiдстань мiж ними дорiвнює

d̃Hl((x1, . . . , xl),(y1, . . . , yl)) =

=s(dHl((x1, . . . , xl), (y1, . . . , yl))) = s(
l∑

i=1

|xi − yi|),

тобто вiдстань мiж x̄ i ȳ однакова в обох просторах.
2. Нехай (X, dX) — деякий скiнченний метричний простiр. За лемою

1 для довiльного n iснує простiр Hm, такий, що пiдпростiр X iзомор-
фно занурюється в Hm. Оскiльки простори H̃m i Hm iзоморфнi, то X
iзоморфно занурюється в H̃m. А тому (X, dX) буде iзоморфно занурю-
ватись у граничний простiр H̃. Оскiльки (X, dX) ми вибирали довiльно,
то iндуктивна границя строгих пiдметрик простору Хемiнга H̃ мiстить
iзоморфну копiю довiльного скiнченного метричного простору.

Зауваження 1. З пункту 1 цiєї теореми випливає, що коли множи-
на значень шкали s — обмежена, то для довiльної s-послiдовностi H̃i,
i ≥ 1, iндуктивна границя H̃ є простором скiнченного дiаметра. На-
приклад, метрична трансформацiя H̃i просторiв Хемiнга Hi, заданих
за допомогою шкали s0(t) = t

t+1
, визначає простiр H̃, що має дiаметр

1.

Лема 2. Нехай метричнi простори (X, dX) i (Y, dY ) iзоморфнi. Тодi
їх групи iзометрiй IsomX i IsomY iзоморфнi як групи пiдстановок.

Носiєм функцiї h(x) ∈ HM називається множина supp(h) всiх еле-
ментiв m iз M , для яких h(m) 6= 1. Вiнцевий добуток G o H групи
пiдстановок (G,M) з абстрактною групою H мiстить пiдгрупу

GoH = {[g, h(x)] : |supp(h)| <∞},

яка називається обмеженим вiнцевим добутком групи пiдстановок
(G,M) i групи H.

Теорема 3. Для довiльної s-послiдовностi строгих пiдметрик ме-
трик Хемiнга dHi, i ≥ 1, iндуктивна границя H̃ є однорiдним метри-
чним простором. Група iзометрiй цього простору iзоморфна обме-
женому вiнцевому добутку S∞oC2 симетричної групи нескiнченного
степеня з циклiчною групою порядку 2, тобто мiстить iзоморфну
копiю кожної злiченної групи.
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Доведення. За пунктом 1 теореми 1 метричнi простори H̃ i H∞ iзо-
морфнi. Вiдомо (див. [10]), що група iзометрiй простору H∞ iзоморфна
обмеженому вiнцевому добутку S∞oC2. Оскiльки iзоморфнi простори
мають iзоморфнi групи iзометрiй, а простори H̃ i H∞ визначенi на
однiй множинi, то їх групи iзометрiй рiвнi. А тому група iзометрiй
простору H̃ також iзоморфна обмеженому вiнцевому добутку S∞oC2.
Крiм того, простiр H∞ є однорiдним метричним простором, тобто його
група iзометрiй дiє на ньому транзитивно. Отже, простiр H̃ є також
однорiдним.

Оскiльки регулярне зображення злiченної групи є групою пiдста-
новок на злiченнiй множинi, то група IsomH̃ мiстить iзоморфну копiю
довiльної злiченної групи.

З теорем 1 i 2 безпосередньо випливає

Наслiдок 1. Для довiльного ε > 0 iснує рiвномiрно дискретний злi-
ченний метричний простiр H(ε), який має такi властивостi:

a) дiаметр H(ε) дорiвнює ε;

b) довiльний скiнченний метричний простiр iзоморфно занурюється
в H(ε);

c) довiльна злiченна група iзоморфно занурюється в Isom(H(ε)).
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