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Для цiлого ряду Дiрiхле F (z) =
∑+∞
n=0 ane

zλn , де послiдовнiсть по-
казникiв така, що {λn : n ≥ 0} ⊂ R+, встановлено умови, за яких
lnM(x, F, S) ∼ lnM(x, F ) при x → +∞ (x /∈ E,

∫
E
d lnx < +∞),

де M(x, F ) = sup{|F (x + iy)| : y ∈ R}, M(x, F, S) = sup{|F (x + iy)| :
|y − t| ≤ a}, a > 0, t ∈ R, x ∈ R.

1 Вступ

Через Da позначатимемо клас абсолютно збiжних у пiвплощинi
{z : Re z < a}, a ≤ +∞, рядiв Дiрiхле вигляду

F (z) =
∑+∞

n=0
ane

zλn , z ∈ C, (1)
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де {λn : n ≥ 0} ⊂ [0,+∞); D
def
= D+∞ — клас цiлих рядiв Дiрiхле. Через

D+(λ) та D+
0 (λ) позначатимемо пiдкласи вiдповiдно класiв D та D0,

у якi входять ряди Дiрiхле вигляду (1) з фiксованою послiдовнiстю
показникiв λ = (λn) такою, що λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑ +∞).

Для F ∈ Da, a ≤ +∞, та x < a позначатимемо M(x, F ) =

sup{|F (x + iy)| : y ∈ R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}. Нехай a1(x)

i a2(x) — додатнi на R функцiї такi, що a1(x) ≤ a2(x) для всiх x з
R, а tj(x), j ∈ {1, 2}, — деякi довiльнi дiйснi функцiї на R. Крiм
того, визначимо Sj(x, tj, aj) = {z = x + iy : |y − tj(x)| ≤ aj(x)},
Sj = ∪x∈R Sj(x, tj, aj), M(x, F, Sj) = sup{|F (x+iy)| : |y−tj(x)| ≤ aj(x)}.
Зауважимо, що при tj(x) ≡ const, aj(x) ≡ const, Sj — горизонтальна
смуга.

У рiзних класах абсолютно збiжних рядiв Дiрiхле вiдомо ([1]–[11]),
що в достатнiх умовах, за виконання яких справджуються тi чи iн-
шi асимптотичнi спiввiдношення, послiдовностi (λn) i (− ln |an|) у ви-
падку класу D+ def

=
⋃
λ

D+(λ) та послiдовностi (λn) i (ln |an|) у ви-

падку класу D+
0

def
=
⋃
λ

D+
0 (λ) з якiсної точки зору є рiвноправними.

Так, в [2] подiбний ефект встановлений у класi D+
0 ( в [1, 3] — в кла-

сi D+) стосовно асимптотичного спiввiдношення Бореля lnM(x, F ) =

(1 + o(1)) lnµ(x, F ), а в [5, 6, 7] в класах D+
0 та D+ стосовно спiввiдно-

шення M(x, F ) = (1 + o(1))µ(x, F ). При цьому вiд послiдовностi пока-
зникiв λ = (λn) в [5, 6] у класi D вимагається лише, щоб виконувалась
умова

(∀ n ≥ 0) : λn < sup{λj : j ≥ 0} def= β, (2)

тобто, допускається як обмеженiсть послiдовностi показникiв, так i на-
явнiсть у неї будь-якої кiлькостi точок скупчення. А у випадку класу
D0 вiд послiдовностi показникiв λ = (λn) вимагається лише, щоб вико-
нувалась умова (2) з β = +∞.

Через Dβ позначимо клас цiлих рядiв Дiрiхле з класу D, показники
яких задовольняють умову (2) з β ≤ +∞.

Вiдзначимо також результати зi статей [8, 9], якi мають безпосере-
днє вiдношення до даної статтi. Основним результатом зi статтi [8] є
таке твердження.
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Теорема А ([8, Теорема 1]). Нехай F ∈ D+(λ), а aj(x) ≡ aj = const,

tj(x) = tj = const (j ∈ {1, 2}). Якщо виконується умова

+∞∑
n=n0

1

µn
< +∞ (3)

з µn = λn i S1 ⊂ S2, то асимптотичнi спiввiдношення

lnM(x, f, S2) ≥ lnM(x, f, S1) ≥ ln{M(x, f, S2) + o(M(x, F ))}+
+o(lnM(x, F ))

(4)

виконуються при x → +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри Ле-
бега.

У статтi [9] подiбне твердження отримане в класi D+
0 у випадку,

коли виконується умова (3) з µn = ln |an|.
Мета цiєї статтi — отримати подiбне твердження в класi D+∞. Ви-

падок класу Dβ, β < +∞, у данiй статтi залишаємо поза розглядом.
Через L позначимо клас неперервних, додатних, зростаючих до

+∞ функцiй; L1 — пiдклас L, до якого входять функцiї Φ(t) такi,

що
∫ x

x0

Φ(t)

t
dt = O(Φ(x)) (x → +∞); вiдзначимо, що (див. [3]) в клас

L1 входять тi i лише тi функцiї Φ ∈ L, оберненi функцiї ϕ(t) до яких
задовольняють умову Карамати (∀c > 0) : ϕ(ct) = O(ϕ(t)) (t→ +∞).

Наведемо спочатку наступну теорему з [3], яка мiстить оцiнку за-
гального члена цiлого ряду Дiрiхле з класу D+∞ через максимальний
член ряду. Доведення цiєї теореми в iдейному планi є близьким до до-
ведення вiдповiдної теореми з [2], встановленої для абсолютно збiжних
рядiв Дiрiхле з класу D+

0 .

Надалi, для F ∈ D+∞ позначатимемо Φ(x)
def
= lnµ(x, F ), Φ1(x)

def
=

Φ(x)/x, а через ϕ та ϕ1 позначатимемо, вiдповiдно, оберненi функцiї
до функцiй Φ та Φ1.

Логарифмiчною мiрою вимiрної множини E ⊂ [1,+∞) називаємо
величину ln−meas(E) def=

∫
E
d ln x.

Лема 1 ([3]). Нехай функцiя F ∈ D+∞, така що Φ1 ∈ L1, а v(t)

— невiд’ємна на [0,+∞) i додатна при t → +∞ функцiя така, що∫ +∞
0

v(t)dt < +∞. Якщо lnn = o(ln |an|) (n → +∞), то iснує функцiя
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c1(t) ↑ +∞ (t → +∞) така, що для всiх n ≥ 0 i для всiх x > 0

(x /∈ E, ln−meas(E) < +∞) виконується нерiвнiсть

|an|exλn ≤ µ(x, F ) exp

{
−x
∫ µn

µν

(µn − t)
c1(t)

ϕ(t)
v(4t)dt

}
. (5)

де µn = − ln |an|, а ν = ν(x, F ) = max{n : |an|exλn = µ(x, F )} — цен-
тральний iндекс ряду (1).

Крiм наведеного щойно твердження, iстотно використовуватимемо
наступний результат П. Турана.

Лема 2. ([12, p.70]) Нехай α ≤ β ≤ γ ≤ δ, β1 < β2 < · · · < βn i
g(t) =

∑n
j=1 bj exp{itβj}. Тодi

max{|g(t)| : α ≤ t ≤ δ} ≤
(
2e
δ − α
γ − β

)n
max{|g(t)| : β ≤ t ≤ γ}.

2 Зростання у горизонтальних смугах

Доведемо спочатку таку теорему.

Теорема 1. Якщо для функцiї F ∈ D+∞ виконуються умови Φ1 ∈ L1,

Φ1(x) =
1
x
lnµ(x, F ), i (3) з µn = − ln |an|, то знайдеться зростаюча

до +∞ функцiя p(x), x→ +∞, така, що для будь-яких функцiй tj(x)

i aj(x) (j ∈ {1, 2}) таких, що

ln
a2(x)

a1(x)
≤ p(x) (x ≥ x0) (6)

i S1 ⊂ S2, спiввiдношення

lnM(x, F, S2) ≥ lnM(x, F, S1) ≥ ln
(
M(x, F, S2) + o(µ(x, F ))

)
+

+o(lnµ(x, F ))
(7)

виконуються при x → +∞ зовнi деякої множини E скiнченної лога-
рифмiчної мiри, тобто, ln−meas(E) < +∞.
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Доведення. Не зменшуючи загальностi, вважаємо, що 0 = µ0 ≤ µn =

− ln |an| ↗ +∞ (1 ≤ n → +∞). Нехай n1(t) =
∑

µn≥t 1 — лiчильна
функцiя послiдовностi (µn). Доведемо, що з умови (3) випливає

n = o(µn) (n→ +∞),

∫ ∞
t−2n1(t)dt < +∞.

Зауважимо, що для 0 < x < t∑
x≤µn≤t

1

µn
=

∫ t

x

dn1(u)

u
=
n1(u)

u

∣∣∣∣t
x

+

∫ t

x

n1(u)

u2
du.

Позаяк з умови (3) за критерiєм Кошi, завдяки монотонностi послi-
довностi (µn) маємо, що n = o(µn) (n→ +∞), то умова (3) i умова∫ ∞

µn0

n1(u)

u2
du < +∞.

є рiвносильними.
Далi двiчi застосуємо лему 1. Спочатку, за лемою 1 з функцiєю

v(t) = 16t−2n1(t), приймаючи в нерiвностi (5) n = 0, для всiх x > 0

зовнi множини E скiнченної логарифмiчної мiри отримаємо

lnµ(x, F ) ≥ x

∫ µν

0

c1(t)n1(4t)

tϕ(t)
dt. (8)

Зауважимо тепер, що
0 ≤ lnµ(x, F ) = −µν + xλν (x ≥ x0), ν = ν(x− 0, F ),

звiдки
µν ≤ xλν (x ≥ x0), ν = ν(x− 0, F ). (9)

Оскiльки (∀ n ≥ 0)(∀ x ∈ R) : − µn + xλn ≤ lnµ(x, F ) = Φ(x), то
при x = ϕ(µn) звiдси отримуємо, що λn ≤ µn+Φ(x)

x
= 2µn

ϕ(µn)
(n ≥ 0).

Застосовуючи останню нерiвнiсть до (9) отримаємо, що

x ≥ 1

2
ϕ(µν) (x ≥ x0), ν = ν(x− 0, F ). (10)

Застосувавши тепер нерiвнiсть (10) до (8), для всiх x > x0 зовнi мно-
жини E скiнченної логарифмiчної мiри отримаємо

lnµ(x, F ) ≥ n1(3µν)c2(µν), (11)
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де c2(t) = 1
2
c1
(
3
4
t
)
ln 4

3
. Оскiльки умови∫ ∞ n1(t)

t2
dt < +∞ та

∫ ∞ N1(t)

t2
dt < +∞,

де N1(t) =

∫ t

t0

n1(x)d lnx+ ln
t

t0
n1(t0),

є рiвносильнi, то, застосовуючи лему 1 з функцiєю v(t) = 16t−2N1(t),
при x→ +∞ зовнi множини скiнченної логарифмiчної мiри маємо

1

µ(x, F )
Σ1(x)

def
=

1

µ(x, F )

∑
µn>3µν

|an|exλn ≤

≤
∑

µn>3µν

exp

{
−xc3(µν)

∫ µn

µν

µn − t
t2

· N1(4t)

ϕ(t)
dt

}
≤

≤
∑

µn>3µν

1

µn
exp (max{ψ(y) : y ≥ 3µν}) , (12)

де ψ(y) = −xc3(µν)
∫ y
µν

y−t
t2
· N1(4t)

ϕ(t)
dt + ln y, а c3 — функцiя c1 з леми 1,

вибрана за функцiєю v(t) = 16t−2N1(t).

Оскiльки ψ′(y) = −xc3(µν)
∫ y

µν

N1(4t)

t2ϕ(t)
dt+

1

y
спадає на [3µν ,+∞), то

ψ′(y) ≤ ψ′(3µν) = −xc3(µν)
∫ 3µν

µν

N1(4t)

t2ϕ(t)
dt+

1

3µν
≤

≤ −2

9
c3(µν)

N1(4µν)

µν
+

1

3µν
< 0

для всiх досить великих ν. Тому ψ(y) спадає на [3µν ,+∞) i, отже, при
ν → +∞

max{ψ(y) : y ≥ 3µν} = ψ(3µν) ≤

≤ −xc3(µν)
µν

ϕ(µν)
N1(4µν)

∫ 2µν

µν

3µν − t
t3

dt+ ln(3µν) ≤

≤ − 1

16
c3(µν)N1(4µν) + ln 3µν ,

звiдки, скориставшись тим, що завдяки опуклостi вiдносно логарифма
функцiї N1(t) виконується N1(t)/ ln t→ +∞ (t→ +∞), для всiх досить
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великих ν отримуємо max{ψ(y) : y ≥ 3µν} ≤ − 1
17
c3(µν)N1(4µν). Отже,

з (12) при x → +∞ зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної
мiри одержуємо

1

µ(x, F )
Σ1(x) = o

(
exp

{
− 1

17
c3(µν)N1(4µν)

})
. (13)

При фiксованому x > 0 застосовуємо лему 2 з α = t2(x)−a2(x), β =

t1(x)− a1(x), γ = t1(x) + a1(x), δ = t2(x) + a2(x), bj = aj exp{xλj},

max
{∣∣∣∑

µn≤3µν
anexλneitλn

∣∣∣ : |t− t2(x)| ≤ a2(x)
}
≤

≤
(
2e
a2(x)

a1(x)

)n1(3µν)

max
{∣∣∣∑

µn≤3µν
anexλneitλn

∣∣∣ : |t− t1(x)| ≤ a1(x)
}
.

Звiдси,

M(x, F, S2)≤max
{∣∣∣∑

µn≤3µν
anexλneitλn

∣∣∣ : |t− t2(x)| ≤ a2(x)
}
+Σ1(x) ≤

≤
(
2e
a2(x)

a1(x)

)n1(3µν)

M(x, F, S1) +

(
1 +

(
2e
a2(x)

a1(x)

)n1(3µν)
)
· Σ1(x). (14)

Оскiльки,

N1(4t) ≥
∫ 4t

3t

n1(x)d ln x ≥ n1(3t) ln
4

3
,

то вибираючи c4(µν) = 1
17
ln 4

3
c3(µν), та p(x) = min

{
c2(µν),

c4(µν)

2

}
,

послiдовно, за допомогою (11), при x→ +∞ зовнi множини скiнченної
логарифмiчної мiри, одержуємо(

2e
a2(x)

a1(x)

)n1(3µν)

≤ exp
{(

ln(2e) + p(x)
)
n1(3µν)

}
=

= exp {O(c2(µν)n1(3µν))} = exp{o(lnµ(x, F ))}. (15)

Подiбно, за допомогою (13) при x → +∞ зовнi множини скiнченної
логарифмiчної мiри маємо(

1 +

(
2e
a2(x)

a1(x)

)n1(3µν)
)
Σ1(x) ≤
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≤ o (µ(x, F ) exp{−(c4(µν)− p(x) +O(1))n1(3µν)}) =

= o (µ(x, F ) exp{−(1/2 + o(1))c4(µν)n1(3µν)}) = o(µ(x, F )). (16)

Поєднуючи тепер (14)–(16), при x→ +∞ зовнi множини скiнченної
логарифмiчної мiри одержуємо

ln
(
M(x, F, S2) + o(µ(x, F ))

)
≤ lnM(x, F, S1) + o(lnµ(x, F )).

Теорему 1 доведено.

Зауваження 1. Спiввiдношення (7), взагалi кажучи, є сильнiшим
за спiввiдношення (4). Проте, за теоремою 2, доведеною в [3], у ви-
падку, коли додатково ( lnn

µn
) є майже монотонно спадна, lnM(x, F ) =

(1+o(1)) lnµ(x, F ) при x→ +∞ зовнi множини скiнченної логарифмi-
чної мiри. Тому, в рамках теореми 1 за вказаної додаткової умови,
цi спiввiдношення є рiвносильними.

Вiдзначимо деякi наслiдки з теореми 1.

Наслiдок 1. Нехай F ∈ H i виконуються умови Φ1 ∈ L1, Φ1(x) =
1
x
lnµ(x, F ), (3) з µn = − ln |an| i

an = |an|eiθn , |θn − θ| ≤ γ <
π

2
(n ≥ n0), θ ∈ [−π; π). (17)

Тодi для кожної смуги S = ∪x∈RS(x, t, a), a > 0, t ∈ R при x → +∞
зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри, виконується
спiввiдношення

lnM(x, F ) = (1 + o(1)) lnM(x, F, S). (18)

Доведення. Доведення наслiдку 1 здiйснюємо подiбно до того, як це
робилося в [8, c. 683] при доведеннi наслiдку 2.

Справдi,

|F (x− iθ)| =
∣∣∣ +∞∑
n=0

|an|ei(θn−θ)+xλn
∣∣∣ ≥ Re

( +∞∑
n=0

|an|ei(θn−θ)+xλn
)
≥

≥
+∞∑
n=0

|an|exλn · cos(θn − θ) ≥
+∞∑
n=0

|an|exλn · cos γ ≥M(x, F ) cos γ.
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Вибираючи тепер у теоремi 1 S1 = S, а смугу S2 таку, що мiстить S1

i горизонтальну пряму {x − iθ : x ∈ R}, отримуємо, що M(x, F, S2) ≥
M(x, F ) cos γ, i тому за теоремою 1 при x→ +∞ зовнi деякої множини
скiнченної логарифмiчної мiри отримуємо

lnM(x, F ) = lnM(x, F, S) ≥ ln
(
M(x, F, S2) + o(M(x, F ))

)
+

+o(lnM(x, F )) ≥ ln
(
M(x, F ) cos γ + o(M(x, F ))

)
+ o(lnM(x, F )) =

= lnM(x, F ) + o(lnM(x, F )).

Наслiдок 2. Нехай F ∈ H i виконуються умови Φ1 ∈ L1, Φ1(x) =
1
x
lnµ(x, F ), (3) з µn = − ln |an| i (17). Тодi для функцiї p(x) > 0 такої

, що при x→ +∞(
max

{∫ +∞

lnµ(x,F )
2x

t−2n1(t)dt,

∫ +∞

lnµ(x,F )
2x

t−2N1(t)dt

}) 1
2

= o

(
1

p(x)

)
(19)

i для будь-яких функцiй a(x) > 0 i t(x) таких, що виконується умова

ln

(
1 +
|t(x)|+ |θ|

a(x)

)
≤ p(x) (x ≥ x0), (20)

спiввiдношення (18) виконується при x→ +∞ зовнi деякої множини
скiнченної логарифмiчної мiри, де M(x, F, S) = max{|F (x + it)| : |t −
t(x)| ≤ a(x)}.

Доведення. Для того, щоб отримати твердження наслiдку 2, заува-
жимо спочатку, що функцiя c1(t) з леми 1 у доведеннi теореми 1 з [3]
вибирається

c1(t) = c1(t, v) = (l(t))−1/2, l(t)=

∫ +∞

x

v(x), dx

а у доведеннi теореми 1 лема 1 застосовувалась з v(t)=v1(t)=16t−2n1(t)

та v(t) = v2(t) = 16t−2N1(t).

Далi, у доведеннi теореми 1

p(x) = min
{
c2(µν),

c4(µν)

2

}
,
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де c2(t) = d1 · c1(t, v1), c4(t) = d2 · c1(t, v2), d1, d2 — додатнi сталi, тобто

p(x) = min
{
d1 · c1(µν , v1), d2 ·

c1(µν , v2)

2

}
.

Зауважимо тепер, що оскiльки поза послiдовнiстю точок стрибка цен-
трального iндекса ν(x, F )

d

dx

(
1

x
lnµ(x, F )

)
= x−2µν(x), то 1

x
lnµ(x, F )− 1

x0
lnµ(x0, F ) =

∫ x
x0
t−2µν(t,F )dt,

а, тому,
1

x
lnµ(x, F ) ≤ (1 + o(1))µν(x,F ) (x→ +∞),

звiдки 1
2x

lnµ(x, F ) ≤ µν(x,F ) (x → +∞). Отже, якщо виконується
умова (19) i виконується умова (6), то виконується твердження теореми
1.

Виберемо тепер, як i у доведеннi наслiдку 1, смуги

S1(x, t, a) = {z = x+ iy : |y − t(x)| ≤ a(x)},

S2(x, t2, a2) = {z = x+ iy : |y − t(x)| ≤ |t(x)|+ |θ|+ a(x)}.

Тодi, очевидно, що S1 = S, S1∪{x−iθ : x ∈ R} ⊂ S2. Залишається тепер
зауважити, що з умови (19) випливає умова (6) теореми 1 i завершити
доведення дослiвним повтором мiркувань з доведення наслiдку 1.

Твердження. Умова (17) є iстотною для того, щоб виконувалось твер-
дження наслiдку 1.

Справдi, для цього досить скористатись iдеєю побудови вiдповiдної
функцiї F ∈ D+ з [8, c. 684–686]. Власне, нехай q ∈ (1, 2). Означимо
послiдовностi

λn = qq
n

, rn = λλnn (n ≥ 0)

i розглянемо ряд Дiрiхле Fq ∈ D+ вигляду

Fq(z) = f2(z)− f1(z), f1(z) =
+∞∑
n=0

1

rn
ezλn , f2(z) =

+∞∑
n=0

1

rn
ez(λn+1/rn).

Варто вiдзначити, що всi подальшi мiркування є модифiкацiєю вiдпо-
вiдних мiркувань з [8, c. 684–686], з деякими виправленнями i допов-
неннями.
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Далi ми будемо використовувати такий факт ([13, c. 19]): якщо для
ряду Дiрiхле вигляду (1) виконується умова

κn(F )
def
=

ln |an−1| − ln an
λn − λn−1

↗ (n ≥ n0),

то для x ∈ [κn(F ),κn+1(F )] (n ≥ n0)

µ(x, F ) = |an|exλn .

Оскiльки, очевидно, що κn(fj) ∼ qn ln q = lnλn (n → +∞), а також
κn(f1) < κn(f2) (n ≥ 0), то κn(f1) < κn(f2) < κn+1(f1)κn+1(f2) для
всiх досить великих n. Отже, для всiх x ∈ [κn(f2),κn+1(f1)) маємо
ν(x, f1) = ν(x, f2) = n та

µ(x, f2) = µ(x, f1) exp{
λn
rn
}.

Нехай tn = (1 + δ) lnλn, τn = q(1− δ) lnλn, δ ∈ (0, q−1
q+1

). Подiбно, як i в
[8, c. 685–686] доведемо, що для кожної смуги S = S(a, 0) (a > 0), при

x→ +∞, x ∈ E def
=

+∞⋃
n=0

[tn, τn], виконується спiввiдношення

lnM(x, Fq, S) = o(lnM(x, Fq)). (21)

Оскiльки q(1−δ)
1+δ

> 1, то для логарифмiчної мiри множини E маємо∫
E

dx

x
=

+∞∑
n=0

∫
[tn,τn]

dx

x
=

+∞∑
n=0

ln
τn
tn

=
+∞∑
n=0

ln
q(1− δ)
1 + δ

= +∞,

а також, за побудовою отримуємо, що умова (3) з µ2n = µ2n+1 = ln rn
(n ≥ 0) виконується.

Доведемо тепер, що 1
t
lnµ(t, Fq) ∈ L1. Для цього, очевидно досить

встановити, що для всiх досить великих t ≥ t0 функцiя t−2 lnµ(t, Fq)

— неспадна. Оскiльки µ(t, f1) < µ(t, f2) для всiх t ∈ R, то µ(t, Fq) =

µ(t, f2). Тому, для всiх t ∈ [κn(f2),κn+1(f2)] i для всiх досить великих
n виконується

µ(t, Fq) = µ(t, f2) =
1

rn
exp{(λn + 1/rn)t}.
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Отже, для того, щоб функцiя t−2 lnµ(t, f2) на промiжку
[κn(f2),κn+1(f2)] для всiх досить великих n була монотонно зроста-
ючою, досить, щоб для всiх досить великих n виконувалась нерiвнiсть

κn+1(f2) <
2 ln rn

λn + 1/rn
. Але, κn+1(f2) ∼ lnλn+1 = q lnλn,

2 ln rn
λn + 1/rn

∼

2 lnλn (n→ +∞). Залишається пригадати, що q < 2.

Доведемо тепер спiввiдношення (21). Зауважимо спочатку, що для
всiх x ∈ [tn, τn] i для всiх досить великих n виконується

λδλnn =
1

rn
etnλn ≤ 1

rn
exλn = µ(x, f1) ≤

1

rn
eτnλn = λ(q(1−δ)−1)λn

n (22)

Оскiльки функцiя (eτn/x)x зростає на промiжку [q, τn− 1], а λn−1 <

τn−1, то для всiх x ∈ [tn, τn]

ψ1(x)
def
=

n−1∑
k=0

1

rk
exλk ≤

n−1∑
k=0

(eτn
λk

)λk
≤ n

( eτn

λn−1

)λn−1

, (23)

ψ2(x)
def
=
∑+∞

k=n+1
1
rk
exλk ≤

∑+∞
k=n+1

(
eτn

λn+1

)λk
=
∑+∞

k=n+1 e
−δqλnλk =

= o(1) (n→ +∞).

Звiдси та з (23), застосовуючи лiву нерiвнiсть з (22) отримуємо

M(x, ψ1 + ψ2) = o(µ(x, f1)), lnM(x, ψ1 + ψ2) =

= o(lnµ(x, f1)) (x→ +∞, x ∈ E). (24)

Подiбно для всiх x ∈ [tn, τn] отримуємо

ψ3(x)
def
=
∑
k 6n

1

rk
ex(λk+1/rk) ≤

n−1∑
k=0

eτn/r0
(eτn
λk

)λk
+

+
+∞∑

k=n+1

eτn/rn+1

( eτn

λn+1

)λk
≤ neτn/r0

( eτn

λn−1

)λn−1

+ eτn/rn+1

+∞∑
k=n+1

e−δqλnλk ,

звiдки, за допомогою лiвої нерiвностi з (22) знову отримуємо

M(x, ψ3) = o(µ(x, f1)), lnM(x, ψ3) = o(lnµ(x, f1)) (x→ +∞, x ∈ E).
(25)
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Зауважимо тепер, що для функцiї ψ4(z)
def
= Fq(z) − 1

rn
ezλn(ez/rn − 1) з

(24) i (25) випливає, що

M(x, ψ4) = o(µ(x, f1)), lnM(x, ψ4) = o(lnµ(x, f1)) (x→ +∞, x ∈ E).
(26)

Нехай y = πrn. При x→ +∞ (x ∈ E) отримуємо

M(x, Fq) ≥ |Fq(x+ iy)| ≥ 1

rn
exλn|e(x+iy)/rn − 1| −M(x, ψ4) =

= µ(x, f1)(1 + ex/rn) + o(µ(x, f1)) = (2 + o(1))µ(x, f1). (27)

Далi, для кожної смуги S = S(a, 0) (a > 0), для всiх досить великих n
виконується a/rn < π/2 i

M(x, Fq, S) ≤ µ(x, f1)max{|e(x+iy)/rn − 1| : |y| ≤ a}+M(x, ψ4) =

= µ(x, f1)|e(x+ia)/rn − 1|+M(x, ψ4). (28)

Оскiльки |e(x+iy) − 1| ≤ 2ex| sin y
2
| + |ex − 1| (x, y ∈ R), то для всiх x ∈

[tn, τn] при n→ +∞ за допомогою правої нерiвностi з (22) отримуємо

µ(x, f1)|e(x+ia)/rn − 1| ≤ µ(x, f1)
(
2eτn/rn sin

a

2rn
+ eτn/rn − 1

)
≤

≤ λq(1−δ)−2
n

(
a(1 + o(1)) + (1 + o(1))q(1− δ) lnλn

)
Звiдси i з нерiвностi (28) для всiх x ∈ [tn, τn] при n→ +∞ отримуємо

M(x, Fq, S) ≤M(x, ψ4) + o(1),

що разом з (27), (26) при x→ +∞ (x ∈ E) дає

lnM(x, Fq, S)

lnM(x, Fq)
≤ (1 + o(1))

lnM(x, ψ4)

lnµ(x, f1)
= o(1).

Отже, iстотнiсть умови (17) в наслiдку 1 встановлена.
Те ж саме є також правильним стосовно твердження наслiдку 2.

Зауваження 2. Побудована вище функцiя Fq ∈ D+ має потрiбнi асим-
птотичнi властивостi в горизонтальнiй смузi для довiльного q > 1, але
умову 1

t
lnµ(t, Fq) ∈ L1 при q ≥ 2, вона не задовольняє, як її не за-

довольняє побудована в [8] функцiя, яка, власне, отримується з нашої
функцiї при q = 2.
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Зауваження 3. Наскiльки iстотною у наведених вище теоремi i на-
слiдках є умова 1

t
lnµ(t, Fq) ∈ L1 авторам в даний час невiдомо.
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For a entire Dirichlet series F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn , where sequence of the

exponents such that {λn : n ≥ 0} ⊂ R+, conditions for lnM(x, F, S) ∼
lnM(x, F ) as x → +∞ (x /∈ E,

∫
E
d ln x < +∞), where M(x, F ) =

sup{|F (x+ iy)| : y ∈ R}, M(x, F, S) = sup{|F (x+ iy)| : |y− t| ≤ a}, a >
0, t ∈ R, x ∈ R), are establish.




