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Нехай R ∈ (0,+∞], f(z) =
∑
cnz

n — аналiтична в крузi |z| < R
функцiя, для якої

∑
|cn|2r2n → +∞, r → R, Tf (r) — характеристи-

ка Неванлiнни f , Nf (r, a) — усереднена лiчильна функцiя a-точок f , а
(ωn(ω)) — послiдовнiсть незалежних рiвномiрно розподiлених на [0, 1]

випадкових величин. Доведено, що для довiльної зростаючої до +∞ на
[x0,+∞) функцiї h iснує зростаюча до R послiдовнiсть (rn) така, що
для випадкової аналiтичної функцiї fω(z) =

∑∞
n=0 e

2πiωn(ω)cnz
n майже

напевно для кожного a ∈ C маємо Tfω (rn) ≤ Nfω (rn, a) + h(Tfω (rn)),
n ≥ n0(ω, a).
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подiл значень, лiчильна функцiя, усереднена лiчильна функцiя, характеристика
Неванлiнни
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1 Вступ

Нехай N0 = N ∪ {0} — множина невiд’ємних цiлих чисел, D(r) = {z ∈
C : |z| < r} для всiх r ∈ (0,+∞], ln+ x = lnmax{x, 1} для кожного
x ∈ [0,+∞), а L — клас додатних, неспадних, необмежених на [0,+∞)

функцiй.

Як звично, якщо R ∈ (0,+∞] i E ⊂ R — вимiрна множина, то
для R = +∞ (R < +∞) логарифмiчною мiрою цiєї множини на [0,R)
називаємо iнтеграл

∫
E∩[1,+∞)

dr

r

(∫
E∩[0,R)

dr

R− r

)
,

Верхньою i нижньою щiльностями множини E на [0,R) називаємо вiд-
повiдно границi

lim
r→+∞

∫
E∩[1,r)

dt

r
, lim
r→+∞

∫
E∩[1,r)

dt

r

(
lim
r→R

∫
E∩[0,r)

(R− r)dt
(R− t)2

, lim
r→R

∫
E∩[0,r)

(R− r)dt
(R− t)2

)
.

Скажемо, що множина E має щiльнiсть d на [0,R), якщо її верхня
i нижня щiльностi на [0,R) дорiвнюють d. Легко довести, що кожна
множина E скiнченної логарифмiчної мiри на [0,R) є щiльностi 0 на
[0,R).

Усi мероморфнi (зокрема, аналiтичнi) в крузi функцiї, якi розгля-
даються в данiй роботi, вважаємо вiдмiнними вiд тотожно сталих.

Будемо використовувати стандартнi позначення теорiї розподiлу
значень мероморфних функцiй [1, 2]. Зокрема, якщо R ∈ (0,+∞], f —
мероморфна в D(R) функцiя i r ∈ (0,R), то нехай nf (r) — лiчильна
функцiя полюсiв функцiї f (тобто кiлькiсть полюсiв f з урахуванням
їх кратностей в D(r)); усереднену лiчильну функцiю полюсiв, функцiю
вiдхилення f вiд ∞, характеристику Неванлiнни i максимум модуля
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визначаємо вiдповiдно за рiвностями

Nf (r) =

∫ r

0

(nf (t)− nf (0))
dt

t
+ nf (0) ln r,

mf (r) =
1

2π

∫ 2π

0

ln+ |f(reiθ)|dθ,

Tf (r) = Nf (r) +mf (r), Mf (r) = sup{|f(z)| : |z| = r}.

Для довiльного a ∈ C приймемо nf (r, a) := n 1
f−a

(r),Nf (r, a) := N 1
f−a

(r),
mf (r, a) := m 1

f−a
(r), Tf (r, a) := T 1

f−a
(r). Крiм того, для r0 ∈ (0,R), всiх

r ∈ [r0,R) i кожного K > 0 покладемо

N f (r, r0, K) = sup
|a|≤K

(Nf (r, a)−Nf (r0, a)),

N f (r, r0, K) = inf
|a|≤K

(Nf (r, a)−Nf (r0, a)).

Нагадаємо також, що порядком мероморфної вD(+∞) = C функцiї
f називається величина

ρf = lim
r→+∞

lnTf (r)

ln r
.

Нехай R ∈ (0,+∞], f — мероморфна в D(R) функцiя i r ∈ (0,R).
Тодi, згiдно з першою основною теоремою розподiлу значень меромор-
фних функцiй (див., наприклад, [2], с. 27–28),

|Tf (r, a)− Tf (r) + ln |cf (a)|| ≤ ln+ |a|+ ln 2 (1)

де cf (a) – перший ненульовий коефiцiєнт у розвиненнi Лорана функцiї
f(z) − a в околi точки z = 0. Якщо характеристика Неванлiнни Tf (r)

є необмеженою на (0,R), то для кожного a ∈ C через δf (a) i ∆f (a)

позначимо вiдповiдно неванлiннiв i валiронiв дефект цiєї функцiї в
точцi a, тобто

δf (a) = lim
r→R

mf (r, a)

Tf (r)
= 1− lim

r→R

Nf (r, a)

Tf (r)
,

∆f (a) = lim
r→R

mf (r, a)

Tf (r)
= 1− lim

r→R

Nf (r, a)

Tf (r)
.
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З огляду на (1), маємо

Nf (r, a) ≤ Tf (r) + ln+ |a|+ ln 2− ln |cf (a)|. (2)

З (2) випливає, що 0 ≤ δf (a) ≤ ∆f (a) ≤ 1. Як звично (див., напри-
клад, [2], с. 147), число a ∈ C називаємо неванлiнновим (валiроновим)
винятковим значенням функцiї f , якщо δf (a) > 0 (∆f (a) > 0).

Добре вiдомо ([2], с. 158, 151), що для мероморфної в C функцiї f
множина її неванлiннових виняткових значень є не бiльш як злiчен-
ною, а плоска лебегова мiра множини валiронових виняткових значень
дорiвнює нулю. З iншого боку, правильнi наступнi теореми Н. У. Ара-
келяна [3] та Д. Дрейсiна i Д. Ф. Шiа [4] вiдповiдно.

Теорема A. Нехай M ⊂ C — довiльна злiченна множина, а ρ > 1
2

—
довiльне число. Тодi iснує цiла функцiя f порядку ρf = ρ така, що M
є пiдмножиною множини неванлiннових виняткових значень f .

Теорема B. Нехай l ∈ L — довiльна функцiя. Тодi iснує цiла функцiя
f така, що Tf (r) = o(l(r) ln2 r), r → +∞, i множина валiронових
виняткових значень функцiї f є потужностi континуум.

Зауважимо, що обмеження на зростання цiлої функцiї в теоремах A
i B є iстотними: цiла функцiя f порядку ρf ≤ 1

2
не має неванлiннових

виняткових значень [2, с. 269], а цiла функцiя f , для якої Tf (r) =

O(ln2 r), r → +∞, не має валiронових виняткових значень [2, с. 568].
Як виявляється, "бiльшiсть" аналiтичних в крузi D(R) функцiй з

необмеженою на (0,R) характеристикою Неванлiнни Tf (r) володiють
такою ж властивiстю, як i цiлi функцiї порядку ρf ≤ 1

2
, тобто вони

не мають неванлiннових виняткових значень. Такий висновок можна
зробити з результатiв, отриманих в роботах [5]–[8] для випадкових ана-
лiтичних функцiй. Перш нiж сформулювати цi результати, введемо
додатково деякi позначення i означення.

Нехай R ∈ (0,+∞], r ∈ (0,R). Для кожної аналiтичної в крузi
D(R) функцiї

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n (3)

покладемо

Sf (r) =

(
∞∑
n=0

|cn|2r2n
) 1

2

.
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Тодi, як випливає з наведеної нижче леми 2,

Tf (r) ≤
1

2e
+ ln+ Sf (r). (4)

Правильна також нерiвнiсть Tf (r) ≤ max
{

1
2
, lnSf (r)

}
; див. [9].

Через H(R) позначимо клас аналiтичних в D(R) функцiй вигляду
(3), що задовольняють умову Sf (r)→ +∞ при r →R. Зауважимо, що
класH(+∞) збiгається з класом цiлих функцiй (вiдмiнних вiд тотожно
сталих).

Розглянемо деякий ймовiрнiсний простiр (Ω,A, P ) i припустимо,
що на ньому iснує послiдовнiсть Штейнгауза (ωn(ω)), тобто послiдов-
нiсть незалежних рiвномiрно розподiлених на [0, 1] випадкових вели-
чин. Приклади таких ймовiрнiсних просторiв i вiдповiдних послiдов-
ностей Штейнгауза наведено в [10]. Надалi ймовiрнiсний простiр i по-
слiдовнiсть Штейнгауза вважаємо заданими i фiксованими. Крiм то-
го, кожну з випадкових величин ωn(ω) вважаємо визначеною для всiх
ω ∈ Ω.

Поряд з аналiтичною функцiєю (3) розглянемо випадкову аналiти-
чну функцiю

fω(z) =
∞∑
n=0

e2πiωn(ω)cnz
n. (5)

А. К. Оффорд [5] довiв таку теорему.

Теорема C. Нехай K i δ — додатнi числа, а f ∈ H(1) — аналiти-
чна функцiя вигляду (3). Тодi для випадкової аналiтичної функцiї (5)
майже напевно (м. н.) виконуються спiввiдношення

lim
r→1

N fω

(
r, 1

2
, K
)

lnSf (r)
= 1, lim

r→1

N fω

(
r, 1

2
, K
)

lnSf (r)
= 1,

lim
r→1

N fω

(
r, 1

2
, K
)
−N fω

(
r, 1

2
, K
)

lnδ Sf (r)
= 0.

Двi наступнi теореми у випадкуR = +∞ доведено в [6], а у випадку
довiльного R ∈ (0,+∞] — в [7].
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Теорема D. Нехай R ∈ (0,+∞], а f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3). Тодi для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. вико-
нуються нерiвностi

lnSf (r) ≤ min{Nfω(r, 0), Tfω(r)}+ C1 ln lnSf (r), r0(ω) ≤ r < R;
lnSf (r) ≤ Nfω(r, 0) + C1 lnNfω(r, 0), r0(ω) ≤ r < R,

де C1 > 0 — абсолютна стала.

Теорема E. Нехай R ∈ (0,+∞], f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3), h ∈ L, а (rk) — додатна зростаюча до R послiдовнiсть.
Тодi iснує пiдпослiдовнiсть (rkp) така, що для випадкової аналiтичної
функцiї (5) м. н. правильнi нерiвностi

lnSf (rkp) ≤ min{Nfω(rkp , 0), Tfω(rkp)}+ h(lnSf (rkp)), p ≥ p0(ω);

lnSf (rkp) ≤ Nfω(rkp , 0) + h(Nfω(rkp , 0)), p ≥ p0(ω).

Зауважимо, що з теореми D, а також з нерiвностей (2) i (4), за-
стосованих до функцiї fω, м. н. випливає рiвнiсть ∆fω(0) = 0, тобто
м. н. 0 не є валiроновим винятковим значенням для функцiї fω. Крiм
того, оскiльки функцiю h ∈ L в теоремi E можна вибрати зростаючою
як завгодно повiльно, то з цiєї теореми можемо зробити наступний
висновок: для "бiльшостi" аналiтичних функцiй f ∈ H(R) зростан-
ня характеристики Nf (r, 0) на деякiй зростаючiй до R послiдовностi
значень r є близьким до зростання характеристики lnSf (r).

Наступну теорему i наслiдок з неї отримано в [8].

Теорема F. Нехай R ∈ (0,+∞], а f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3). Тодi iснує функцiя h ∈ L така, що для випадкової аналi-
тичної функцiї (5) м. н. для кожного a ∈ C виконується нерiвнiсть

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + C2 ln lnSf (R) + ln
R

R− r
+ h(|a|),

r0(ω) ≤ r < R < R,

де C2 > 0 — абсолютна стала.

Наслiдок A. Нехай f — цiла функцiя вигляду (3). Тодi iснують фун-
кцiя h ∈ L i множина E скiнченної логарифмiчної мiри на [0,+∞)
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такi, що для випадкової цiлої функцiї (5) м. н. для кожного a ∈ C
виконується нерiвнiсть

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + C3 ln lnSf (r) + h(|a|), r ≥ r0(ω), r /∈ E,

де C3 > 0 — абсолютна стала.

З теореми C i наслiдку A випливає, що якщо f ∈ H(R) — аналi-
тична функцiя вигляду (3), то для випадкової аналiтичної функцiї (5)
м. н. δfω(a) = 0 для кожного a ∈ C, тобто м. н. функцiя fω не має
неванлiннових виняткових значень.

У данiй роботi отримаємо точнiшi i гнучкiшi результати, нiж наве-
денi вище результати робiт [5]–[8]. Крiм того, встановимо умови на зро-
стання аналiтичної функцiї f ∈ H(R) вигляду (3), за яких випадкова
аналiтична функцiя (5) м. н. не має валiронових виняткових значень.

2 Загальна теорема

Нехай f — мероморфна в D(R) функцiя. Покладемо f ∗(z) = zf ′(z)

для кожного z ∈ C, а для довiльних r ∈ (0,R) та a ∈ C приймемо

Ef (r, a) = {θ ∈ [0, 2π] : |f(reiθ)− a| ≤ 1}.

Для вимiрної множини E ⊂ R через µ(E) позначатимемо її лiнiйну
мiру Лебега.

Нехай x1, . . . , xn ∈ [0,+∞). Далi без додаткових пояснень викори-
стовуємо добре вiдомi нерiвностi (див., наприклад, [2, с. 25])

ln+

∣∣∣∣∣
n∏
ν=1

xν

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
ν=1

ln+ |xν |, ln+

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

xν

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
ν=1

ln+ |xν |+ lnn.

Основною в нашiй роботi є наступна загальна теорема, яка буде ви-
користовуватись при доведеннi практично всiх результатiв, отриманих
нижче для випадкових аналiтичних функцiй.

Теорема 1. Нехай R ∈ (0,+∞], f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3), r0 ∈ (0,R) — довiльне фiксоване число таке, що Sf (r0) >
max{e,

√
1 + |c0|2}, i

lf (r) = min

{
ln

R

R− r
+ ln lnSf (R) : R ∈ [r,R)

}
, r0 ≤ r < R. (6)
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Тодi iснують функцiї h1, h2 ∈ L такi, що для випадкової аналiтичної
функцiї (5) для кожного ω ∈ Ω i всiх a ∈ C правильнi нерiвностi

µ(Efω(r, a)) ≤
2π

ln
√
S2
f (r)− |c0|2

(lnSf (r)− Tfω(r) + h1(|a|)), r0 ≤ r < R;

(7)

Tfω(r) ≤ Nfω(r, a) +mf∗ω(r, 0) +
µ(Efω(r, a))

2π
lf (r) + h2(|a|), r0 ≤ r < R.

(8)

З наведених далi мiркувань буде випливати, що функцiї h1, h2 ∈
L, iснування яких стверджується теоремою 1, можуть бути вибранi
наступним чином:

h1(x) = 2 ln+ x+ ln+ |c0|+
5

2
ln 2, (9)

h2(x) = 3 ln+ x+ 14 + ln+m+ ln+ |cm|+ ln+ |c0|+m ln+ 1

r0
, (10)

де m = nf−c0(0, 0) = min{n ∈ N : cn 6= 0}.
Теорема 1 є, фактично, безпосереднiм наслiдком з двох наступних

теорем.

Теорема 2. Нехай R ∈ (0,+∞], f — аналiтична в D(R) функцiя
вигляду (3), r ∈ (0,R) i a ∈ C. Тодi, якщо Sf (r) >

√
1 + |c0|2, то

µ(Ef (r, a)) ≤

≤ 2π

ln
√
S2
f (r)− |c0|2

(
lnSf (r)− Tf (r) + ln+ |c0 − a|+ ln+ |a|+ 3

2
ln 2

)
.

(11)

Теорема 3. НехайR ∈ (0,+∞], f — аналiтична в крузi D(R) функцiя
вигляду (3), a ∈ C i 0 < r < R < R. Тодi

Tf (r) ≤ Nf (r, a) +mf∗(r, 0) +
µ(Ef (r, a))

2π

(
ln

R

R− r
+ ln+ Tf (R)

)
+

+12 + ln+ nf (0, a) + 2 ln+ |a|+ ln+ |cf (a)|+ nf (0, a) ln
+ 1

R
.
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Перш нiж доводити теореми 2, 3 i 1, встановимо ряд допомiжних
тверджень.

Лема 1. Нехай F ⊂ [0, 2π] — вимiрна за Лебегом множина, u —
невiд’ємна, iнтегровна на [0, 2π] функцiя. Тодi

1

2π

∫
F
ln+ u(θ)dθ ≤ 1

e
+
µ(F)
2π

ln+

(
1

2π

∫ 2π

0

u(θ)dθ

)
. (12)

Доведення. Нехай E = {θ ∈ F : u(θ) > 1}. Якщо µ(E) = 0, то не-
рiвнiсть (12) тривiальна. Якщо ж µ(E) > 0, то, використовуючи (див.,
наприклад, [11, c. 58]) нерiвнiсть Йєнсена

1

µ(E)

∫
E
lnu(θ)dθ ≤ ln

(
1

µ(E)

∫
E
u(θ)dθ

)
,

отримуємо

1

2π

∫
F
ln+ u(θ)dθ =

1

2π

∫
E
lnu(θ)dθ ≤ µ(E)

2π
ln

(
1

µ(E)

∫
E
u(θ)dθ

)
≤

≤ µ(E)
2π

ln

(
1

µ(E)

∫ 2π

0

u(θ)dθ

)
=
µ(E)
2π

ln
2π

µ(E)
+
µ(E)
2π

ln

(
1

2π

∫ 2π

0

u(θ)dθ

)
.

Залишилось врахувати, що найбiльше значення функцiї y(x) = x ln 1
x

на iнтервалi (0,+∞) дорiвнює 1
e
.

Лема 2. Нехай F ⊂ [0, 2π] — вимiрна множина, R ∈ (0,+∞], r ∈
(0,R) i f — аналiтична в крузi D(R) функцiя вигляду (3). Тодi

1

2π

∫
F
ln+ |f(reiθ)|dθ ≤ 1

2e
+
µ(F)
2π

ln+ Sf (r). (13)

Щоб отримати лему 2, досить застосувати лему 1 до функцiї u(θ) =
|f(reiθ)|2 i врахувати рiвнiсть Парсеваля

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ = S2
f (r).

Зауважимо, що якщо F = [0, 2π] \ Ef (r, 0), то нерiвнiсть (13) збiга-
ється з нерiвнiстю

Tf (r) ≤
1

2e
+

2π − µ(Ef (r, 0))
2π

ln+ Sf (r), (14)

з якої випливає нерiвнiсть (4), а також правильнiсть наступної леми.
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Лема 3. Нехай R ∈ (0,+∞], f — аналiтична в D(R) функцiя i r ∈
(0,R). Тодi, якщо Sf (r) > 1, то

µ(Ef (r, 0)) ≤
2π

lnSf (r)

(
lnSf (r)− Tf (r) +

1

2e

)
. (15)

Наступне твердження довели Д. Бенбоуренан та Р. Корхонен [12].

Лема A. Нехай R ∈ (0,+∞], а g — мероморфна в крузi D(R) фун-
кцiя така, що g(0) = 1. Тодi для довiльних α, β ∈ (0, 1) правильна
нерiвнiсть

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)

∣∣∣∣α dθ ≤ C(α, β)

(
R

R− r
Tg(R)

)α
, 0 < r < R < R,

де

C(α, β) =

(
2

1− β

)α
+

4 +
(
2

1+α
1−α + 2

2+α
1−α

)1−α
βα

sec
απ

2
.

Лема 4. Нехай F ⊂ [0, 2π] — вимiрна множина, R ∈ (0,+∞], а g —
мероморфна в D(R) функцiя така, що g(0) = 1. Тодi

1

2π

∫
F
ln+

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)

∣∣∣∣ dθ < 8+
µ(F)
2π

ln+

(
R

R− r
Tg(R)

)
, 0 < r < R < R.

Доведення. Легко перевiрити, що для сталої C(α, β) з леми А маємо
C
(
1
2
, 1
2

)
= 10 + 4

√
10 < 23. Тому, використовуючи лему 1 i лему А з

α = β = 1
2
, отримуємо

1

2π

∫
F
ln+

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)

∣∣∣∣ 12 dθ ≤ 1

e
+
µ(F)
2π

ln+

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)

∣∣∣∣ 12 dθ
)
≤

≤ 1

e
+
µ(F)
2π

ln+

(
23

(
R

R− r
Tg(R)

) 1
2

)
≤

≤ 1

e
+
µ(F)
2π

(
ln 23 + ln+

(
R

R− r
Tg(R)

) 1
2

)
≤

≤ 1

e
+ ln 23 +

µ(F)
4π

ln+

(
R

R− r
Tg(R)

)
< 4 +

µ(F)
4π

ln+

(
R

R− r
Tg(R)

)
,

звiдки легко виводимо потрiбну нерiвнiсть. Лему 4 доведено.
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Доведення теореми 2. Нехай R ∈ (0,+∞], f — аналiтична в D(R)
функцiя вигляду (3), r ∈ (0,R) i a ∈ C. Припустимо, що Sf (r) >√
1 + |c0|2, i доведемо нерiвнiсть (11).
Оскiльки S2

f−a(r) = |c0−a|2+
∑∞

n=1 |cn|2r2n = S2
f (r)+ |c0−a|2−|c0|2,

то

S2
f (r)− |c0|2 ≤ S2

f−a(r) ≤ S2
f (r) + |c0 − a|2. (16)

Скориставшись правою з нерiвностей (16), маємо

lnSf−a(r) ≤
1

2
ln(S2

f (r) + |c0− a|2) ≤ lnSf (r) + ln+ |c0− a|+
1

2
ln 2. (17)

Крiм того,

Tf (r) =
1

2π

∫ 2π

0

ln+ |f(reiθ)− a+ a|dθ ≤ Tf−a(r) + ln+ |a|+ ln 2. (18)

Тому, використовуючи нерiвнiсть (15) з функцiєю f − a замiсть f ,
лiву з нерiвностей (16), а також (17) та (18), отримуємо

µ(Ef (r, a)) ≤
2π

lnSf−a(r)

(
lnSf−a(r)− Tf−a(r) +

1

2e

)
≤

≤ 2π

ln
√
S2
f (r)− |c0|2

(
lnSf (r)− Tf (r) + ln+ |c0 − a|+ ln+ |a|+ 3

2
ln 2

)
.

Теорему 2 доведено. �

Доведення теореми 3. Нехай R ∈ (0,+∞], f — аналiтична в крузi
D(R) функцiя вигляду (3), a ∈ C i 0 < r < R < R. Покладемо

g(z) =
f(z)− a

cf (a)znf (0,a)
.

Тодi, як легко перевiрити, g(0) = 1 i

f∗(z)

f(z)− a
=
g∗(z)

g(z)
+ nf (0, a), z ∈ D(R).
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Використовуючи лему 4 i позначення E = Ef (r, a), маємо

1

2π

∫
E
ln+

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)

∣∣∣∣ dθ ≤ 8 +
µ(E)
2π

ln+

(
R

R− r
Tg(R)

)
≤ 8+

+
µ(E)
2π

ln+

(
R

R− r

(
Tf (R) + ln+ |a|+ ln 2 + ln+ 1

|cf (a)Rnf (0,a)|

))
≤

≤8+
µ(E)
2π

(
ln

R

R− r
+ln+Tf (R)+ln+ln+|a|+ln+ln+ 1

|cf (a)Rnf (0,a)|
+ln 4

)
≤

≤ 8 +
µ(E)
2π

(
ln

R

R− r
+ ln+ Tf (R)

)
+ ln+ |a|+ ln+ 1

|cf (a)Rnf (0,a)|
+ ln 4 ≤

≤10+ln+ |a|+ ln+ 1

|cf (a)|
+ nf (0, a) ln

+ 1

R
+
µ(E)
2π

(
ln

R

R− r
+ ln+ Tf (R)

)
.

Звiдси отримуємо таку оцiнку

mf (r, a)−mf∗(r, 0) =
1

2π

∫
E
ln

1

|f(reiθ)− a|
dθ − 1

2π

∫ 2π

0

ln+ 1

|f ∗(reiθ)|
dθ ≤

≤ 1

2π

∫
E
ln

1

|f(reiθ)− a|
dθ − 1

2π

∫
E
ln

1

|f∗(reiθ)|
dθ =

=
1

2π

∫
E
ln

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)
+ nf (0, a)

∣∣∣∣ dθ ≤ 1

2π

∫
E
ln+

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)
+ nf (0, a)

∣∣∣∣ dθ ≤
≤ 1

2π

∫
E
ln+

∣∣∣∣g∗(reiθ)g(reiθ)

∣∣∣∣ dθ + ln+ nf (0, a) + ln 2 ≤

≤ 11 + ln+ nf (0, a) + ln+ |a|+ ln+ 1

|cf (a)|
+ nf (0, a) ln

+ 1

R
+

+
µ(E)
2π

(
ln

R

R− r
+ ln+ Tf (R)

)
.

Враховуючи нерiвнiсть (1) i отриману оцiнку, маємо

Tf (r) ≤ Tf (r, a) + ln |cf (a)|+ ln+ |a|+ ln 2 =

= Nf (r, a) +mf (r, a) + ln |cf (a)|+ ln+ |a|+ ln 2 ≤

≤ Nf (r, a) +mf∗(r, 0) +
µ(E)
2π

(
ln

R

R− r
+ ln+ Tf (R)

)
+

+12 + ln+ nf (0, a) + 2 ln+ |a|+ ln+ |cf (a)|+ nf (0, a) ln
+ 1

R
.

Теорему 3 доведено. �
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Доведення теореми 1. Нехай R ∈ (0,+∞], f ∈ H(R) — аналiтична
функцiя вигляду (3), r0 ∈ (0,R) — довiльне фiксоване число таке, що
Sf (r0) > max{e,

√
1 + |c0|2}, m = min{n ∈ N : cn 6= 0}, а h1, h2 ∈ L —

функцiї, визначенi за рiвностями (9), (10). Зафiксуємо довiльнi ω ∈
Ω та a ∈ C i доведемо, що для випадкової аналiтичної функцiї (5)
правильнi нерiвностi (7) та (8).

Оскiльки ln+ |e2πiω0(ω)c0 − a| + ln+ |a| + 3
2
ln 2 ≤ ln+ |c0| + ln+ |a| +

ln 2 + ln+ |a| + 3
2
ln 2 = h1(|a|), то нерiвнiсть (7) випливає з нерiвностi

(11), застосованої до функцiї fω замiсть f .
Нехай r0 ≤ r < R < R. Щоб довести нерiвнiсть (8), зауважимо,

що nfω(0, a) ≤ m, |cfω(a)| ≤ max{|cm|, |c0|+ |a|}. Тому, використовуючи
теорему 3 i нерiвнiсть (4) з функцiєю fω замiсть f , отримуємо

Tfω(r)≤Nfω(r, a)+mf∗ω(r, 0)+
µ(Efω(r, a))

2π

(
ln

R

R− r
+ln lnSf (R)+ln 2

)
+

+12 + ln+m+ 2 ln+ |a|+ ln+ |cm|+ ln+(|c0|+ |a|) +m ln+ 1

r0
≤

≤ Nfω(r, a) +mf∗ω(r, 0) +
µ(Efω(r, a))

2π

(
ln

R

R− r
+ ln lnSf (R)

)
+

+ ln 2+12+ln+m+2 ln+ |a|+ln+ |cm|+ ln+ |c0|+ ln+ |a|+ ln 2 +m ln+ 1

r0
,

звiдки й випливає (8). Теорему 1 доведено. �

3 Зростання усередненої лiчильної функцiї зовнi
малої множини

Нехай R ∈ (0,+∞] i f ∈ H(R) — аналiтична функцiя вигляду (3).
Надалi вважатимемо, що r0 ∈ (0,R) — деяке фiксоване число таке, що
Sf (r0) > max{e,

√
1 + |c0|2}, lf — функцiя, визначена за (6), а h1, h2 ∈ L

— функцiї, визначенi за (9), (10).
У цiй частинi нашої роботи встановимо оцiнки знизу для усередне-

ної лiчильної функцiї Nfω(r, a), якi виконуються м. н. для всiх a ∈ C
зовнi малих виняткових множин. Зокрема, покажемо, що оцiнку ви-
няткової множини E в наслiдку A можна iстотно уточнити, а також
доведемо твердження типу наслiдку A для функцiй з класу H(R) за
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певних умов на їх зростання у випадку скiнченного R. Цi результа-
ти випливатимуть з наступної теореми i отриманих далi тверджень
про оцiнки виняткових множин у деяких спiввiдношеннях для дiйсних
функцiй.

Теорема 4. Нехай R ∈ (0,+∞] i f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3). Тодi для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для
всiх a ∈ C i r ∈ [r0(ω),R) виконується нерiвнiсть

lnSf (r)≤Nfω(r, a)+C4 ln lnSf∗(r)+
C4 ln lnSf (r)+4 ln+|a|

lnSf (r)
lf (r)+3 ln+|a|,

де C4 > 0 — абсолютна стала.

Доведення. Застосовуючи нерiвностi (1) та (4) до функцiї f ∗
ω замiсть

f , а також теорему D до функцiї f∗ замiсть f , м. н. для всiх r ∈
[r1(ω),R) маємо

mf∗ω(r, 0) = Tf∗ω(r, 0)−Nf∗ω(r, 0) ≤ Tf∗ω(r)− ln |cf∗(0)|+ ln 2−Nf∗ω(r, 0) ≤

≤ 1

2e
+ lnSf∗(r)− ln |cf∗(0)|+ ln 2− lnSf∗(r) + C1 ln lnSf∗(r) ≤

≤ 2C1 ln lnSf∗(r).

Далi за теоремами 1 i D, згiдно з (9), м. н. для всiх a ∈ C отримуємо

µ(Efω(r, a)) ≤
4π(2C1 ln lnSf (r) + 2 ln+ |a|)

lnSf (r)
, r2(ω) ≤ r < R.

Використовуючи теоремами D та 1, а також (10) i встановленi вище
оцiнки для mf∗ω(r, 0) та µ(Efω(r, a)), м. н. для всiх a ∈ C i кожного
r ∈ [r0(ω),R) маємо

lnSf (r) ≤ Tfω(r) + C1 ln lnSf (r) ≤

≤ Nfω(r, a) +mf∗ω(r, 0) +
µ(Efω(r, a))

2π
lf (r) + 3 ln+ |a|+ 2C1 ln lnSf (r) ≤

≤Nfω(r, a)+4C1 ln lnSf∗(r)+
2(2C1 ln lnSf (r) + 2 ln+ |a|)

lnSf (r)
lf (r) + 3 ln+ |a|.

Залишилось прийняти C4 = 4C1. Теорему 4 доведено.
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Лема 5. Нехай −∞ < x0 < a ≤ +∞, а функцiї h(x), u(x) та ϕ(u)

такi, що:
1) h — додатна на [x0, a), iнтегровна на [x0, b] для кожного b ∈

(x0, a);
2) u — неспадна на [x0, a);
3) ϕ — додатна, неспадна на [u(x0), u(a)).
Тодi, якщо D — множина точок x ∈ [x0, a) таких, що iснує u′(x),

i b ∈ (x0, a], то для множини E(b) = {x ∈ [x0, b) ∩ D : u′(x) ≥
h(x)ϕ(u(x))}, правильна оцiнка∫

E(b)

h(x)dx ≤
∫ u(b)

u(x0)

du

ϕ(u)
.

Доведення. Маємо∫
E(b)

h(x)dx ≤
∫
E(b)

u′(x)

ϕ(u(x))
dx ≤

∫ b

x0

u′(x)

ϕ(u(x))
dx ≤

∫ u(b)

u(x0)

du

ϕ(u)
,

що й вимагалось.

Лема 6. НехайR ∈ (0,+∞], f ∈ H(R) — аналiтична функцiя вигляду
(3), h — додатна на [r0,R), iнтегровна на [r0, R] для кожного R ∈
(r0,R) функцiя, а функцiя ψ ∈ L така, що

∫ +∞
0

du
ψ(u)

< +∞. Тодi

S2
f∗(r) < h(r)ψ

(
h(r)

(
ψ
(
S2
f (r)

)))
для всiх r ∈ [r0,R) зовнi деякої вимiрної множини E такої, що∫
E
h(r)
r
dr < +∞.

Доведення. Для кожного r ∈ [0,R) нехай

u(r) = S2
f (r), v(r) = ru′(r) = 2

∞∑
n=0

n|cn|2r2n, w(r) = rv′(r) = 4S2
f∗(r).

(19)
Розглянемо множини

E1 =

{
r ∈ [r0,R) : u′(r) ≥

h(r)

r
ψ(u(r))

}
,

E2 =

{
r ∈ [r0,R) : v′(r) ≥

4h(r)

r
ψ(v(r))

}
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i покладемо E = E1 ∪ E2. За лемою 5 маємо
∫
E1

h(r)
r
dr < +∞,∫

E2

h(r)
r
dr < +∞, а тому й

∫
E
h(r)
r
dr < +∞. Крiм того, для всiх r ∈

[r0,R) зовнi множини E отримуємо S2
f∗(r) = 1

4
w(r) = 1

4
rv′(r) <

h(r)ψ(v(r)) = h(r)ψ(ru′(r)) ≤ h(r)ψ (h(r) (ψ(u(r)))) .

Тепер нам буде потрiбна така класична теорема Бореля-Неванлiнни
(див., наприклад, [2], с. 120).

Теорема G. Нехай u(x) — неперервна, неспадна, необмежена на
[x0,+∞) функцiя, u0 = u(x0), а ϕ(u) — неперервна, додатна, неспа-
дна, необмежена на [u0,+∞) функцiя, для якої

∫ +∞
u0

du
ϕ(u)

< +∞. Тодi
для всiх x ≥ x0 зовнi множини E скiнченної мiри виконується нерiв-
нiсть

u

(
x+

1

ϕ(u(x))

)
< u(x) + 1. (20)

Використовуючи теорему Бореля–Неванлiнни, доведемо наступну
бiльш загальну теорему.

Теорема 5. Нехай −∞ < x0 < a ≤ +∞, а функцiї H(x), u(x) та ϕ(u)
такi, що:

1) H — неперервна, зростаюча до +∞ на [x0, a);
2) u — неспадна, необмежена на [x0, a);
3) ϕ — додатна, неспадна, необмежена на [u0,+∞) i

∫ +∞
u0

du
ϕ(u)

<

+∞, де u0 = u(x0).
Тодi для множини

E =

{
x ∈ [x0, a) : u

(
H−1

(
H(x) +

1

ϕ(u(x))

))
≥ u(x) + 1

}
правильна оцiнка

∫
E
dH(x) < +∞.

Доведення. Насамперед доведемо, що умови неперервностi функцiй
u(x) та ϕ(u) в теоремi G зайвi.

Нехай, отже, u(x) — неспадна, необмежена на [x0,+∞) функцiя,
u0 = u(x0), а ϕ(u) — додатна, неспадна, необмежена на [u0,+∞) фун-
кцiя, для якої

∫ +∞
u0

du
ϕ(u)

< +∞.
Покладемо v(x) = [2u(x)], x ≥ x0. Функцiя v(x) є неспадною на

[x0,+∞) i приймає лише цiлi значення. З огляду на це, дана функцiя
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є неперервною на [x0,+∞) за винятком деякої зростаючої до +∞ по-
слiдовностi точок розриву першого роду. Враховуючи цей факт, лег-
ко обґрунтувати iснування неперервної, неспадної на [x0,+∞) функцiї
w(x) i множини F1 скiнченної мiри таких, що для всiх x ≥ x0 правиль-
на нерiвнiсть v(x) ≤ w(x), а для всiх x ≥ x0 таких, що x /∈ F1, маємо
рiвнiсть v(x) = w(x). Далi покладемо α(u) = [ϕ(u)], u ≥ u0, i нехай

β(u) =

{
α(u− 1)− 1

2
α(u0), якщо u ≥ u0 + 1;

1
2
α(u0), якщо u0 ≤ u < u0 + 1.

Легко довести (геометрично це очевидно) iснування неперервної, не-
спадної на [u0,+∞) функцiї ψ такої, що β(u) ≤ ψ(u) ≤ α(u) для ко-
жного u ≥ u0. Зрозумiло, що для цiєї функцiї буде виконуватись умова∫ +∞
u0

du
ψ(u)

< +∞ i, як наслiдок, умова∫ +∞

2u0

du

ψ
(
1
2
u
) < +∞.

Отже, згiдно з теоремою G, для всiх x ≥ x1 > x0 зовнi деякої

множини F2 скiнченної мiри маємо w
(
x+ 1

ψ( 1
2
w(x))

)
< w(x) + 1.

Покладемо F = F1 ∪ F2 ∪ [x0, x1]. Тодi множина F також має скiн-
ченну мiру i для всiх x ≥ x0 зовнi цiєї множини

2u

(
x+

1

ϕ (u(x))

)
− 1 ≤ 2u

(
x+

1

ψ (u(x))

)
− 1 ≤ v

(
x+

1

ψ (u(x))

)
≤

≤w
(
x+

1

ψ (u(x))

)
≤w

(
x+

1

ψ
(
1
2
w(x)

))<w(x) + 1=v(x) + 1≤2u(x) + 1,

звiдки й випливає (20).
Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 5. Розглянемо вiд-

ображення y = H(x), x ∈ [x0, a), i нехай y0 = H(x0). При такому
вiдображеннi образом множини E буде множина

F =

{
y ≥ y0 : u

(
H−1

(
y +

1

ϕ(u(H−1(y)))

))
≥ u(H−1(y)) + 1

}
,

яка за теоремою G, з урахуванням сказаного вище, має скiнченну мi-
ру (теорему G застосовуємо до функцiї u(H−1(y)) замiсть u(x)). Тодi∫
E
dH(x) =

∫
F
dy < +∞. Теорему 5 доведено.
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Лема 7. Нехай f — трансцендентна цiла функцiя вигляду (3). Тодi
iснує функцiя α ∈ L така, що для множини F = {r ≥ r0 : lf (r) ≥
lnSf (r)} маємо

∫
F
rα(r)dr < +∞.

Доведення. Спочатку зафiксуємо довiльне k ∈ N i доведемо, що ck :=∫
F
rkdr < +∞.
Нехай m = k + 1. Для всiх r ≥ r0 покладемо R(r) = r + r√

Sf (r)−1
,

%(r) =
(
rm + 1

ln2 Sf (r)

) 1
m
. З огляду на те, що для трансцендентної цiлої

функцiї f виконується спiввiдношення

ln r = o(lnSf (r)), r → +∞, (21)

визначеною є величина r1 = min{r ≥ r0 : mr
m ln2 Sf (r) ≤

√
Sf (r)− 1}.

Тодi для всiх r ≥ r1 матимемо

%(r) = r

(
1 +

1

rm ln2 Sf (r)

) 1
m

≥ r

(
1 +

1

mrm ln2 Sf (r)

)
≥

≥ r

(
1 +

1√
Sf (r)− 1

)
= R(r).

Скориставшись теоремою 5 з H(r) = rm, u(r) = lnSf (r) i ϕ(u) = u2,
бачимо, що для множини F1 = {r ≥ r1 : lnSf (%(r)) ≥ lnSf (r) + 1}
правильна оцiнка

∫
F1
rkdr < +∞.

Нехай тепер r ≥ r1 — довiльне число таке, що r /∈ F1. Тодi

lf (r) ≤ ln R(r)
R(r)−r + ln lnSf (%(r))<

1
2
lnSf (r) + ln(lnSf (r) + 1) ≤ lnSf (r),

тобто r /∈ F . Отже, F ⊂ F1 ∪ [r0, r1], а тому ck :=
∫
F
rkdr < +∞.

Далi розглянемо довiльну зростаючу до +∞ послiдовнiсть (sk) та-
ку, що s1 ≥ r0 i sk ≥ 2kck+1 для кожного k ∈ N. Легко бачити, що iснує
функцiя α ∈ L така, що α(r) ≤ k для всiх r ∈ [sk, sk+1) i k ∈ N. Тодi∫

F

rα(r)dr =

∫
F∩[r0,s1)

rα(r)dr +
∞∑
k=1

∫
F∩[sk,sk+1)

rα(r)dr ≤

≤
∫ s1

r0

rα(r)dr +
∞∑
k=1

∫
F∩[sk,sk+1)

rkdr ≤

≤
∫ s1

r0

rα(r)dr +
∞∑
k=1

1

sk

∫
E∩[sk,sk+1)

rk+1dr ≤
∫ s1

r0

rα(r)dr +
∞∑
k=1

ck+1

sk
< +∞.
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Лема 8. Нехай R ∈ (0,+∞), f — аналiтична в D(R) функцiя вигляду
(3) i p > 1. Тодi для множини

F =

{
r ∈ [r0,R) : lf (r) ≥ p ln

1

R− r
+ 4 ln lnSf (r)

}
справджується оцiнка

∫
F

dr
(R−r)p < +∞.

Доведення. Нехай m = p− 1. Для всiх r ∈ [r0,R) покладемо

H(r) =
1

(R− r)m
, y(r) =

(R− r)m

ln2 Sf (r)
, R(r) = H−1

(
H(r) +

1

ln2 Sf (r)

)
.

Провiвши елементарнi перетворення i врахувавши, що y(r) → 0, r →
R, отримуємо

R(r)−r = (R−r)(1 + y(r))
1
m − 1

(1 + y(r))
1
m

∼ (R−r)y(r)
m

=
(R− r)p

m ln2 Sf (r)
, r → R.

(22)
Згiдно з теоремою 5, застосованою до функцiй H(r), u(r) = lnSf (r)

i ϕ(u) = u2, для множини F1 = {r ∈ [r0,R) : lnSf (R(r)) ≥ lnSf (r) + 1}
маємо

∫
F1

dr
(R−r)p < +∞.

Якщо r є достатньо близьким до R (скажiмо, r ∈ [r1,R), де r0 ≤
r1 < R) i r /∈ F1, то, скориставшись (22), матимемо

lf (r) ≤ ln
R(r)

R(r)− r
+ ln lnSf (R(r)) < lnR+ ln

m ln2 Sf (r)

(R− r)p
+

+ ln(lnSf (r) + 1) ≤ p ln
1

R− r
+ 4 ln lnSf (r),

тобто r /∈ F . Отже, F ⊂ F1 ∪ [r0, r1], а тому
∫
F

dr
(R−r)p < +∞. Лему 8

доведено.

Лема 9. Нехай δ > 0, R ∈ (0,+∞), а f — аналiтична в D(R) функцiя
вигляду (3) така, що

lim
r→R

lnSf (r)

ln 1
R−r

> δ. (23)

Тодi множина

X =

{
r ∈ [r0,R) : ln

1

R− r
≥ 1

δ
lnSf (r)

}
має нижню логарифмiчну щiльнiсть 0 на [0,R).
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Доведення. Досить довести, що множина X ′ = [0,R)\X має верхню
логарифмiчну щiльнiсть 1 на [0,R). Нема що доводити, якщо

lim
r→R

lnSf (r)

ln 1
R−r

> δ, (24)

оскiльки в цьому випадку iснує r1 ∈ [r0,R) таке, що [r1,R) ⊂ X ′, а
логарифмiчна щiльнiсть пiвiнтервалу [r1,R) на [0,R) дорiвнює 1.

Припустимо, що умова (24) не виконується. Тодi, згiдно з (23), для
деяких b > a > δ графiк неперервної на [r0,R) функцiї y(r) = lnSf (r)

ln 1
R−r

перетинає кожну з прямих y = a i y = b безлiч разiв. Враховуючи цей
факт, легко обґрунтувати iснування зростаючих до R послiдовностей
(sn) та (tn) таких, що r0 < sn < tn < sn+1, y(sn) = b, y(tn) = a,
y([sn, tn]) ⊂ [a, b] для всiх n ∈ N0. Зауважимо, що ∪∞

n=0[sn, tn] ⊂ X ′.
Крiм того,

ln
1

R− tn
=

lnSf (tn)

a
>

lnSf (sn)

a
=
b

a
ln

1

R− sn
,

звiдки отримуємо R− tn < (R− sn)
b
a , n ∈ N0. Отже,

lim
r→R

∫
X′∩(0,r)

(R− r)dt
(R− t)2

≥ lim
n→∞

∫
X′∩(sn,tn)

(R− tn)dt
(R− t)2

= lim
n→∞

(
1− R− tn
R− sn

)
= 1,

тобто верхня щiльнiсть множини X ′ на [0,R) дорiвнює 1.

Застосуємо отриманi твердження для встановлення оцiнок знизу
для усередненої лiчильної функцiї Nfω(r, a), якi виконуються м. н. для
всiх a ∈ C зовнi малих виняткових множин. Розглянемо спочатку ви-
падок цiлих функцiй.

Нехай, отже, f ∈ H(+∞). Якщо функцiя f є многочленом степеня
n ∈ N, то елементарнi мiркування показують, що lnSf (r) = n ln r +

ln |cn|+ o(1), а також Tfω(r) = n ln r+ ln |cn|+ o(1) рiвномiрно за ω ∈ Ω

при r → +∞. Крiм того, mf∗ω(r, 0) = 0 для всiх r ≥ r1 i ω ∈ Ω. Тому,
враховуючи теорему 1, для всiх ω ∈ Ω, a ∈ C i r ≥ r2 послiдовно
отримуємо

lf (r) = ln
2r

2r − r
+ ln lnSf (2r) ≤ 2 ln lnSf (r);
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µ(Efω(r, a)) ≤
4π(1 + h1(|a|))

lnSf (r)
;

lnSf (r) ≤ Tfω(r) +
1

2
≤ Nfω(r, a) +

µ(Efω(r, a))
2π

lf (r) + h2(|a|) +
1

2
≤

≤Nfω(r, a) +
1

2
+ h1(|a|) + h2(|a|) +

1

2
= Nfω(r, a) + 1 + h1(|a|) + h2(|a|).

Отже, згiдно з (9) i (10), для всiх ω ∈ Ω i a ∈ C маємо

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + Cf + 5 ln+ |a|, r ≥ r3, (25)

де Cf — стала, залежна лише вiд многочлена f . З огляду на нерiвнiсть
(25), наступна теорема потребуватиме доведення лише для трансцен-
дентних цiлих функцiй.

Теорема 6. Нехай f — цiла функцiя вигляду (3). Тодi iснують фун-
кцiя α ∈ L i вимiрна множина E ⊂ [0,+∞) такi, що

∫
E
rα(r)dr < +∞ i

для випадкової цiлої функцiї (5) м. н. для кожного a ∈ C виконується
нерiвнiсть

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + C5 ln lnSf (r) + 7 ln+ |a|, r ≥ r0(ω), r /∈ E,

де C5 > 0 — абсолютна стала.

Доведення. Нехай f — трансцендентна цiла функцiя вигляду (3). За
лемою 7 iснують функцiя α ∈ L i вимiрна множина F ⊂ [r0,+∞) такi,
що

∫
F
rα(r)dr < +∞ i

lf (r) < lnSf (r), r ≥ r0, r /∈ F. (26)

При цьому, з огляду на спiввiдношення (21), можемо вважати, що
rα(r)+1 ≤ Sf (r) для всiх r ≥ r0.

З леми 6, застосованої до функцiй h(r) = rα(r)+1 i

ψ(u) =

{
u2, якщо u ≥ 1;

1, якщо 0 ≤ u ≤ 1,
(27)

випливає iснування вимiрної множини G ⊂ [r0,+∞) такої, що справ-
джуються нерiвностi

∫
G
rα(r)dr < +∞ i

S2
f∗(r) < h3(r)S8

f (r) ≤ S11
f (r), r ≥ r0, r /∈ G. (28)
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Покладемо E = F ∪ G ∪ [0, r0]. Зрозумiло, що
∫
E
rα(r)dr < +∞.

Використовуючи теорему 4, а також спiввiдношення (26) i (28), для
випадкової цiлої функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C i r ∈ [r0(ω),+∞) \ E
отримуємо lnSf (r) ≤ Nfω(r, a)+C4 ln lnS

6
f (r)+C4 ln lnSf (r)+4 ln+ |a|+

3 ln+ |a| ≤ Nfω(r, a) + 3C4 ln lnSf (r) + 7 ln+ |a|. Залишилось прийняти
C5 = 3C4.

Теорема 7. Нехай δ > 0, p > 1, R ∈ (0,+∞), а f ∈ H(R) — ана-
лiтична функцiя вигляду (3), для якої виконується умова (24). Тодi
iснує вимiрна множина E ⊂ [0,R) така, що

∫
E

dr
(R−r)p < +∞ i для

випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C виконується
нерiвнiсть

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + C6

(
2 +

p

δ

)
ln lnSf (r) +

(
3 +

4p

δ

)
ln+ |a|,

r0(ω) ≤ r < R, r /∈ E,

де C6 > 0 — абсолютна стала.

Доведення. Насамперед з умови (24) випливає iснування чисел r1 ∈
[r0,R) i δ1 > δ таких, що

ln
1

R− r
≤ 1

δ1
lnSf (r), r ∈ [r1,R). (29)

Згiдно з лемою 8, iснує вимiрна множина F ⊂ [r0,R) така, що∫
F

dr
(R−r)p < +∞ i

lf (r) < p ln
1

R− r
+ 4 ln lnSf (r), r ∈ [r0,R), r /∈ F. (30)

Використовуючи (30) i (29), для деякого r2 ∈ [r1,R) отримуємо

lf (r) <
p

δ
lnSf (r), r ∈ [r2,R), r /∈ F. (31)

З леми 6, застосованої до функцiї h(r) = r
(R−r)p i функцiї ψ(u),

визначеної за (27), випливає iснування вимiрної множини G ⊂ [r0,R)
такої, що

∫
G

dr
(R−r)p < +∞ i

S2
f∗(r) < h3(r)S8

f (r) =
r3

(R− r)3p
S8
f (r), r ∈ [r0,R), r /∈ G. (32)
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Звiдси, з огляду на (29), для деякого r3 ∈ [r2,R) маємо

ln lnSf∗(r) < 2 ln lnSf (r), r ∈ [r3,R), r /∈ G. (33)

Покладемо E = F ∪G∪ [0, r3]. Зрозумiло, що для множини E вико-
нується оцiнка

∫
E

dr
(R−r)p < +∞. З теореми 4, а також iз спiввiдношень

(33) i (31), для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C
i r ∈ [r0(ω),R) \ E отримаємо lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + 2C4 ln lnSf (r) +

(C4 ln lnSf (r)+ 4 ln+ |a|)p
δ
+3 ln+ |a| ≤ Nfω(r, a)+C4

(
2 + p

δ

)
ln lnSf (r)+(

3 + 4p
δ

)
ln+ |a|. Залишилось прийняти C6 = C4.

Теорема 8. Нехай δ > 0, R ∈ (0,+∞), а f ∈ H(R) — аналiти-
чна функцiя вигляду (3), для якої виконується умова (23). Тодi iснує
множина E ⊂ [0,R) нижньої логарифмiчної щiльностi 0 на [0,R)
така, що для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C
виконується нерiвнiсть

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + C7

(
2 +

1

δ

)
ln lnSf (r) +

(
3 +

4

δ

)
ln+ |a|,

r0(ω) ≤ r < R, r /∈ E, де C7 > 0 — абсолютна стала.

Доведення. Насамперед зауважимо, що число δ в умовi (23) можна
замiнити деяким числом δ1 > δ. Тодi за лемою 9 iснує множина X ⊂
[r0,R) нижньої логарифмiчної щiльностi 0 на [0,R) така, що

ln
1

R− r
<

1

δ1
lnSf (r), r ∈ [r0,R), r /∈ X. (34)

Нехай p ∈
(
1, δ1

δ

)
— фiксоване число. Згiдно з лемою 8, iснує вимiрна

множина F ⊂ [r0,R) така, що
∫
F

dr
(R−r)p < +∞ i виконується (30).

Використовуючи (30) i (34), для деякого r1 ∈ [r0,R) отримуємо

lf (r) <
1

δ
lnSf (r), r ∈ [r1,R), r /∈ F ∪X. (35)

З леми 6, застосованої до функцiї h(r) = r
(R−r)p i функцiї ψ(u),

визначеної за (27), випливає iснування вимiрної множини G ⊂ [r0,R)
такої, що

∫
G

dr
(R−r)p < +∞ i виконується (32). Скориставшись (32) i (34),

для деякого r2 ∈ [r1,R) маємо

ln lnSf∗(r) < 2 ln lnSf (r), r ∈ [r3,R), r /∈ G ∪X. (36)
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Покладемо E = F ∪ G ∪ X ∪ [0, r2]. Оскiльки множини F i G
мають, очевидно, скiнченну логарифмiчну мiру на [0,R), то їхнi ло-
гарифмiчнi щiльностi дорiвнюють 0 на [0,R). Отже, E є множиною
нижньої логарифмiчної щiльностi 0 на [0,R). Використовуючи тео-
рему 4, а також спiввiдношення (36) i (35), для випадкової аналiти-
чної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C i r ∈ [r0(ω),R) \ E отримує-
мо lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + 2C4 ln lnSf (r) + (C4 ln lnSf (r) + 4 ln+ |a|)1

δ
+

3 ln+ |a| ≤ Nfω(r, a) +C4

(
2 + 1

δ

)
ln lnSf (r) +

(
3 + 4

δ

)
ln+ |a|. Залишилось

прийняти C7 = C4.

4 Зростання усередненої лiчильної функцiї на по-
слiдовностi

Спiввiдношення, отриманi в теоремах 6–8, можна уточнити, якщо ви-
магати виконання цих спiввiдношень не зовнi малої виняткової множи-
ни, а лише на деякiй зростаючiй до R послiдовностi значень r. Такий
висновок можна зробити з отриманих нижче теорем 10–12, вибираючи
в них функцiю l зростаючою дуже повiльно. Теореми 10–12 отримаємо
з теореми 9, використовуючи доведенi вище леми 7–9.

Теорема 9. Нехай R ∈ (0,+∞], f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3), h ∈ L, а (xn) — зростаюча до R послiдовнiсть. Тодi iснує
пiдпослiдовнiсть (xkp) така, що для випадкової аналiтичної функцiї
(5) м. н. для всiх a ∈ C i p ≥ p0(ω) виконується нерiвнiсть

lnSf (xkp) ≤ Nfω(xkp , a) + h(lnSf (xkp))+

+
h(lnSf (xkp)) + 4 ln+ |a|

lnSf (xkp)
lf (xkp) + 3 ln+ |a|.

Доведення. Нехай α, β ∈ L — довiльнi функцiї, для яких

α(lnSf∗(r)) = o(h(lnSf (r)), r → R; β(x) = o(h(x)), x→ +∞.

Тодi за теоремою E iснують пiдпослiдовнiсть (sk) послiдовностi (xn), а
також пiдпослiдовнiсть (tm) послiдовностi (sk) такi, що м. н.

lnSf∗(sk) ≤ Nf∗ω(sk, 0) + α(lnSf∗(sk)), k ≥ k0(ω); (37)

lnSf (tm) ≤ Tfω(tm) + β(lnSf (tm)), m ≥ m0(ω). (38)
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Застосовуючи нерiвностi (1) та (4) до функцiї f∗
ω замiсть f , а також

(37), м. н. для всiх m ≥ m1(ω) маємо

mf∗ω(tm, 0) = Tf∗ω(tm, 0)−Nf∗ω(tm, 0) ≤ Tf∗ω(tm)− ln |cf∗(0)|+ ln 2−

−Nf∗ω(tm, 0) ≤
1

2e
+ lnSf∗(tm)− ln |cf∗(0)|+ ln 2−Nf∗ω(tm, 0) ≤

≤ 2α(lnSf∗(tm)).

Крiм того, за теоремою 1, згiдно з (38) i (9), м. н. для всiх a ∈ C
отримуємо µ(Efω(tm, a)) ≤

4π(2β(lnSf (tm))+2 ln+ |a|)
lnSf (tm)

, m ≥ m2(ω).

Використовуючи (38) i теорему 1 ще раз, а також (10) i встановленi
вище оцiнки для mf∗ω(tm, 0) та µ(Efω(tm, a)), м. н. для всiх a ∈ C i
кожного m ≥ m3(ω) маємо

lnSf (tm) ≤ Tfω(tm) + β(lnSf (tm))Nfω(tm, a)+ ≤

≤ +mf∗ω(tm, 0) +
µ(Efω(tm, a))

2π
lf (tm) + 3 ln+ |a|+ β(lnSf (tm)) ≤

≤ Nfω(tm, a) + h(lnSf (tm)) +
h(lnSf (tm)) + 4 ln+ |a|

lnSf (tm)
lf (tm) + 3 ln+ |a|.

Оскiльки (tm) — пiдпослiдовнiсть послiдовностi (xn), то теорему 9 до-
ведено.

Теорема 10. Нехай l ∈ L, E ⊂ [0,+∞) — вимiрна множина така,
що
∫
E
rmdr = +∞ для деякого m ∈ N0, а f — цiла функцiя вигляду (3).

Тодi iснує зростаюча до +∞ послiдовнiсть (sp) елементiв множини
E така, що для випадкової цiлої функцiї (5) м. н. для кожного a ∈ C
виконується нерiвнiсть

lnSf (sp) ≤ Nfω(sp, a) + l(lnSf (sp)) + 7 ln+ |a|, p ≥ p0(ω).

Доведення. Теорема очевидна, якщо функцiя f є многочленом, ос-
кiльки в цьому випадку для довiльних ω ∈ Ω i a ∈ C виконується
нерiвнiсть (25).

Нехай f — трансцендентна цiла функцiя. Згiдно з лемою 7 iснує
множина F ⊂ [r0,+∞) така, що

∫
F
rmdr < +∞ i виконується (26).

Покладемо G = E \ F . Тодi
∫
G
rmdr = +∞, а тому множина G є

необмеженою. Розглянемо довiльну зростаючу до +∞ послiдовнiсть
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(xn) елементiв множини G. З (26) отримуємо, що lf (xn) < lnSf (xn),
n ≥ n0, i нам залишилось застосувати теорему 9 з функцiєю h(x) =
1
2
l(x).

Теорема 11. Нехай l ∈ L, δ > 0, p > 1, R ∈ (0,+∞), E ⊂ [0,R) — ви-
мiрна множина така, що

∫
E

dr
(R−r)p = +∞, а f ∈ H(R) — аналiтична

функцiя вигляду (3), для якої виконується умова (24). Тодi iснує зро-
стаюча до R послiдовнiсть (sp) елементiв множини E така, що для
випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C виконується
нерiвнiсть

lnSf (sp) ≤ Nfω(sp, a) + l(lnSf (sp)) +

(
3 +

4p

δ

)
ln+ |a|, p ≥ p0(ω).

Доведення. З умови (24) i леми 8 (див. доведення теореми 7) випли-
ває iснування вимiрної множина F ⊂ [r0,R) такої, що

∫
F

dr
(R−r)p < +∞

i виконується (31). Покладемо G = E \ F . Тодi
∫
G

dr
(R−r)p = +∞, а

тому supG = R. Розглянемо довiльну зростаючу до R послiдовнiсть
(xn) елементiв множини G. З (31) отримуємо, що lf (xn) < p

δ
lnSf (xn),

n ≥ n0, i нам залишилось застосувати теорему 9 з функцiєю h(x) =

min
{

1
2
, p
2δ

}
l(x).

Теорема 12. Нехай l ∈ L, δ > 0, R ∈ (0,+∞), E ⊂ [0,R) — множина
додатної нижньої логарифмiчної щiльностi на [0,R), а f ∈ H(R) —
аналiтична функцiя вигляду (3), для якої виконується умова (23).
Тодi iснує зростаюча до R послiдовнiсть (sp) елементiв множини E

така, що для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C
виконується нерiвнiсть

lnSf (sp) ≤ Nfω(sp, a) + l(lnSf (sp)) +

(
3 +

4

δ

)
ln+ |a|, p ≥ p0(ω).

Доведення. З умови (23) i леми 9 (див. доведення теореми 8) випли-
ває iснування множин X i F таких, що X ∪ F є множиною нижньої
логарифмiчної щiльностi 0 на [0,R) i виконується (35). Покладемо
G = E \ (X ∪ F ). Тодi, очевидно, supG = R. Розглянемо довiльну
зростаючу до R послiдовнiсть (xn) елементiв множини G. З (35) отри-
муємо, що lf (xn) < 1

δ
lnSf (xn), n ≥ n0, i нам залишилось застосувати

теорему 9 з функцiєю h(x) = min
{

1
2
, 1
2δ

}
l(x).



206 М. Магола, П. Фiлевич

З теореми 10 у випадку R = +∞, а також з теореми 12 у випадку
0 < R < +∞ (за умови (23)) випливає, що якщо f ∈ H(R), то м. н.
для всiх a ∈ C зростання функцiї Nfω(r, a) на деякiй зростаючiй до R
послiдовностi (sp) значень r є близьким до зростання функцiї lnSf (r).
Вказанi теореми мiстять також певну iнформацiю щодо можливого ви-
бору такої послiдовностi (sp). Наприклад, у теоремi 12 послiдовнiсть
(sp) можна вибрати з довiльної множини E ⊂ [0,R) додатної нижньої
логарифмiчної щiльностi на [0,R). Бiльше того, як показує аналiз до-
ведення теореми 12, в якостi послiдовностi (sp) можна вибрати пiдпо-
слiдовнiсть довiльної зростаючої до R послiдовностi (xn), члени якої
не є елементами множин X i F , кожна з яких явно виражається за
f . Виявляється, що якщо вiдмовитися вiд додаткової iнформацiї щодо
послiдовностi (sp), то твердження, близьке до теореми 12, можна до-
вести i для функцiй f ∈ H(R), для яких умова (23) не виконується.
Цей факт випливає з теореми 13, яка у випадку R = +∞ та у випадку
0 < R < +∞ (за умови (23)) є безпосереднiм наслiдком з теорем 10 та
12 вiдповiдно (досить застосувати цi теореми з функцiєю l(x) = 1

2
h(x)).

Теорема 13. Нехай h ∈ L, R ∈ (0,+∞], а f ∈ H(R) — аналiтична
функцiя вигляду (3). Тодi iснує зростаюча до R послiдовнiсть (sp)

така, що для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C
виконується нерiвнiсть

lnSf (sp) ≤ Nfω(sp, a) + h(lnSf (sp)), p ≥ p0(ω, a).

У тiй частинi, в якiй теорема 13 ще не доведена, вона є наслiдком
з наведеної далi теореми 14.

Нехай R ∈ (0,+∞), а f — аналiтична в крузi D(R) функцiя. Для
довiльних a ∈ C iK > 0 будемо використовувати позначення N̂f (r, a) =

Nf (r, a) + ln |cf (a)|, Nf (r,K) = inf |a|≤K N̂f (r, a). Зауважимо, що, згiдно
з формулою Йєнсена (див., наприклад, [2, с. 27]),

N̂f (r, a) =
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(reiθ)− a|dθ. (39)

Теорема 14. Нехай l ∈ L, R ∈ (0,+∞), а f ∈ H(R) — аналiтична
функцiя вигляду (3). Тодi iснує зростаюча до R послiдовнiсть (sp) та-
ка, що для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх K > 0 ви-
конується нерiвнiсть lnSf (sp) ≤ Nfω(r,K)+ l(lnSf (sp)), p ≥ p0(ω,K).
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Звiвши леми 5.4, 6.3 i 7.3 роботи А. К. Оффорда [5] в одне твердже-
ння i використавши при цьому мiркування з доведення леми 8.1 цiєї
ж роботи, отримаємо наступну лему, яку використаємо в доведеннi
теореми 14.

Лема B. Нехай f ∈ H(1) — аналiтична функцiя вигляду (3). Тодi
iснують функцiя α ∈ L i зростаюча до 1 додатна послiдовнiсть (xn)

такi, що для випадкової аналiтичної функцiї (5), кожної A ∈ A та-
кої, що P (A) ≤ 1

e
, i всiх n ∈ N0 правильна нерiвнiсть∫

A

(
inf

|a|≤α(xn )̂
Nfω(xn, a)+1

)
dP ≥P (A)lnSf (xn)+CP (A) lnP (A)−

Cf
8
√
Sf (xn)

,

де C > 0 — абсолютна стала, а Cf > 0 — стала, залежна лише вiд
функцiї f .

Доведення теореми 14. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо,
що R = 1. Нехай, отже, f ∈ H(1) — аналiтична функцiя вигляду (3), а
α ∈ L i (xn) — вiдповiдно функцiя i зростаюча до 1 додатна послiдов-
нiсть, iснування яких стверджується лемою B. Можемо вважати, що
Sf (x0) > 1 i l(lnSf (x0)) > 1.

Для довiльного n ∈ N0 покладемо

yn = l(lnSf (xn))− 1, Yω,n = inf
|a|≤α(xn)

N̂fω(xn, a).

Зауважимо, що yn → +∞, n→∞.
Розглянемо подiю An, яка полягає в тому, що Yω,n+1 ≤ lnSf (xn)−

yn. Для j ∈ {0, 1, 2} нехай Bj — подiя, яка полягає в тому, що ω0(ω) ∈[
j
3
, j+1

3

)
, а An,j = An ∩ Bj. Оскiльки величина ω0(ω) є рiвномiрно роз-

подiленою на [0, 1], то P (Bj) =
1
3

i P (An,j) ≤ 1
3
. Використовуючи озна-

чення подiї An i лему B, маємо

P (An,j)(lnSf (xn)− yn) ≥
∫
An,j

(Yω,n + 1) dP ≥

≥ P (An,j) lnSf (xn) + CP (An,j) lnP (An,j)−
Cf

8
√
Sf (xn)

,

звiдки отримуємо

P (An,j)(yn + C lnP (An,j)) ≤
Cf

8
√
Sf (xn)

. (40)
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Покладемо εn = max

{
exp

{
− yn

2C

}
,

2Cf

yn 8
√
Sf (xn)

}
, n ∈ N0, i доведемо,

що P (An,j) ≤ εn. Якщо C lnP (An,j) ≤ −yn
2

, то, очевидно, P (An,j) ≤ εn.
Якщо ж C lnP (An,j) > −yn

2
, то за (40) маємо

P (An,j)
yn
2
< P (An,j)(yn + C lnP (An,j)) ≤

Cf
8
√
Sf (xn)

,

звiдки отримуємо, що P (An,j) ≤ εn. Тому P (An) ≤
∑2

j=0 P (An,j) ≤ 3εn,
n ∈ N0. Оскiльки εn → 0, n → ∞, то iснує зростаюча послiдовнiсть
(np) така, що

∞∑
p=0

P (Anp) ≤ 3
∞∑
p=0

εnp < +∞.

Тодi за лемою Бореля-Кантеллi м. н. виконується лише скiнченне чи-
сло подiй Anp , тобто м. н. для всiх p ≥ p0(ω) маємо Yω,np + 1 >

lnSf (xnp) − ynp . Звiдси, прийнявши sp = xnp , p ∈ N0, м. н. для всiх
p ≥ p0(ω,K) отримуємо

lnSf (sp) < inf
|a|≤α(sp)

N̂fω(sp, a) + 1 + l(lnSf (sp))− 1 ≤

≤ Nfω(r,K) + l(lnSf (sp)),

що й потрiбно було довести. �

5 Уточнення теореми А. К. Оффорда

Використовуючи отриманi нами результати, покажемо, що тверджен-
ня теореми C можна iстотно уточнити. Правильнi такi двi теореми.

Теорема 15. Нехай f ∈ H(1) — аналiтична функцiя вигляду (2).
Тодi для випадкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для кожного K > 0

маємо

lnSf (r)−C8 ln lnSf (r) ≤ N fω

(
r,
1

2
, K

)
≤ lnSf (r)+Cf , r ∈ [r0(ω),R),

де C8 > 0 — абсолютна стала, а Cf > 0 — стала, залежна лише вiд
функцiї f .
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Теорема 16. Нехай h ∈ L, а f ∈ H(1) — аналiтична функцiя вигляду
(3). Тодi iснує зростаюча до R послiдовнiсть (sp) така, що для ви-
падкової аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх K > 0 виконуються
нерiвностi

N fω

(
sp,

1

2
, K

)
≥ lnSf (sp)− h(lnSf (sp)), p ≥ p0(ω,K);

N fω

(
sp,

1

2
, K

)
−N fω

(
sp,

1

2
, K

)
≤ h(lnSf (sp)) p ≥ p0(ω,K).

При доведеннi теореми 15 в якостi допомiжного результату вико-
ристаємо наступне добре вiдоме твердження ([1], с. 37).

Лема C. Нехай R ∈ (0,+∞], r0 ∈ (0,R) — довiльне число, а f —
мероморфна в крузi D(R) функцiя. Тодi iснує стала Cf (r0) > 0, за-
лежна лише вiд функцiї f i числа r0, така, що для довiльного a ∈ C
виконується виконується нерiвнiсть

Nf (r, a)−Nf (r0, a) ≤ Tf (r) + Cf (r0), r ∈ [r0,R).

Доведення теореми 15. Використовуючи теорему D i нерiвностi
(2) та (4), м. н. для кожного K > 0 i всiх r ∈ [r1(ω),R) отримуємо

N fω

(
r,
1

2
, K

)
≥ Nfω(r, 0)−Nfω

(
1

2
, 0

)
≥

≥ lnSf (r)− C1 ln lnSf (r)− ln 2 + ln |cf (0)| −
1

2e
− ln+ Sf

(
1

2

)
≥

≥ lnSf (r)− C8 ln lnSf (r),

де C8 = 2C1. З iншого боку, за лемою C i нерiвнiсю (4) маємо

N fω

(
r,
1

2
, K

)
≤ Tfω(r) + Cf

(
1

2

)
≤ lnSf (r) + Cf , r ∈ [r2,R).

Залишилось прийняти r0(ω) = max{r1(ω), r2}. �

Доведення теореми 16. Насамперед зауважимо, що для всiх r ∈[
1
2
,R
)

маємо

N fω

(
r,
1

2
, K

)
= inf

|a|≤K

(
N̂fω(r, 0)− N̂fω

(
1

2
, 0

))
≥
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≥ Nfω(r,K)− sup
|a|≤K

N̂fω

(
1

2
, 0

)
,

причому, як випливає з формули Йєнсена (39) i нерiвностi (4),

sup
|a|≤K

N̂fω

(
1

2
, 0

)
≤ Tfω

(
1

2

)
+ ln+K + ln 2 ≤ ln+ Sf

(
1

2

)
+ ln+K + 2.

Згiдно з теоремою 14, застосованою до функцiї l(x) = 1
4
h(x), iснує

зростаюча доR послiдовнiсть (sp) така, що для випадкової аналiтичної
функцiї (5) м. н. для всiх K > 0 виконується нерiвнiсть Nfω(r,K) ≥
lnSf (sp)− l(lnSf (sp)), p ≥ p1(ω,K). Звiдси, а також з наведених вище
оцiнок, м. н. для всiх K > 0 отримуємо

N fω

(
sp,

1

2
, K

)
≥ lnSf (sp)− 2l(lnSf (sp)) ≥ lnSf (sp)− h(lnSf (sp)),

p ≥ p2(ω,K).

Крiм того, скориставшись теоремою 15, м. н. для всiх K > 0 i p ≥
p3(ω,K) маємо

N fω

(
sp,

1

2
, K

)
−N fω

(
sp,

1

2
, K

)
≤

≤ lnSf (sp) + Cf − lnSf (sp) + 2l(lnSf (sp)) ≤ h(lnSf (sp)).

Теорему 16 доведено. �

6 Умови вiдсутностi валiронових дефектних
значень

Наступна теорема є безпосереднiм наслiдком з теореми 4.

Теорема 17. Нехай R ∈ (0,+∞] i f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3). Якщо виконується кожна з умов

ln lnSf∗(r) = o(lnSf (r)), r →R; (41)

lf (r) = o

(
ln2 Sf (r)

ln lnSf (r)

)
, r → R, (42)
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то iснує функцiя h ∈ L така, що h(x) = o(x), x→ +∞, i для випадко-
вої аналiтичної функцiї (5) м. н. для всiх a ∈ C правильна нерiвнiсть

lnSf (r) ≤ Nfω(r, a) + (1 + ln+ |a|)h(lnSf (r)) + 3 ln+ |a|, r ∈ [r0(ω),R).
(43)

Отже, якщо одночасно виконуються спiввiдношення (41) i (42), то
випадкова аналiтична функцiї (5) м. н. не має валiронових виняткових
значень.

Наведемо два наслiдки з теореми 17.

Наслiдок 1. Нехай f — цiла функцiя вигляду (3). Якщо виконується
умова

ln lnSf (r) = O

(
ln2 r

ln ln r

)
, r → +∞, (44)

то випадкова цiла функцiя (5) м. н. не має валiронових виняткових
значень.

Доведення. Наслiдок потребує доведення лише для трансцендентних
цiлих функцiй.

Нехай, отже, f — трансцендентна цiла функцiя вигляду (3). Досить
довести, що зi спiввiдношення (44) випливає кожне зi спiввiдношень
(41) i (42) (з R = +∞).

Використовуючи умову (44) i враховуючи, що для трансцендентної
функцiї виконується (21), легко отримуємо (42):

lf (r) ≤ ln
2r

2r − r
+ ln lnSf (2r) = O

(
ln2 r

ln ln r

)
= o

(
ln2 Sf (r)

ln lnSf (r)

)
,

r → +∞.

Далi доведемо, що (41) випливає зi значно слабшого за (44) спiв-
вiдношення

ln ln lnSf (r) = O(ln r), r → +∞. (45)

Розглянемо функцiї u(r), v(r) та w(r), визначенi рiвностями (19), i
покладемо α(r) = r(lnu(r))′, β(r) = r(ln v(r))′. Легко бачити, що тодi

S2
f∗(r) =

1

4
w(r) =

1

4
α(r)β(r)S2

f (r). (46)
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Крiм того, функцiї u(r) та v(r) є максимумами модулiв трансценден-
тних цiлих функцiй f1(z) =

∑∞
n=0 |cn|2z2n та f2(z) =

∑∞
n=0 n|cn|2z2n

вiдповiдно. Отже, lnu(r) та ln v(r) є опуклими на (0,+∞) вiдносно ln r

функцiями, якi зростають при r → +∞ швидше за ln r. З огляду на
це, α(r) i β(r) є додатними, неспадними, необмеженими на (0,+∞)

функцiями.
Надалi через dj позначатимемо додатнi сталi, залежнi хiба що вiд

функцiї f . Використовуючи (45), маємо

α(r) ≤
∫ er

r

α(t)

t
dt = lnu(er)− lnu(r) ≤ lnu(er) =

= 2 lnSf (er) ≤ exp
{
rd1
}
, r ≥ r1. (47)

Тодi ln v(r) = lnα(r) + lnu(r) ≤ exp
{
rd2
}
, r ≥ r2, а тому, подiбно до

(47), отримуємо

β(r) ≤
∫ er

r

β(t)

t
dt = ln v(er)− ln v(r) ≤ ln v(er) ≤ exp

{
rd3
}
, r ≥ r3.

(48)
З (46), (47) i (48) випливає, що lnSf∗(r) ≤ rd4 + lnSf (r), r ≥ r4. Отже,
згiдно з (21),

ln lnSf∗(r) ≤ d4 ln r + ln lnSf (r) + ln 2 = o(lnSf (r)), r → +∞.

Наслiдок доведено.

Наслiдок 2. Нехай R ∈ (0,+∞) i f ∈ H(R) — аналiтична функцiя
вигляду (3). Якщо виконуються умови

lim
r→R

lnSf (r)

ln 1
R−r

> 0, lim
r→R

ln lnSf (r) ln ln
1

R−r

ln2 1
R−r

= 0, (49)

то випадкова аналiтична функцiя (5) м. н. не має валiронових виня-
ткових значень.

Доведення. Досить довести, що з (49) випливає кожне зi спiввiдно-
шень (41) i (42).
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Для довiльного r ∈ [0,R) нехай R(r) = r+R
2

, y(r) = 1
R−r . Тодi, як

легко бачити,

1

R(r)− r
=

1

R−R(r)
= y(R(r)) = 2y(r).

Використовуючи спочатку другу, а потiм першу з умов (49), легко
отримуємо (42):

lf (r) ≤ ln
R

R− r
+ln lnSf (R) = o

(
ln2 y(r)

ln ln y(r)

)
= o

(
ln2 Sf (r)

ln lnSf (r)

)
, r → R.

Далi доведемо, що (41) виконується, якщо одночасно виконуються
перше зi спiввiдношень (49), а також спiввiдношення

ln ln lnSf (r) = o(ln y(r)), r → R, (50)

яке є значно слабшим за друге зi спiввiдношень (49).
Подальшi мiркування подiбнi до мiркувань iз доведення попере-

днього наслiдку. Розглянемо функцiї u(r), v(r) та w(r), визначенi рiв-
ностями (19), i покладемо α(r) = r(lnu(r))′, β(r) = r(ln v(r))′. Тодi для
всiх r ∈ (0,R) виконується (46). Крiм того, α(r) i β(r) є додатними,
неспадними, необмеженими на (0,R) функцiями.

Зафiксуємо довiльне ε > 0. Використовуючи (50), для всiх r ∈
[r1,R) маємо

α(r) ln
R(r)

r
≤
∫ R(r)

r

α(t)

t
dt = lnu(R(r))− lnu(r) ≤ lnu(R(r)) =

= 2 lnSf (R(r)) ≤ exp {yε(r)} .

Звiдси, враховуючи, що

ln
R(r)

r
= ln

(
1 +

1

2ry(r)

)
∼ 1

2Ry(r)
, r → R,

отримуємо
α(r) ≤ exp

{
y2ε(r)

}
, r ∈ [r2,R). (51)

Тодi ln v(r) = lnα(r) + lnu(r) ≤ exp {y3ε(r)}, r ∈ [r3,R). Мiркуючи
так само, як i при виведеннi нерiвностi (51), маємо

β(r) ≤ exp
{
y4ε(r)

}
, r ∈ [r4,R). (52)
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З (46), (51) i (52) випливає, що lnSf∗(r) ≤ y5ε(r) + lnSf (r), r ∈ [r5,R).
Отже,

ln lnSf∗(r) ≤ 5ε ln
1

R− r
+ ln lnSf (r) + ln 2, r ∈ [r6,R).

Звiдси, з огляду на довiльнiсть ε > 0 i перше зi спiввiдношень (49),
отримуємо

ln lnSf∗(r) ≤ o

(
ln

1

R− r

)
+ ln lnSf (r) = o(lnSf (r)), r →R.
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Let R ∈ (0,+∞], f(z) =
∑
cnz

n be an analytic function in the disk

|z| < R such that
∑
|cn|2r2n → +∞, r → R, Tf (r) be the Nevanlinna

characteristic of f , Nf (r, a) be the integrated counting function of a-points

of f , and (ωn(ω)) be a sequence of independent equidistributed on [0, 1]

random variables. It is proved that for every function h increasing to +∞
on [x0,+∞) there exists a sequence (rn) increasing to R such that for

the random analytic function fω(z) =
∑∞

n=0 e
2πiωn(ω)cnz

n almost surely for

each a ∈ C we have Tfω(rn) ≤ Nfω(rn, a) + h(Tfω(rn)), n ≥ n0(ω, a).




