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За допомогою введеної в роботi операцiї мультиплiкативної згортки до-
слiджується спектр алгебри аналiтичних симетричних функцiй обме-
женого типу на просторi `1.

1 Означення та попереднi вiдомостi

Нехай X — комплексний банахiв простiр i G — напiвгрупа iзометри-
чних операторiв на X. Функцiя f на X називається симетричною вiд-
носно G (або, скорочено, G-симетричною ), якщо для кожного σ ∈ G

f(σ(x)) = f(x).
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У випадку, коли X = `p, 1 ≤ p < ∞ i G = G — група пiдстановок
на множинi натуральних чисел N, то σ ∈ G дiє на `p наступним чином:

σ
( ∞∑
i=1

xiei

)
=

∞∑
i=1

xieσ(i),

де e1, e2, . . . — стандартний базис в `p. В лiтературi G-симетричнi фун-
кцiї на `p називаються симетричними.

Симетричнi функцiї на Cn або Rn є стандартним об’єктом класичної
алгебри (див. наприклад [1]). Симетричнi полiноми на просторах `p,

1 ≤ p <∞ вперше дослiджувались Нiмеровским i Семьоновим в [2].
У [3] доведено, що полiноми

Fk

(
∞∑
i=1

aiei

)
=

∞∑
i=1

aki ,

k = dpe, dpe + 1 . . . , де dpe — найменше цiле, яке не менше, нiж p,

утворюють алгебраїчний базис в Ps(`p) — просторi всiх симетричних
полiномiв на `p. Тобто, полiноми Fk є алгебраїчно незалежними i їх
алгебраїчна комбiнацiя збiгається з усiм простором Ps(`p).

Позначимо через Hbs(`p) алгебру цiлих симетричних аналiтичних
функцiй з `p в C, що є обмеженими на обмежених множинах i через
Mbs(`p) — спектр (множину всiх комплексних гомоморфiзмiв) даної
алгебри.

Нехай x, y ∈ `p, x = (x1, x2, . . .) i y = (y1, y2, . . .). В [4] визначено
операцiю змiшування x • y ∈ `p наступним чином:

x • y = (x1, y1, x2, y2, . . .).

Ця операцiя визначає симетричний зсув для симетричних функцiй, за
допомогою якого в роботi [5] введено операцiю симетричної згортки на
спектрi алгебри Hbs(`p), що дозволило в [6] представити Mbs(`1) в тер-
мiнах цiлих функцiй експоненцiального типу. У данiй роботi введено
операцiю мультиплiкативної згортки на множинi Mbs(`1), за допомо-
гою якої покращено результати роботи [6].
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2 Мультиплiкативна згортка

Нехай x, y ∈ `p, x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .). Визначимо операцiю
мультиплiкативного змiшування x � y як множину {(xiyj), i, j ∈
N}, пронумеровану одним iндексом у деякому фiксованому порядку.
Зауважимо, що для подальших викладок порядок нумерацiї не має
значення.

Твердження 2.1. Для довiльних x, y ∈ `p маємо, що:

1. x � y ∈ `p i ‖x � y‖p = ‖x‖p‖y‖p;

2. Fk(x � y) = Fk(x)Fk(y).

Доведення. Дiйсно, ‖x � y‖p =
∑
|xiyj|p =

∑
|xi|p

∑
|yj|p = ‖x‖p‖y‖p.

Аналогiчно, Fk(x � y) =
∑

(xiyj)
k =

∑
xki
∑
ykj = Fk(x)Fk(y).

Твердження 2.2. Нехай f ∈ Hbs(`p). Тодi f(x � y) ∈ Hbs(`p) для ко-
жного фiксованого y ∈ `p.

Доведення. Легко бачити, що f є G-аналiтичною i симетричною, ос-
кiльки σ(x) � y = x � y для кожної пiдстановки σ.

Маємо, що ‖fn(x�y)‖ ≤ ‖fn‖‖y‖‖x‖. Таким чином, для фiксованого
y ∈ `p маємо ‖fn(· � y)‖ = ‖fn‖‖y‖n i

ρ0(f) =
1

lim sup
n→∞

n
√
‖fn‖‖y‖n

=
1

lim sup
n→∞

n
√
‖fn‖‖y‖

=∞.

Таким чином, f є аналiтичною функцiєю обмеженого типу.

Означення 2.1. Вiдображення f 7→My(f), де My(f)(x) = f(x�y), ми
будемо називати мультиплiкативним зсувом.

Твердження 2.3. Для кожного y ∈ `p оператор мультиплiкативно-
го зсуву My є неперервним гомоморфiзмом на Hbs(`p).

Доведення. Очевидно, що My є лiнiйним та мультиплiкативним. Не-
хай x належить `p i ‖x‖ ≤ r. Тодi ‖x � y‖ = p

√
‖x‖p‖y‖p ≤ r‖y‖ i

|Myf(x)| ≤ sup
‖z‖≤r‖y‖

|f(z)| = ‖f‖r‖y‖. (1)

Таким чином, My неперервний.
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Використовуючи оператор мультиплiкативного зсуву, ми можемо
ввести мультиплiкативну згортку на Hbs(`p)

′. Повторюючи мiркування
з [7, с. 62, 65] та згiдно з (1) маємо, що для довiльного θ ∈ Hbs(`p)

′

радiус-функцiя

R(θ ◦My) ≤ p
√
R(θ)p‖y‖p = R(θ)‖y‖

i для фiксованого f ∈ Hbs(`p) функцiя y 7→ θ ◦My(f) також належить
Hbs(`p).

Означення 2.2. Нехай f ∈ Hbs(`p), θ ∈ Hbs(`p)
′. Мультиплiкативну

згортку θ2f визначимо наступним чином:

(θ2f)(x) = θ[Mx(f)].

Означення 2.3. Для довiльних ϕ, θ ∈ Hbs(`p)
′ їх мультиплiкативна

згортка визначається як

(ϕ2θ)(f) = ϕ(θ2f).

Твердження 2.4. Якщо ϕ, θ ∈Mbs(`p), то ϕ2θ ∈Mbs(`p).

Доведення. З мультиплiкативностi My випливає, що φ2θ є характе-
ром. Використовуючи [7, с. 62, 65] та (1), маємо, що

R(φ2θ) ≤ p
√
R(φ)pR(θ)p = R(φ)R(θ).

Звiдси φ2θ ∈Mbs(`p).

Теорема 2.1. 1. Для кожного ϕ, θ,∈Mbs(`p)

(ϕ2θ)(Fk) = ϕ(Fk)θ(Fk). (2)

2. Напiвгрупа (Mbs(`p),2) є комутативною i значення в точцi x0 =

(1, 0, 0, . . .), δx0 , є одиничним елементом.

Доведення. Вiзьмемо спочатку x, y ∈ `p та δx, δy ∈ Mbs(`p) — гомо-
морфiзми “значення в точках”. Тодi (δx2δy)(Fk) = Fk(x�y) =

∑
xki y

k
j =

Fk(x)Fk(y).
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Нехай тепер ϕ, θ ∈Mbs(`p). Тодi

(θ2Fk)(x) = θ(Mx(Fk)) = θ(Fk(x)Fk) = Fk(x)θ(Fk).

Таким чином,

(ϕ2θ)(Fk) = ϕ(Fkθ(Fk)) = ϕ(Fk)θ(Fk).

Мiняючи мiсцями параметри в формулi (2), ми отримаємо, що

(θ2ϕ)(Fk) = θ(Fk)ϕ(Fk) = (ϕ2θ)(Fk),

звiдки випливає, що мультиплiкативна згортка є комутативною на Fk.
Оскiльки кожен симетричний полiном подається у виглядi алгебра-
їчної комбiнацiї полiномiв Fk i кожна функцiя з Hbs(`p) рiвномiрно
наближається симетричними полiномами, то операцiя згортки є кому-
тативною.

Також з (2) випливає, що виконується правило скорочення i δx0 , де
x0 = (1, 0, 0, . . .), є одиничним елементом.

Нагадаємо, що для довiльних ϕ, θ ∈ Mbs(`p), f ∈ Hbs(`p) в [5] було
визначено симетричну згортку ϕ ? θ наступним чином:

(ϕ ? θ)(f) = ϕ(T sy (f)),

де T sy (f)(x) = f(x • y).

Твердження 2.5. Для довiльних θ, ϕ, ψ ∈ Mbs(`p) має мiсце насту-
пна рiвнiсть:

θ2(ϕ ? ψ) = (θ2ϕ) ? (θ2ψ).

Доведення. Дiйсно, використовуючи теорему 2.1 та теорему 1.5 з [6],
отримаємо

((θ2ϕ) ? (θ2ψ))(Fk) = (θ2ϕ)(Fk) + (θ2ψ)(Fk) =

θ(Fk)ϕ(Fk) + θ(Fk)ψ(Fk) = θ(Fk)(ϕ(Fk) + ψ(Fk)) =

θ(Fk)(ϕ ? ψ)(Fk) = θ2(ϕ ? ψ)(Fk),

що i потрiбно було довести.
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Наслiдок 2.1. Множина (Mbs,2, ?) є комутативним напiвкiльцем з
одиницею.

Скажемо, що лiнiйний оператор T : Hbs(`p) → Hbs(`p) називається
оператором мультиплiкативної згортки, якщо iснує θ ∈ Mbs(`p) та-
кий, що Tf = θ2f.

Твердження 2.6. Неперервний гомоморфiзм T : Hbs(`p) → Hbs(`p) є
оператором мультиплiкативної згортки тодi i тiльки тодi, коли T

комутує з усiма операторами мультиплiкативного зсуву My(f), y ∈
`p.

Доведення. Припустимо, що iснує θ ∈ Mbs(`p) такий, що Tf = θ2f.

Зафiксуємо y ∈ `p. Тодi

[T ◦My](f)(x) = [T (My(f))](x) = [θ2My(f)](x) =

θ[Mx(My(f)] = θ[Mx�y(f)].

З iншого боку,

[My ◦ T ](f)(x) = [My(Tf)](x) = Tf(x � y) = (θ2f)(x � y) = θ[Mx�y(f)].

Навпаки, нехай x0 = (1, 0, 0, . . .), покладемо θ = δx0 ◦ T. Очевидно,
що θ ∈ Mbs(`p). Переконаємось, що Tf = θ2f. Дiйсно, (θ2f)(x) =

θ[Mx(f)] = [T (Mx(f))](x0) = [Mx(T (f))](x0) = Tf(x0 � x) = Tf(x).

Теорема 2.2. Гомоморфiзм T : Hbs(`p) → Hbs(`p) такий, що T (Fk) =
akFk є неперервним тодi i тiльки тодi, якщо iснує ϕ ∈Mbs(`p) такий,
що ϕ(Fk) = ak.

Доведення. Нехай ϕ ∈Mbs(`p), ϕ(Fk) = ak. Тодi

(ϕ2Fk)(x) = ϕ2δx(Fk) = ϕ(Fk)Fk(x) = akFk

i є неперервним гомоморфiзмом.
Навпаки, нехай T неперервний. Очевидно, шо T комутує з усiма

My. Згiдно з твердженням 2.6 вiн має вигляд T (f) = ϕ2f для деякого
ϕ ∈Mbs(`p). Таким чином, T (Fk) = ϕ(Fk)Fk(x) = akFk.
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3 Випадок простору `1

У цьому роздiлi ми розглядаємо алгебру Hbs(`1). Окрiм базису {Fn},
дана алгебра має iнший природнiй базис, що задається послiдовнiстю
{Gn} :

Gn(x) =
∞∑

k1<···<kn

xk1 · · ·xkn ,

де G0 = 1.

Нехай C{t}— простiр всiх степеневих рядiв над C. Позначимо через
G наступне вiдображення з Mbs(`1) в C{t} :

G(ϕ)(t) =
∞∑
n=0

tnϕ(Gn) = ϕ
( ∞∑
n=0

tnGn

)
.

Вiзьмемо ϕ = δ(a,b,0,0,...) i обчислимо G(ϕ2δx)(t). Маємо, що

G(ϕ2δx)(t) =
(
ϕ2δx

)( ∞∑
n=0

tnGn

)
=

(
δ(a,0,0,...)2δx

)
?
(
δ(b,0,0,...)2δx

)( ∞∑
n=0

tnGn

)
=

(
δ(a,0,0,...)2δx

)( ∞∑
n=0

tnGn

)(
δ(b,0,0,...)2δx

)( ∞∑
n=0

tnGn

)
=

∞∑
n=0

tnGn(ax)
∞∑
n=0

tnGn(bx) =
∞∑
n=0

tnanGn(x)
∞∑
n=0

tnbnGn(x).

Вiзьмемо тепер δx, δy ∈Mbs(`1), x, y ∈ `1. Тодi

G(δy2δx)(t) =
∞∑
n=0

tnyn1Gn(x)
∞∑
n=0

tnyn2Gn(x)
∞∑
n=0

tnyn3Gn(x) . . . =

∞∏
k=1

∞∑
n=0

tnynkGn(x) =
∞∏
k=1

∞∑
n=0

tnxnkGn(y). (3)

Бiльш загально, для довiльного ϕ ∈Mbs(`1), y ∈ `1

G(δy2ϕ)(t) =
(
δy2ϕ

)( ∞∑
n=0

tnGn

)
=

∞∏
k=1

∞∑
n=0

tnynkϕ(Gn).
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У роботi [6] побудовано сiм’ю елементiв множини Mbs(`1), ψλ, λ ∈ C
таку, що ψλ(F1) = λ i ψλ(Fk) = 0 для k > 1 i показано, що G(ψλ)(t) =
eλt. Легко бачити, що

1. ψλ2ϕ(F1) = λϕ(F1);

2. ψλ2ϕ(Fk) = 0, k > 1;

3. G(ψλ2ϕ) = eλϕ(F1)t.

Теорема 3.1. Нехай g(t) i h(t) — функцiї експоненцiального типу
однiєї змiнної, такi що g(0) = h(0) = 1 i {an} є нулями функцiї g(t),∑∞

n=1
1

|an| < ∞; {bn} є нулями функцiї h(t),
∑∞

n=1
1

|bn| < ∞. Тодi iснує
функцiя експоненцiального типу u(t) з нулями {anbm}n,m, яку можна
подати у виглядi

u(t) =
∞∏
k=1

∞∑
n=0

(
− 1

ak

)n
hn(t) =

∞∏
k=1

∞∑
n=0

(
− 1

bk

)n
gn(t).

Доведення. Згiдно [6], g(t) = G(δx)(t) i h(t) = G(δy)(t), де x, y ∈ `1,

xn = − 1
an
, yn = − 1

bn
. Тому u(t) = G(δx2δy)(t) i за формулою (3) отри-

муємо твердження теореми.

Нехай x = (x1, . . . , xn, . . .) — послiдовнiсть комплексних чисел, така
що x ∈ `1+d для кожного d > 0,

lim sup
n→∞

n|xn| <∞, lim sup
r→1

∣∣∣ ∑
1

|xn|<r

xn

∣∣∣ <∞ (4)

i λ ∈ C. Позначимо через δ(x,λ) гомоморфiзм на алгебрi симетричних
полiномiв Ps(`1) наступного вигляду:

δ(x,λ)(F1) = λ, δ(x,λ)(Fk) =
∞∑
n=1

xkn, k > 1.

Твердження 3.1 ([6]). Нехай ϕ ∈ Mbs(`1). Тодi звуження ϕ на ал-
гебру Ps(`1) спiвпадає з ϕ(x,λ) для деякого λ ∈ C i x, що задовольняє
(4).
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Теорема 3.2. Не iснує неперервного характера вигляду δ(λ,u), де

u =
{
1,−1, 1

2
,−1

2
, . . . ,

1

n
,− 1

n
, . . .

}
.

Доведення. Достатньо показати, що для w = u � u не виконується
умова теореми Лiндельофа [8]

lim sup
n→∞

wnn <∞.

Розглянемо для простоти пiдпослiдовнiсть v = (vn) ⊂ (un),

v =
{
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
.

Оскiльки s = v � v ⊂ w, то достатньо показати, що

lim sup
n→∞

snn =∞.

Позначимо d(m) — кiлькiсть дiльникiв натурального числа m. Тодi
у послiдовностi (sn) кожне число 1/m зустрiчається d(m) разiв. Без
втрати загальностi можна вважати, що

s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn ≤ . . . .

Тодi s має вигляд

1,
1

2
,
1

2
,
1

3
,
1

3
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, . . . ,

1

m
, . . .

1

m︸ ︷︷ ︸
d(m)

, . . . .

Зокрема, номер останнього входження елемента 1
m

дорiвнює
m∑
n=1

d(n).

З теорiї чисел вiдомо [9, теорема 3.3], що
m∑
n=1

d(n) = m lnm+ 2(γ − 1)m+O(
√
m),

де γ — константа Ейлера. Тому

lim sup
n→∞

snn ≥ lim sup
m→∞

m lnm

m
= lim sup

m→∞
lnm =∞.
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Наслiдок 3.1. Iснує функцiя експоненцiального типу g(t), g(0) = 0,

для якої не iснує характера ϕ ∈Mbs такого, що G(ϕ)(t) = g(t).

Доведення. Достатньо взяти функцiю експоненцiального типу, нуля-
ми якої будуть елементи послiдовностi{ 1

un

}
= {1,−1, 2,−2, . . .}.

Такою є, наприклад, функцiя

g(t) =
sin(πt)

πt

(див. [8]).

Залишилось вiдкритим питання:
Чи кожен елемент з Mbs(`1) можна подати у виглядi цiлої фун-

кцiї експоненцiального типу з нулями {an}∞n=1 такими, що або {an} =
∅ або

∑∞
n=1

1
|an| <∞?
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