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1. Вступ

Нехай Da.ƒ/ – клас абсолютно збiжних у пiвплощинi …a D fz W Re z < ag
рядiв Дiрiхле

F.z/ D

C1X
nD0

ane
z�n (1)

з фiксованою послiдовнiстю показникiв ƒ D .�n/, 0 D �0 < �n "C1

.1 � n!C1/. Для F 2 Da.ƒ/ i x < a позначимо

M.x; F / D supfjF.x C iy/j W y 2 Rg; m.x; F / D inffjF.x C iy/j W y 2 Rg;

а через �.x; F / D maxfjanje
x�n W n � 0g – максимальний член ряду, �.x; F / D

maxfn W janje
x�n D �.x; F /g – центральний iндекс ряду Дiрiхле. НехайL – клас

неперервних, додатних, зростаючих доC1 на Œ0;C1/ функцiй.
У випадку цiлих рядiв Дiрiхле (F 2 DC1.ƒ/) вiдомо ([8]), що умова

C1X
nD0

1

�nC1 � �n
< C1 (2)

є необхiдною та достатньою для того, щоб для кожної функцiї F 2 DC1.ƒ/
спiввiдношення

F.x C iy/ D .1C o.1//a�.x;F /e
.xCiy/��.x;F/ (3)

виконувалось при x ! C1 зовнi деякої виняткової множини E � RC скiн-
ченної мiри рiвномiрно по y 2 R. Скiнченнiсть мiри виняткової множини E у
цьому твердженнi є непокращуваним її описом ([12]) у тому сенсi, що для до-
вiльної неспадної функцiї h W RC ! RC такої, що h.x/ ! C1 .x ! C1/,
i для довiльної такої як i вище послiдовностi ƒ, iснують цiлий ряд Дiрiхле
F 2 DC1.ƒ/, стала ˇ > 0 i вимiрна множина E1 � Œ0;C1/ нескiнченної

h-мiри (h-meas .E1/
def
D

R
E1
dh.x/ D C1) така, що

.8 x 2 E1/ W M.x; F / > .1C ˇ/�.x; F /; M.x; F / > .1C ˇ/m.x; F /: (4)

Зауваження 1. Вiдзначимо, що спiввiдношення (3) виконується при x ! a � 0

.x 2 E0/ рiвномiрно по y 2 R, тодi i тiльки тодi, коли M.x; F / � �.x; F / при
x ! a � 0 .x 2 E0/; крiм цього iз спiввiдношення (3) випливає, що M.x; F / �
m.x; F / при x ! a � 0 .x 2 E0/.

Для рядiв Дiрiхле F 2 D0.ƒ/ в [9, теорема 10] доведено наступне твердже-
ння.
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Твердження 2. Якщо виконується умова (2), то для довiльного � > 0 iснує
множина E1 � Œ�1; 0/ скiнченної логарифмiчної мiри, тобто,

R
E1
d ln.1=jxj/ <

C1, така, що для всiх x 2 Œ�1; 0/ nE1 виконується нерiвнiсть

M.x; F / <
�
1=jxj

�1C�
�.x; F /: (5)

Нескладна модифiкацiя мiркувань з доведення теореми 10 ([9]) дозволяє
останню нерiвнiсть переписати у виглядi

M.x; F / <
�
1=jxj

�
ln1C�.1=jxj/�.x; F /; � > 0;

а якщо, крiм цього, послiдовнiсть коефiцiєнтiв .an/ є обмеженою, то з умови (2)
випливає, що M.x; F / D O.1=

p
jxj/ .x ! �0/.

Наступний приклад показує, що у твердженнi 2 вiдмовитися вiд умови (2)
взагалi кажучи, не можна. Справдi, розглянемо при x < 0 функцiю

F.x/ D

1X
nD3

expf�jxjn2 ln lnn2 C n2g; F 2 D0.ƒ/;

де для �n D n2 ln lnn2 умова (2), очевидно, не виконується. Далi,

F.x/ �

Z C1
2

expf�jxjt2 ln ln t2 C t2gdt � �.x; F / D I.x/ � �.x; F /:

Введемо позначення h.t; x/ D �jxjt ln ln t C t: Очевидно, що supf h.t; x/ W

t � 4g � ln�.x; F / .x ! �0/: Оскiльки h.t; x/, як функцiя вiд t , вгнута, то
для всiх x < 0 вона має єдину точку максимуму t D t .x/, яку знаходимо з
рiвняння

h0t .t; x/ D �jxj
�
ln ln t C

1

ln t

�
C 1 D 0:

Звiдси, зокрема, маємо, що

t .x/!C1; ln t .x/ D exp
n 1
jxj
�

1

ln t .x/

o
� exp

n 1
jxj

o
.x ! �0/:

Позначимо �.x/ D jh00t t .t.x/; x/j
� 1
2 . Зауважимо, що для jt � t .x/j � �.x/, при

x ! �0

h00t t .t; x/ � h
00.t.x/; x/ � �

� t .x/ ln t .x/
jxj

��1
:
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Тому, при x ! �0 маємо

2I.x/e�h.t.x/;x/ �

Z
jt�t.x/j��.x/

1
p
t
eh.t;x/�h.t.x/;x/dt D

D
.1C o.1//p

t .x/
�

Z
jt�t.x/j��.x/

e.
1
2
Co.1//h00.t.x/;x/.t�t.x//2dt �

�
2Co.1/p
t .x/

�.x/ � e
�.
1
2
Co.1//

�
2Co.1/
p
e

s
ln t .x/

jxj
�
2C o.1/
p
e

s
1

jxj
e
1

jxj :

Звiдси, при x ! �0 виводимо

lim
x!�0

F.x/

�.x; F /

q
jxje�

1
jxj �

1
p
e
> 0;

тобто спiввiдношення (5) не може виконуватися для жодного � > 0. Крiм цього,
зрозумiло, що

F.x/ D

C1X
nD0

e�jxjn
2

�

Z C1
0

e�jxjt
2

dt D
1p
jxj

Z C1
0

e�t
2

dt D

p
�

2
p
jxj

.x 6D 0/:

Зауваження 3. Авторам в даний момент не вiдомо, наскiльки точним у твер-
дженнi 2 є показник 1C �.

З iншого боку, з доведеного в [6, теорема 1] випливає, що для кожної по-
слiдовностi ƒ D .�n/ (у тому числi i такої, що умова (2) виконується) i для
довiльних функцiй  ;! 2 L iснує функцiя F 2 D0.ƒ/, для якої виконуються
спiввiдношення

!.M.x; F //

!.�.x; F //
!C1;

!.M.x; F //

!.m.x; F //
!C1 .x ! �0/;

supfjanj W n � 0g D C1; ln�.x; F / �  .1=jxj/ .x1 � x < 0/:

В [6, теорема 2] також доведено, що для кожної послiдовностi ƒ D .�n/

такої, що умова (2) не виконується i для довiльної функцiї  2 L iснує фун-
кцiя F 2 D0.ƒ/, для якої спiввiдношення M.x; F / � �.x; F /, M.x; F / �
m.x; F / не можуть виконуватись навiть на деякiй послiдовностi x D xj ! �0

.j !C1/, при цьому

ln�.x; F / �  .1=jxj/ .x1 � x < 0/: (6)

З наведених тверджень випливає, що умови достатнi для того, щоб спiввiд-
ношення (3) виконувалось у пiдкласах D0.ƒ/ принаймнi при x D xj ! C1 i
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рiвномiрно по y 2 R повиннi мiстити умову збiжностi ряду (2), а також умову
вигляду (6).

З [6, теорема 3] (див. також [9]) випливає, що для F 2 D0.ƒ/ iˆ 2 L умови

lim
x!�0

ln�.x; F /

jxjˆ.1=jxj/
> 0; lim

t!C1
t
P
�n�ˆ.t/

1
�nC1��n

D 0

забезпечують виконання спiввiдношення (3) при x ! �0 зовнi деякої множи-
ни нульової нижньої лiнiйної щiльностi в точцi x D 0. У статтi [9, теорема 5]
доведено, що умови

lim
x!�0

ln�.x; F /

jxjˆ.1=jxj/
> 0; lim

t!C1
t �

X
�n�ˆ1.t/

1
�nC1��n

D 0; ˆ1.t/ WD
ˆ.t/

t

iмплiкують виконання спiввiдношення (3) при x ! �0 зовнi деякої множини
нульової лiнiйної щiльностi в точцi x D 0. При цьому вiд функцiї ˆ1 2 L дода-
тково вимагається диференцiйовностi i виконання умови

limt!C1 t
�
lnˆ1.t/

�0
> 1:

У статтi [6] анонсовано це твердження з довiльною функцiєю ˆ 2 L i за (в
загальному) слабшої другої умови, в якiй функцiюˆ1 слiд замiнити на функцiю
ˆ.

2. Основнi результати

Нехай L0 – клас неперервних, додатних, зростаючих доC1 на Œ�1; 0/ фун-
кцiй, а LC0 – пiдклас L0, в який входять диференцiйовнi функцiї з неспадною до
C1 на Œ�1; 0/ похiдною.

Для h 2 L0 назвемо h-мiрою множини E � .�1; 0/ величину

h-meas .E/
def
D

Z
E\Œ�1;0/

dh.x/:

Зокрема, при h.x/ D ln 1
jxj

отримуємо логарифмiчну мiру на Œ�1; 0/.
Для ˆ 2 L визначимо пiдклас

D0.ƒ;ˆ/ D fF 2 D0.ƒ/ W ln�.x; F / � ˆ
�
1=jxj

�
.x > x0/g:

Надалi припускатимемо, що послiдовнiсть ƒ D .�n/ задовольняє умову (2).
Позначимо �0 D 0 i для n � 1 приймемо

�n D

n�1X
jD0

�
�jC1 � �j

� 1X
mDjC1

� 1

�m � �m�1
C

1

�mC1 � �m

�
:
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Теорема 4. Нехайˆ 2 L, h 2 LC0 , F 2 D0.ƒ;ˆ/, а ' – обернена доˆ функцiя.
Якщо

lim
n!C1

ln janj

�n
D C1 (7)

i

.8b > 0/ W

C1X
nD0

1

�nC1 � �n
h0
�
�

1

'.�n/
C

b

�nC1 � �n

�
< C1; (8)

то спiввiдношення (3) виконується при x ! �0 зовнi деякої множини E скiн-
ченної h-мiри рiвномiрно по y 2 R.

Зауваження 5. Вiдзначимо, що з одного боку умова (7) є достатньою для того,
щоб спiввiдношення (3) виконувалось при x ! C1 зовнi деякої множини ну-
льової нижньої лiнiйної щiльностi у точцi x D 0 рiвномiрно по y 2 R, а з iншого
боку для кожного q > 0 ряд Дiрiхле Fq.z/ D

PC1
nD0 e

q�nCz�n , Fq 2 D0.ƒ/,
а спiввiдношення (3) для нього не може виконуватись навiть на деякiй послi-
довностi x D xj ! �0 .j ! C1/. Власне, для всiх x 2 .x1; 0/ виконуються
нерiвностi (4) (див. [6]). Проте у зв’язку з теоремою 4 висловимо таке припуще-
ння.

Гiпотеза 1. Твердження теореми 4 є правильним без умови (7), тобто, для ко-
жної F 2 D0.ƒ;ˆ/, якщо виконується умова (8) з ˆ 2 L, h 2 LC0 .

Доведення теореми 4. Розглянемо функцiю

fq.z/ D

C1X
nD0

an

˛n
ez�n ;

де ˛n D eq�n ; q > 0:
Оскiльки �n D o.�n/ при n ! C1, то для абсциси абсолютної збiжностi

маємо

�a.fq/ D � lim sup
n!C1

ln janj � q�n

�n
D � lim sup

n!C1

� ln janj
�n

� q
�n

�n

�
D 0;

тобто fq 2 D0.ƒ/.
Покажемо, що �.x; fq/!C1 .x ! �0/.
Справдi, якщо припустити, що lim

�!�0
�.�; fq/ < C1; то iснували б x1 < 0 i

k � 0 такi, що для всiх n � 0 i x 2 .x1; 0/ виконується
ak

˛k
ex�k �

an

˛n
ex�n : Тодi

при x ! �0 отримаємо
ak

˛k
�
an

˛n
, тобто

ak

˛k
D sup
j�0

aj

˛j
, а це суперечить (7).

Повторюючи доведення леми 1 з [3], нескладно отримати наступну лему.
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Лема 6. Для всiх n � 0 i k � 1 виконується нерiвнiсть

˛n

˛k
e�k.�n��k/ � e�qjn�kj; (9)

де �k D �k.q/ D qtk C
q

�k � �k�1
; tk D

�k�1 ��k

�k � �k�1
.

Доведення леми 6. Оскiльки

ln˛n � ln˛n�1 D q.�n ��n�1/ D �qtn.�n � �n�1/;

то для n � k C 1 маємо

ln
˛n

˛k
C �k.�n � �k/ D �q

nX
jDkC1

tj .�j � �j�1/C �k

nX
jDkC1

.�j � �j�1/ D

D �

nX
jDkC1

�
qtj � �k

� �
�j � �j�1

�
� �

nX
jDkC1

�
qtj � �j�1

� �
�j � �j�1

�
D

D �q

nX
jDkC1

1 D �q.n � k/:

Подiбно доводимо, що для n � k � 1

ln
˛n

˛k
C �k.�n � �k/ D � ln

˛k

˛n
� �k.�k � �n/ D

D q

kX
jDnC1

tj .�j��j�1/ � �k

kX
jDnC1

.�j��j�1/ D �

kX
jDnC1

.�k�qtj /.�j��j�1/ �

� �

kX
jDnC1

.�j � qtj /.�j � �j�1/ D �q

kX
jDnC1

1 D �q.k � n/

i лему 1 доведено.

Нехай J – множина значень центрального iндекса �.x; fq/, а .Rk/ – по-
слiдовнiсть точок стрибка �.x; fq/, занумерована так, що �.x; fq/ D k для
x 2 ŒRk; RkC1/ у випадку Rk < RkC1. Тодi для x 2 ŒRk; RkC1/ маємо

an

˛n
ex�n �

ak

˛k
ex�k

для всiх n � 0. Враховуючи лему 1, для x 2 ŒRk C �k; RkC1 C �k/ отримуємо

ane
x�n

ake
x�k
D
ane

.x��k/�n

ake
.x��k/�k

e�k.�n��k/ �
˛n

˛k
e�k.�n��k/ � e�qjn�kj .n � 0/:
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Отже,

�.x; F / D k; �.x; F / D ake
x�k .x 2 ŒRk C �k; RkC1 C �k// (10)

i

jF.x C iy/ � a�.x;F /e
.xCiy/��.x;F/ j �

�

X
n¤�.x;F /

�.x; F /e�qjn��.x;F /j � 2
e�q

1 � e�q
�.x; F / (11)

для всiх x 2 ŒRk C �k; RkC1 C �k/ i k 2 J . Тобто, нерiвнiсть (11) виконується

для всiх x … E1.q/
def
D

C1S
kD0

ŒRkC1 C �k; RkC1 C �kC1/.

Оскiльки �kC1 � �k D 2q=.�kC1 � �k/, а за теоремою Лаґранжа про кiнцевi
прирости

h.RkC1C �kC1/� h.RkC1C �k/ D .�kC1 � �k/h
0.RkC1C �k C �k.�kC1 � �k//;

де �k 2 .0I 1/; то для h-мiри множини E1.q/ для кожного q > 0 маємо оцiнку

h-meas .E1.q// D
C1X
kDk0

RkC1C�kC1Z
RkC1C�k

dh.x/ D

D

C1X
kDk0

.h.RkC1 C �kC1/ � h.RkC1 C �k// �

� 2q

C1X
kDk0

1
�kC1��k

h0
�
RkC1 C �k C

2q
�kC1��k

�
;

при цьому ми скористалисть умовою h 2 LC0 :
Для F 2 D0.ƒ;ˆ/ при x > x0 маємо

ˆ
� 1
jxj

�
� ln�.x; F / D ln ja�.x;F /j � jxj��.x;F / � ln ja�.x;F /j;

звiдки, для всiх достатньо великих x � x2 � x0 випливає

ˆ
� 1
jxj

�
� ��.x�0;F /; (12)

тобто,

jxj �
1

'.��.x�0;F //
.x � x2/;
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i для k � k2 з (10) отримаємо

RkC1 C �k � �
1

'.��.RkC1C�k�0;F //
D �

1

'.�k/
:

Застосовуючи останню нерiвнiсть до нерiвностi (2), за умовою h 2 LC0 отримає-
мо

h-meas .E1.q// � 2q
C1X
kDk0

1
�kC1��k

h0
�
�

1
'.�k/

C
2q

�kC1��k

�
: (13)

Звiдси, за умовою (8) маємо, що h-meas .E1.q// < C1:
Нехай тепер qk D k: Оскiльки h-meas .E1.qk// < C1, то h-meas .E1.qk/ \

Œx; 0// D o.1/ .x ! �0/, тому можна вибрати таку зростаючу до �0 послiдов-
нiсть .xk/, що h-meas

�
E1.qk/ \ Œxk; 0/

�
�

1
k2

для всiх k � 1.

Позначимо E1 D
C1S
kD1

�
E1.qk/ \ Œxk; xkC1/

�
: Тодi, з одного боку

h-meas .E1/ D
C1X
kD1

h-meas
�
E1.qk/ \ Œxk; xkC1/

�
�

C1X
kD1

1

k2
< C1;

а з iншого, з нерiвностi (11) випливає, що для всiх x 2 Œxk; xkC1/ n E1 виконує-
ться нерiвнiсть

jF.x C iy/ � a�.x;F /e
.xCiy/��.x;F/ j �

2e�qk

1 � e�qk
�.x; F /;

звiдки при x ! �0 .x … E1/ отримуємо (3). Теорему 4 доведено.

Вiдзначимо, що подiбнi результати отримано i для цiлих рядiв Дiрiхле з опи-
санням величини виняткової множини в термiнах асимптотичних h-щiльностей
[5, 7] та h-мiри [11], а у статтях [2]–[10] для цiлих кратних рядiв Дiрiхле i рядiв
Дiрiхле з “монотонними” коефiцiєнтами.
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