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Визначено iнтерполяцiйнi простори тензорних добуткiв векторiв екс-
поненцiального типу замкнених операторiв над банаховими простора-
ми та доведено iнтерполяцiйнi теореми.

1 Вступ

Однiєю з найбiльш важливих областей застосування методiв дiйсної
iнтерполяцiї є теорiя апроксимацiї в банахових просторах [1]. Викори-
стовуючи такi методи можна отримати класичнi теореми Джексона i
Бернштейна про найкраще наближення функцiй iз Lp(Rn) (1 ≤ p ≤ ∞)

цiлими функцiями експоненцiального типу. Теорiя iнтерполяцiї вико-
ристовується також при апроксимацiї обмежених лiнiйних операторiв
операторами скiнченного рангу, апроксимацiї диференцiальних опера-
торiв рiзницевими, апроксимацiї сплайн-функцiями.

В роботах [2, 3] до проблеми наближення елементiв банахового про-
стору застосовано технiку векторiв експоненцiального типу замкнених
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операторiв, введених в [4]. У працi [5], користуючись поняттям векто-
рiв експоненцiального типу замкнених лiнiйних операторiв заданих в
деякому банаховому просторi, введено i дослiджено поняття квазiнор-
мованого абстрактного простору Бєсова, асоцiйованого з довiльним
замкненим оператором. У випадку оператора диференцiювання, за-
даного в просторi Lp(R), такi абстрактнi простори Бєсова точно спiв-
падають з класичними. Там же наведено застосування абстрактного
простору Бєсова до проблеми найкращих апроксимацiй елементiв ба-
нахового простору векторами експоненцiального типу асоцiйованих з
довiльними замкненими операторами.

Метою даної статтi є поширення деяких методiв дiйсної iнтерпо-
ляцiї на випадок проективних тензорних добуткiв банахових просто-
рiв. Зокрема, визначено iнтерполяцiйнi простори тензорних добуткiв
векторiв експоненцiального типу замкнених операторiв над банахови-
ми просторами, а також дослiджено iнтерполяцiйнi властивостi таких
просторiв.

2 Означення i попереднi вiдомостi

Нехай
{
Xj, ‖ · ‖Xj

}J
j=1

— скiнченний набiр банахових просторiв над по-
лем C, ⊗JjXj := X1⊗ . . .⊗XJ — їх тензорний добуток, на якому задаємо
проективну норму ‖w‖⊗Jj Xj = inf

w=
∑
n⊗Jj x

j
n

∑N
n=1 ‖x1n‖X1 · . . . · ‖xJn‖XJ , де то-

чну нижню грань беруть за всiма зображеннями елемента w ∈ ⊗JjXj

у виглядi суми w =
∑N

n=1⊗Jj xjn iз скiнченним N, xjn ∈ Xj i ⊗Jj xjn :=

x1n ⊗ . . .⊗ xJn ∈ ⊗JjXj. Поповнення простору ⊗JjXj у проективнiй нормi
позначимо через ⊗̃JjXj := X1⊗̃ . . . ⊗̃XJ .

На просторi Xj, j = 1, . . . , J, розглядаємо необмежений замкнений
лiнiйний оператор Aj : D(Aj) ⊂ Xj → Xj iз щiльною областю визначен-
ня D(Aj). Для будь-яких чисел νj > 0, 1 ≤ pj ≤ ∞ визначимо банаховi
простори цiлих векторiв експоненцiального типу оператора Aj

Eνjpj (Aj) :=
{
x ∈ D(Aj) : ‖x‖Eνjpj (Aj) =

( ∞∑
k=0

‖Akjx‖
pj
Xj

ν
kpj
j

)1/pj
<∞

}
,

Eνj∞(Aj) :=

{
x ∈ D(Aj) : ‖x‖Eνj∞ (Aj)

= sup
k∈Z+

‖Akjx‖Xj
νkj

<∞
}
.
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Побудуємо тензорний добуток ⊗Jj E
νj
pj (Aj) := Eν1p1 (A1)⊗ . . .⊗ EνJpJ (AJ) з

проективною нормою

‖w‖⊗Jj E
νj
pj

(Aj)
= inf

w=
∑
n⊗Jj x

j
n

N∑
n=1

‖x1n‖Eν1p1 (A1)
· . . . · ‖xJn‖EνJpJ (AJ ).

Нехай ⊗̃Jj E
νj
pj (Aj) — поповнення ⊗Jj E

νj
pj (Aj) у цiй нормi. Нехай 0 <

t, νj, γj <∞, 1 ≤ q, qj, pj, rj ≤ ∞, 0 < θ < 1. Використовуючи позначен-
ня працi [6], визначимо iнтерполяцiйний простiр

(
Eνjpj (Aj), E

γj
rj (Aj)

)
θ,qj

з нормою

‖x‖(
E
νj
pj

(Aj),E
γj
rj

(Aj)
)
θ,qj

=
(∫ ∞

0

[
t−θK(t, x; Eνjpj (Aj), E

γj
rj
(Aj))

]qj dt
t

)1/qj
,

де K(t, x; Eνjpj (Aj), E
γj
rj
(Aj))= inf

x=x0+x1

(
‖x0‖Eνjpj (Aj)+t‖x1‖E

γj
rj

(Aj)

)
, x0 ∈E

νj
pj (Aj),

x1 ∈ E
γj
rj (Aj), а також простiр

(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

з нормою

‖w‖q(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj),⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

=

∫ ∞

0

[
t−θK(t, w; ⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj))

]q dt
t
,

де K(t, w; ⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)) = inf

w=u+v

(
‖u‖⊗̃Jj Eνj1 (Aj)

+ t ‖v‖⊗̃Jj Eγj1 (Aj)

)
,

u ∈ ⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), v ∈ ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj).

3 Основнi результати

Теорема 1. Нехай 0 < νj ≤ γj <∞, 1 ≤ q, qj ≤ ∞, 0 < θ < 1. Тодi при
1
q
− 1 =

∑J
j=1

(
1
qj
− 1
)

справедливий iзоморфiзм банахових просторiв

(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

= ⊗̃Jj
(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj
. (1)

Доведення. Вiдзначимо, що при 0 < νj ≤ γj < ∞ виконуються
нерiвностi ‖x‖Eγj1 (Aj)

≤ ‖x‖Eνj1 (Aj)
для всiх x ∈ Eνj1 (Aj) i вкладення

Eνj1 (Aj) ⊂ E
γj
1 (Aj) неперервнi. Тому при 0 < τ <∞ i τJ = t отримуємо

таку оцiнку

K(t, w; ⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)) = inf

w=u+v

(
‖u‖⊗̃Jj Eνj1 (Aj)

+ t ‖v‖⊗̃Jj Eγj1 (Aj)

)
=
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= inf∑
n⊗Jj x

j
n=

∑
n⊗Jj u

j
n+

∑
n⊗Jj v

j
n

(
inf

u=
∑
n⊗Jj u

j
n

N∑
n=1

‖u1n‖Eν11 (A1)
· . . . · ‖uJn‖EνJ1 (AJ )

+

+ t inf
v=

∑
n⊗Jj v

j
n

N∑
n=1

‖v1n‖Eγ11 (A1)
· . . . · ‖vJn‖EγJ1 (AJ )

)
≤

≤ inf∑
n⊗Jj x

j
n=

∑
n⊗Jj u

j
n+

∑
n⊗Jj v

j
n

(
N∑
n=1

‖u1n‖Eν11 (A1)
· . . . · ‖uJn‖EνJ1 (AJ )

+

+ t
N∑
n=1

‖v1n‖Eγ11 (A1)
· . . . · ‖vJn‖EγJ1 (AJ )

)
≤

N∑
n=1

inf
x1n=u

1
n+v

1
n

(
‖u1n‖Eν11 (A1)

+

+τ‖v1n‖Eγ11 (A1)

)
· . . . · inf

xJn=u
J
n+v

J
n

(
‖uJn‖EνJ1 (AJ )

+ τ‖vJn‖EγJ1 (AJ )

)
=

=
N∑
n=1

K(τ, x1n; E
ν1
1 (A1), Eγ11 (A1)) · . . . · K(τ, xJn; E

νJ
1 (AJ), EγJ1 (AJ)).

Використовуючи нерiвнiсть Юнга, при 1
q
−1 =

∑J
j=1

(
1
qj
−1
)

отримуємо∫ ∞

0

[
t−θK(t, w; ⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj))

]q dt
t
≤

≤ J
N∑
n=1

∫ ∞

0

[
τ−θJK(τ, x1n; E

ν1
1 (A1), Eγ11 (A1)) · . . .

. . . · K(τ, xJn; E
νJ
1 (AJ), EγJ1 (AJ))

]q dτ
τ
≤

≤ J
N∑
n=1

(∫ ∞

0

[
τ−θK(τ, x1n; E

ν1
1 (A1), Eγ11 (A1))

]q1 dτ
τ

)q/q1
. . .

. . .
(∫ ∞

0

[
τ−θK(τ, xJn; E

νJ
1 (AJ), EγJ1 (AJ))

]qJ dτ
τ

)q/qJ
.

Таким чином, ‖w‖(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj),⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

≤ J
∑N

n=1 ‖x1n‖θ,q1 · . . . · ‖xJn‖θ,qJ ,

де ‖xjn‖θ,qj := ‖xjn‖(Eνj1 (Aj),E
γj
1 (Aj)

)
θ,qj

. Беручи нижню грань по всiх зо-

браженнях елемента w ∈ ⊗̃Jj
(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj

у виглядi суми w =∑N
n=1⊗Jj xjn, xjn ∈ (Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj
, отримуємо

‖w‖(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj),⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

≤ J‖w‖
⊗̃Jj
(
E
νj
1 (Aj),E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj

,
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звiдки випливає вкладення

⊗̃Jj
(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj
⊂
(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q
. (2)

Використовуючи iнтерполяцiйну нерiвнiсть

‖x‖θ,qj ≤ cθ,qj‖x‖1−θE
νj
1 (Aj)

‖x‖θEγj1 (Aj)
, x ∈ Eνj1 (Aj),

та нерiвнiсть Гельдера, отримуємо

‖w‖
⊗̃Jj
(
E
νj
1 (Aj),E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj

= inf
w=

∑
n⊗Jj x

j
n

N∑
n=1

‖x1n‖θ,q1 · . . . · ‖xJn‖θ,qJ ≤

≤ c
′

θ,qj
inf

w=
∑
n⊗Jj x

j
n

( N∑
n=1

‖x1n‖Eν11 (A1)
· . . . · ‖xJn‖EνJ1 (AJ )

+

+
N∑
n=1

‖x1n‖Eγ11 (A1)
· . . . · ‖xJn‖EγJ1 (AJ )

)
≤

≤ c
′′

θ,qj
t−θK(t, w; ⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)).

Звiдси, в силу наступної нерiвностi K(t, w; ⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)) ≤

cθ,qt
θ‖w‖(

⊗̃Jj E
νj
1 (Aj),⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

, w ∈
(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q
, маємо

‖w‖
⊗̃Jj
(
E
νj
1 (Aj),E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj

≤ c
′

θ,q‖w‖(⊗̃Jj Eνj1 (Aj),⊗̃
J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

(3)

для w =
∑

n⊗Jj xjn ∈
(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q
, таких, що xjn ∈ E

νj
1 (Aj).

Оскiльки Eνj1 (Aj) щiльний в
(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj
, то (3) виконується

для всiх w ∈
(
⊗̃Jj E

νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q
. Iз нерiвностi (3) випливає(

⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q
⊂ ⊗̃Jj

(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj
. (4)

Вкладення (2) i (4) дають (1).

Теорема 2. Нехай 0 < νj < γj < ∞, µj = ν1−θj γθj , 1 ≤ q, qj ≤ ∞,
0 < θ < 1. Тодi при 1

q
− 1 =

∑J
j=1

(
1
qj
− 1
)

справедливий iзоморфiзм
банахових просторiв(

⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

= ⊗̃Jj Eµjqj (Aj). (5)
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Доведення. Кожний простiр Eνjpj (Aj) iзометричний простору послi-
довностей вигляду l

νj
pj =

{
x̄ := (Akjx)k∈Z+ : x ∈ Eνjpj (Aj)

}
з нормою

‖x̄‖
l
νj
pj

= ‖x‖Eνjpj (Aj). Зробимо замiни µj = 2−σj , νj = 2−σ0j , γj = 2−σ1j ,

при яких умова µj = ν1−θj γθj переходить у рiвнiсть σj = (1−θ)σ0j+θσ1j
i використаємо обчислення з доведення [6, теорема 1.18.2]. При цьому
K(t, x̄, lνj∞, lγj∞) ≈ supk∈Z+

min(2kσ0j , t2kσ1j)‖Akjx‖Xj для pj = rj = ∞ та
K(t, x̄, lνj1 , l

γj
1 ) ≈

∑
k∈N min(2kσ0j , t2kσ1j)‖Akjx‖Xj для pj = qj = 1. Нехай

x̄ ∈
(
l
νj
∞, l

γj
∞
)
θ,qj

i без обмеження загальностi σ0j > σ1j. Пiдставляючи
вирази для K у формули для норм, з точнiстю до деякої сталої c > 0

одержуємо

‖x̄‖qj
(l
νj
∞ , l

γj
∞)

θ,qj

∼
∑
i∈Z

2−θqji(σ0j−σ1j) sup
k

[
min(2kσ0j , 2i(σ0j−σ1j)+kσ1j)×

×‖Akjx‖Xj
]qj ≥∑

i∈Z

2qji[σ0j(1−θ)+σ1jθ]‖Aijx‖
qj
Xj

= c‖x̄‖qj
l
µj
qj

.

Отже, правильне неперервне вкладення
(
l
νj
∞, l

γj
∞
)
θ,qj
⊂ l

µj
qj . Якщо x̄ ∈

l
µj
qj , то з використанням нерiвностi Гельдера

‖x̄‖qj
(l
νj
1 , l

γj
1 )

θ,qj

∼
∑
i∈Z

2−θqji(σ0j−σ1j)
[∑
k∈Z

min(2kσ0j , 2i(σ0j−σ1j)+kσ1j)×

×‖Akjx‖Xj
]qj
≤ c

∑
k∈Z

2kµjqj‖Akjx‖
qj
Xj

= c‖x̄‖qj
l
µj
qj

.

Тому правильне неперервне вкладення l
µj
qj ⊂

(
l
νj
1 , l

γj
1

)
θ,qj

. З властиво-
стей iнтерполяцiйних просторiв отримуємо

(
l
νj
1 , l

γj
1

)
θ,qj
⊂
(
l
νj
∞, l

γj
∞
)
θ,qj

при 1 ≤ qj ≤ ∞. В результатi маємо l
µj
qj ⊂

(
l
νj
1 , l

γj
1

)
θ,qj
⊂ l

µj
qj i, таким

чином, доведено рiвнiсть(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj

= Eµjqj (Aj). (6)

Рiвнiсть (5) безпосередньо випливає з рiвностей (1) i (6).

Як приклад, розглянемо на просторах {Lρj(Ω)}Jj=1, 1 < ρj < ∞,
комплексних сумовних функцiй в обмеженiй областi Ω ⊂ Rn класу C∞

з границею ∂Ω регулярно елiптичнi оператори (див. 5.2.1/4 з [6])

(Aju)(x) =
∑

|αj |≤2m

aαj(x)D
αju(x) , aαj(x) ∈ C∞(Ω),

D(Aj) =
{
u ∈ W 2m

ρj
(Ω) : Bjiu|∂Ω = 0, i = 1, . . . ,m

}
,
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де W 2m
ρj

(Ω) — простiр Соболєва, (Bjiu)(x) =
∑

|αj |≤mi bi,αj(x)D
αju(x) —

набiр граничних операторiв, bi,αj(x) ∈ C∞(∂Ω), i = 1, . . . ,m.
Оператор Aj є замкненим оператором в просторi Lρj(Ω) i за умови

ρ(Aj) 6= {∅} його спектр σ(Aj) = {λjk}∞k=1 складається iз iзольова-
них власних значень λjk скiнченної алгебраїчної кратностi, причому
lim
k→∞

λjk = ∞ [6, 5.4.3]. Позначимо через Rk(Aj) кореневий пiдпростiр
оператора Aj, що вiдповiдає власному значенню λjk.

Теорема 3. Нехай 0 < νj < γj < ∞, µj = ν1−θj γθj , 1 ≤ q, qj ≤ ∞,
0 < θ < 1. Тодi при 1

q
− 1 =

∑J
j=1

(
1
qj
− 1
)

справедливий iзоморфiзм
банахових просторiв(

⊗̃Jj E
νj
1 (Aj), ⊗̃

J
j E

γj
1 (Aj)

)
θ,q

= ⊗̃Jj span
{
Rk(Aj) : |λjk| < µj

}
.

Доведення. Згiдно з теоремою 1 [7], для кожного νj > 0 виконується
рiвнiсть Eνj1 (Aj) = span

{
Rk(Aj) : |λjk| < νj

}
. Звiдси i з рiвностi (6)

при µj = ν1−θj γθj , νj < γj, 1 ≤ qj ≤ ∞, отримуємо(
Eνj1 (Aj), E

γj
1 (Aj)

)
θ,qj

= span
{
Rk(Aj) : |λjk| < µj

}
.

Далi залишилось використати рiвнiсть (1).

Якщо коефiцiєнти aαj оператора Aj є сталими, то у [7] доведено
рiвнiсть ⋃

ν>0
Eν(Aj) = ExpAj ,Bji(Lρj(Ω)), (7)

де ExpAj ,Bji(Lρj(Ω)) =
{
u ∈ Exp(Lρj(Ω)) : BjiA

k
ju|∂Ω = 0, i = 1, . . . ,m,

k = 0, 1, . . .
}
, Exp(Lρj(Ω)) — простiр цiлих функцiй експоненцiального

типу, звуження яких на Ω належить простору Lρj(Ω).
Використовуючи результати працi [8], з рiвностей (7) i (5) отриму-

ємо топологiчний iзоморфiзм просторiв

lim ind
ν→∞

⊗̃Jj Eνqj(Aj) ' ⊗̃
J
j ExpAj ,Bji(Lρj(Ω)).
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