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На основi трикутних форм з iнварiантними множниками на головних
дiагоналях набору полiномiальних матриць щодо напiвскалярної еквi-
валентностi запропоновано метод побудови розв’язкiв матричних лi-
нiйних полiномiальних рiвнянь X(λ)A(λ)+B(λ)Y (λ) = C(λ). Вказано
розв’язки мiнiмальних степенiв цих рiвнянь та критерiй однозначностi
таких розв’язкiв.

1 Вступ

Нехай P [λ] — кiльце полiномiв над полем P,

X(λ)A(λ) +B(λ)Y (λ) = C(λ) (1)

— матричне лiнiйне полiномiальне рiвняння Сильвестра, де A(λ), B(λ),
C(λ) вiдомi, X(λ), Y (λ) — невiдомi n× n матрицi над P [λ].
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Лiнiйнi матричнi полiномiальнi рiвняння, в тому числi матричнi по-
лiномiальнi рiвняння типу Сильвестра, знаходять застосування в бага-
тьох задачах теорiї керування, динамiчних систем тощо [1, 2, 3, 4, 5, 6].

У випадку, коли матрицi A(λ) i B(λ) регулярнi або хоча б одна з
них регулярна чи регуляризується у працях [7, 8, 9, 10] вказано умови
iснування та однозначностi так званих “мiнiмальних” розв’язкiв рiвня-
ння (1), тобто розв’язкiв X(λ), Y (λ) таких, що degX(λ) < degB(λ) та
degY (λ) < degA(λ). Якщо у рiвняннi (1) обидвi матрицi A(λ) i B(λ)

нерегулярнi i рiвняння (1) розв’язне, то це рiвняння може i не мати
розв’язкiв X(λ), Y (λ) таких, що degX(λ) < degB(λ) чи degY (λ) <

degA(λ).

У цiй статтi запропоновано метод побудови розв’язкiв матричних
полiномiальних рiвнянь вигляду (1). У випадку, коли A(λ) i B(λ) — до-
вiльнi неособливi полiномiальнi матрицi вказанi розв’язки мiнiмальних
степенiв матричних полiномiальних рiвнянь (1) та встановленi умови
однозначностi таких розв’язкiв. При цьому використанi трикутнi фор-
ми з iнварiантними множниками на головних дiагоналях до яких зво-
диться набiр полiномiальних матриць напiвскалярно еквiвалентними
перетвореннями [11].

2 Допомiжнi твердження

Надалi будемо позначати через M(n, P ) та M(n, P [λ]) — кiльця n× n-
матриць над полем P та кiльцем полiномiв P [λ] вiдповiдно, а через
DB(λ) — канонiчну дiагональну форму матрицi B(λ), тобто

DB(λ) = U(λ)B(λ)V (λ) = diag(µB1 (λ), . . . , µ
B
n (λ)), µBi (λ) | µBi+1(λ),

i = 1, . . . , n − 1, для деяких матриць U(λ), V (λ) ∈ GL(n, P [λ]), µBi (λ),
i = 1, . . . , n — iнварiантнi множники матрицi B(λ).

Означення 2.1. [12] Матрицi A(λ) i B(λ) iз M(n, P [λ]) назива-
ють напiвскалярно еквiвалентними, якщо iснують такi матрицi
Q ∈ GL(n, P ) i RB(λ) ∈ GL(n, P [λ]), що A(λ) = QB(λ)RB(λ).

У працi [12] встановлено, що квадратна неособлива або прямокутна
повного рангу полiномiальна матриця A(λ) над алгебраїчно замкненим
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полем характеристики нуль напiвскалярно еквiвалентна до трикутної
матрицi TA(λ) з iнварiантними множниками на головнiй дiагоналi. Цей
же результат узагальнено для скiнченного набору полiномiальних мат-
риць. У працi [11] доведено, що аналогiчнi результати справедливi для
полiномiальних матриць над довiльним полем P. Зокрема, у випад-
ку, коли поле P скiнченне, встановлено умови, за яких полiномiаль-
на матриця та скiнченний набiр полiномiальних матриць напiвскаляр-
но еквiвалентнi до таких трикутних форм. Зауважимо, що аналогiчна
форма для полiномiальної матрицi над нескiнченним полем вiдносно
напiвскалярної еквiвалентностi набагато пiзнiше встановлена в [13].

У працi [2] наведено спосiб розв’язування дiофантових полiномiаль-
них рiвнянь. На основi цих результатiв можемо сформулювати насту-
пне твердження.

Лема 2.1. Нехай

a(λ)x(λ) + b(λ)y(λ) = c(λ) (2)

— дiофантове полiномiальне рiвняння, де a(λ), b(λ), c(λ) ∈ P [λ], x(λ),
y(λ) — невiдомi полiноми з P [λ], P — поле. Тодi

1) рiвняння (2) розв’язне в тому i тiльки тому випадку, коли
(a(λ), b(λ)) | c(λ) (дiлить);

2) якщо рiвняння (2) розв’язне, то воно має розв’язки x(λ), y(λ) такi,
що degx(λ) < degb(λ);

3) розв’язок x(λ), y(λ) рiвняння (2) такий, що degx(λ) < degb(λ), є
єдиним тодi i тiльки тодi, коли (a(λ), b(λ)) = 1.

В. Рот [14] встановив критерiй розв’язностi матричного рiвняння
типу Сильвестра, коли коефiцiєнти A, B i C цього рiвняння є матри-
цями над полем P або над кiльцем полiномiв P [λ].

Теорема 2.1. [14] Матричне рiвняння (1), в якому A(λ), B(λ), C(λ) —
вiдомi, X(λ), Y (λ) — невiдомi матрицi над кiльцем P [λ], розв’язне
тодi i тiльки тодi, коли матрицi

M(λ) =

∥∥∥∥A(λ) 0

C(λ) B(λ)

∥∥∥∥ i N(λ) =

∥∥∥∥A(λ) 0

0 B(λ)

∥∥∥∥
еквiвалентнi.
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3 Розв’язки мiнiмальних степенiв матричного полi-
номiального рiвняння X(λ)A(λ) +B(λ)Y (λ) = C(λ)

Розглядатимемо далi матричне рiвняння (1), в якому A(λ) i B(λ) —
неособливi матрицi iз M(n, P [λ]).

Нехай TA(λ), TB(λ) — трикутнi форми матриць A(λ) i B(λ) сто-
совно напiвскалярної еквiвалентностi [11], тобто для деяких матриць
Q ∈ GL(n, P ) та RA(λ), RB(λ) ∈ GL(n, P [λ])

TA(λ) = QA(λ)RA(λ) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µA1 (λ) 0 · · · 0

ã21(λ)µ
A
1 (λ) µA2 (λ) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
ãn1(λ)µ

A
1 (λ) ãn2(λ)µ

A
2 (λ) · · · µAn (λ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥, (3)

де

1) ãqj(λ) ≡ 0, якщо µAq (λ) = µAj (λ);

2) deg ãqj < deg µAq − deg µAj , якщо µAq (λ) 6= µAj (λ), i ãqj(λ) 6≡ 0,

q, j = 1, 2, . . . , n, q > j.

TB(λ) = QB(λ)RB(λ) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µB1 (λ) 0 · · · 0

b̃21(λ)µ
B
1 (λ) µB2 (λ) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
b̃n1(λ)µ

B
1 (λ) b̃n2(λ)µ

B
2 (λ) · · · µBn (λ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥, (4)

де

1) b̃qj(λ) ≡ 0, якщо µBq (λ) = µBj (λ);

2) deg b̃qj < deg µBq − deg µBj , якщо µBq (λ) 6= µBj (λ), i b̃qj(λ) 6≡ 0,

q, j = 1, 2, . . . , n, q > j.

Тодi з рiвняння (1) отримуємо матричне рiвняння

X̃(λ)TA(λ) + TB(λ)Ỹ (λ) = C̃(λ), (5)

де

X̃(λ) = QX(λ)Q−1, Ỹ (λ) = (RB(λ))−1Y (λ)RA(λ), C̃(λ) = QC(λ)RA(λ).
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Лема 3.1. Матричнi рiвняння (1) i (5) еквiвалентнi, тобто рiвняння
(1) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли розв’язне рiвняння (5) та кож-
ному розв’язку рiвняння (5) вiдповiдає розв’язок рiвняння (1), i нав-
паки.

Доведення. На основi теореми 2.1 рiвняння (1) розв’язне тодi i тiльки
тодi, коли матрицi

M(λ) =

∥∥∥∥A(λ) 0

C(λ) B(λ)

∥∥∥∥ i N(λ) =

∥∥∥∥A(λ) 0

0 B(λ)

∥∥∥∥
еквiвалентнi, а рiвняння (5) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли матрицi

M̃(λ) =

∥∥∥∥∥TA(λ) 0

C̃(λ) TB(λ)

∥∥∥∥∥ i Ñ(λ) =

∥∥∥∥TA(λ) 0

0 TB(λ)

∥∥∥∥
еквiвалентнi. Враховуючи спiввiдношення (3) i (4) одержимо, що ма-
трицi M̃(λ) i Ñ(λ) еквiвалентнi вiдповiдно до матриць M(λ) i N(λ).
Тому, якщо матрицi M(λ) та N(λ) еквiвалентнi, то еквiвалентними є
i матрицi M̃(λ) та Ñ(λ), i навпаки. Отже, iз розв’язностi рiвняння (1)
випливає розв’язнiсть рiвняння (5), i навпаки.

Крiм того, кожному розв’язку
X̃(λ), Ỹ (λ) (6)

рiвняння (5), вiдповiдає розв’язок

X(λ) = Q−1X̃(λ)Q, Y (λ) = RB(λ)Ỹ (λ)(RA(λ))−1 (7)

рiвняння (1), i навпаки. Лему доведено.

Таким чином, опис розв’язкiв рiвняння (1) зводиться до опису роз-
в’язкiв рiвняння (5).

Теорема 3.1. Нехай матричне рiвняння (5) розв’язне. Тодi це рiв-
няння має розв’язки X̃0(λ) = ‖x̃(0)ij (λ)‖n1 , Ỹ0(λ) = ‖ỹ(0)ij (λ)‖n1 такi, що
degx

(0)
ij (λ) < degµBi (λ)− deg(µAj (λ), µ

B
i (λ)), i, j = 1, . . . , n.

Доведення. З матричного рiвняння (5) отримуємо систему лiнiйних
полiномiальних рiвнянь

n∑
k=j

µAj (λ)ãkj(λ)x̃ik(λ)+
i∑
l=1

µBl (λ)̃bil(λ)ỹlj(λ) = c̃ij(λ), i, j = 1, . . . , n, (8)
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де akj = 1, якщо k = j, bil = 1, якщо l = i, i, j = 1, . . . , n, i C̃(λ) =

‖c̃ij(λ)‖n1 — матриця iз рiвняння (5).
Зрозумiло, що матричнe рiвняння (5) має розв’язки тодi i тiльки

тодi, коли має розв’язки система полiномiальних рiвнянь (8).
Розв’язування цiєї системи зводиться до послiдовного розв’язуван-

ня дiофантових лiнiйних полiномiальних рiвнянь вигляду

µAj (λ)x̃ij(λ) + µBi (λ)ỹij(λ) = c̃ij(λ), i, j = 1, . . . , n. (9)

Далi доведення одержуємо, використавши лему 2.1.

Наслiдок 3.1. Якщо рiвняння (5) розв’язне, то воно має розв’язки
X̃(λ), Ỹ (λ) такi, що degX̃(λ) < degDB(λ)− deg(DA(λ), DB(λ)).

Теорема 3.2. Матричне рiвняння (5) має єдиний розв’язок X̃0(λ),
Ỹ0(λ) такий, що

degx̃
(0)
ij (λ) < degµBi (λ), i, j = 1, . . . , n, (10)

тодi i тiльки тодi, коли (detTA(λ), detTB(λ)) = 1.

Доведення. Зрозумiло, що рiвняння (5) має єдиний розв’язок X̃0(λ),
Ỹ0(λ) з умовою (10) тодi i тiльки тодi, коли кожне рiвняння вигляду (9)
має єдиний розв’язок x̃(0)ij (λ), ỹ

(0)
ij (λ) з цiєю умовою. За лемою 2.1 такий

розв’язок рiвняння (9) єдиний тодi i тiльки тодi, коли (µAi (λ), µ
B
j (λ)) =

1, i, j = 1, . . . , n. Ця умова справджується тодi i тiльки тодi, коли
(detTA(λ), detTB(λ)) = 1. Теорему доведено.

Теорема 3.3. Нехай матричне рiвняння (1) розв’язне. Тодi рiвняння
(1) має розв’язки X(λ), Y (λ) такi, що

degX(λ) < degDB(λ)− deg(DA(λ), DB(λ)).

Доведення. Твердження теореми випливає iз наслiдку 3.1 i спiввiд-
ношень (6) та (7) мiж розв’язками рiвнянь (5) та (1).

Наслiдок 3.2. Матричне рiвняння (1), в якому визначники мат-
риць A(λ) i B(λ) взаємно простi, має розв’язки X(λ), Y (λ) такi, що
degX(λ) < degDB(λ).

Зауважимо, що аналогiчнi результати можна одержати i для мат-
ричних полiномiальних рiвнянь вигляду A(λ)X(λ)+Y (λ)B(λ) = C(λ).

Дiйсно, таке матричне полiномiальне рiвняння за допомогою транспо-
нування матриць можна звести до рiвняння (1).
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The method of solving matrix linear polynomial equations X(λ)A(λ)+

B(λ)Y (λ) = C(λ) is proposed. This method is based on the using of tri-

angular form of finite collections of matrices with respect to semiscalar

equivalence. The minimal degree solutions of these equations and the cri-

terion of uniqueness of such solutions are established.




