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Г. Волошин, В. Маслюченко. До питання про пошарово рiвномiрне наближення нарiзно
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Для кожної точки x0 2 .0; 1/ побудована така лiнiйно неперервна функцiя f W Œ0; 1�2 !
R, що для кожного методу лiнiйної iнтерполяцiї fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/, у якого x0 …
A, послiдовнiсть f x0

n прямує до f x0 нерiвномiрно на Œ0; 1�. Крiм того, з’ясовано, що для
fn.x; y/ D .Bnfy/.x/, де Bn – оператори Бернштейна, i обмеженої нарiзно неперервної
функцiї f W Œ0; 1�2 ! R завжди f x0

n ⇒ f x0 на Œ0; 1�, як тiльки fx0g � Œ0; 1� � C.f /.

V. Maslyuchenko, H. Voloshyn, On the layer-wise uniform approximation of separately continuous
functions, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 13 (2016) 40–47.

For each point x0 2 .0; 1/ we construct a linearly continuous function f W Œ0; 1�2 ! R
such that for each method of linear interpolation fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/ in which x0 … A,
the sequence f x0

n tends to f x0 not uniformly on Œ0; 1�. Also, we prove that for fn.x; y/ D
.Bnfy/.x/, where Bn are Bernstein operators, and for any bounded separately continuous func-
tion f W Œ0; 1�2 ! R with fx0g � Œ0; 1� � C.f / we get f x0

n ⇒ f x0 on Œ0; 1�.

1. Вступ

В серiї праць [1]–[5] дослiджувалося питання: для яких нарiзно неперервних
функцiй f W X � Y ! R iснує така послiдовнiсть сукупно неперервних функцiй
fn W X � Y ! R, що пошарово рiвномiрно збiгається до f , тобто f xn D fn.x; �/⇒
f x D f .x; �/ на Y для кожного x 2 X i fn;y D fn.�; y/ ⇒ fy D f .�; y/ на X для
кожного y 2 Y . Там були отриманi рiзнi достатнi умови для цього, але довший час
залишалося нерозв’язаним поставлене в [6] питання: чи для кожної нарiзно непе-
рервної функцiї f W Œ0; 1�2 ! R iснує послiдовнiсть сукупно неперервних функцiй
fn W Œ0; 1�

2 ! R, яка пошарово рiвномiрно збiгається до f ?
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Недавно О. Карлова i В. Михайлюк [7] отримали позитивну вiдповiдь на це пи-
тання, застосувавши метод Рудiна [8], що використовує вiдповiднi розбиття оди-
ницi. У працях [1], [2], [4] застосовувався метод лiнiйної iнтерполяцiї, який давав
явну побудову апроксимуючих послiдовностей. У найпростiшому варiантi для да-
ної всюди щiльної на iнтервалi .0; 1/ злiченної множини A D fan W n 2 Ng, що
складається з рiзних точок an, кожнiй функцiї g W Œ0; 1� ! R спiвставляється по-
слiдовнiсть функцiй gn D LAn

g W Œ0; 1�! R, графiками яких є ламанi з вершинами
у точках .0; g.0//, .a1; g.a1//, : : : .an; g.an/ i .1; g.1//. Тодi для неперервної фун-
кцiї g W Œ0; 1� ! R ми будемо мати, що gn D LAn

g ⇒ g на Œ0; 1�, а для нарiзно
неперервної функцiї f W Œ0; 1�2 ! R будується послiдовнiсть сукупно неперервних
функцiй fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/ для якої fn;y ⇒ fy на Œ0; 1� для кожного y 2 Œ0; 1�,
i вказувалися умови, для яких i f xn ⇒ f x на Œ0; 1� для кожного x 2 Œ0; 1�.

Виникло природне питання: чи iснує така всюди щiльна в .0; 1/ злiченна мно-
жина A, що для кожної нарiзно неперервної функцiї f W Œ0; 1�2 ! R послiдов-
нiсть сукупно неперервних функцiй fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/ буде пошарово рiв-
номiрно збiгатися до f ? Тут ми показуємо, що вiдповiдь на поставлене питання
негативна (теорема 1), причому контрприкладом служить навiть лiнiйно неперерв-
на функцiя. Таким чином, унiверсального методу лiнiйної iнтерполяцiї, який би
обслуговував усi нарiзно неперервнi функцiї f W Œ0; 1�2 ! R для побудови їх по-
шарово рiвномiрно апроксимуючих послiдовностей, не iснує. Але можна задати i
таке питання: чи можна для кожної нарiзно неперервної функцiї f W Œ0; 1�2 ! R
вказати свою злiченну всюди щiльну в .0; 1/ множину A, для якої послiдовнiсть
функцiй fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/ пошарово рiвномiрно збiгається до f ? Вiдповiдi
на це питання поки що не знайдено.

Далi, iснують багато конструктивних методiв рiвномiрного наближення непе-
рервних на вiдрiзку функцiй рiзними агрегатами. Найелегантнiший з них належить
С.Н. Бернштейну, який ще в 1912 роцi встановив, що для кожної неперервної фун-
кцiї g W Œ0; 1�! R послiдовнiсть многочленiв Бернштейна

Bng.x/ D

nX
kD0

C kn g
�
k
n

�
xk.1 � x/n�k

рiвномiрно на Œ0; 1� прямує до g. Цi многочлени з успiхом застосовувалися в [9] i
для наближення нарiзно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R сукупно неперервни-
ми CP -функцiями fn.x; y/ D .Bnf x/.y/, що дало змогу отримати просте доведе-
ння теореми Бера про проекцiю для нарiзно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R.
Там здiйснювалася пошарово рiвномiрна апроксимацiя лише вiдносно однiєї змiн-
ної.

Виявляється, що цей метод дає пошарово рiвномiрну апроксимацiю для обме-
жених нарiзно неперервних функцiй i вiдносно iншої змiнної i це є другим резуль-
татом (теорема 2) даної публiкацiї. Доведенi у цiй статтi теореми були анонсованi
в тезах [10], [11].
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2. Недостатнiсть методу лiнiйної iнтерполяцiї для пошарово
рiвномiрного наближення нарiзно неперервних функцiй

Для топологiчних просторiв X; Y;Z через CC.X � Y;Z/ позначається суку-
пнiсть усiх нарiзно неперервних вiдображень f W X � Y ! Z; при цьому CC.X �
Y / D CC.X � Y;R/.

Символом C.f / позначається множина точок неперервностi функцiї f , а через
D.f / – множина її точок розриву.

Далi, символом kgk ми позначаємо рiвномiрну норму kgk D max
0�y�1

jg.y/j непе-

рервної функцiї g W Œ0; 1�! R.
Нехай A D fa1; : : : ; ang – пiдмножина iнтервалу .0; 1/, причому a0 D 0 <

a1 < : : : < an < anC1 D 1. Для функцiї g W Œ0; 1� ! R визначимо функцiю
h D LAg W Œ0; 1�! R, покладаючи

h.x/ D g.ak/C
g.akC1/ � g.ak/

akC1 � ak
.x � ak/

на Œak; akC1� при k D 0; 1; : : : ; n. Таким чином коректно визначена функцiя h, у
якої h.ak/ D g.ak/ при k D 0; 1; : : : ; n.

Функцiя f W Œ0; 1�2 ! R називається лiнiйно неперервною, якщо вона має непе-
рервне звуження на довiльний пряполiнiйний вiдрiзок в Œ0; 1�2.

Теорема 1. Нехай x0 – довiльна точка з iнтервалу .0; 1/. Тодi iснує така лiнiйно
неперервна функцiя f W Œ0; 1�2 ! R, що для довiльної злiченної всюди щiльної
пiдмножини A D fan W n 2 Ng iнтервалу .0; 1/, де an ¤ am при n ¤ m, та-
кої, що x0 … A, послiдовнiсть вертикальних x0-розрiзiв f x0

n W Œ0; 1� ! R функцiй
fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/, де An D fa1; : : : ; ang, прямує до вертикального x0-розрiзу
f x0 W Œ0; 1�! R функцiї f не рiвномiрно на Œ0; 1�.

Доведення. Позначимо: Q D Œ0; 1�2, Q� D Œ0; x0� � Œ0; 1� i QC D Œx0; 1� � Œ0; 1�.
Розглянемо функцiї

˛1.x/ D 1 �
.x � x0/

2

2x20
; ˛2.x/ D 1 �

.x � x0/
2

4x20
;

ˇ1.x/ D
.x � x0/

2

4.1 � x0/2
i ˇ2.x/ D 2ˇ1.x/:

Введемо для чисел 0 < a < b < 1 двi ламанi

la;b.y/ D

8̂<̂
:
0; 0 � y � a
y�a
b�a

; a � y � b
1�y
1�b

; b � y � 1

i ma;b.y/ D

8̂<̂
:
y
a
; 0 � y � a

b�y
b�a

; a � y � b

0; b � y � 1

i покладемо

f .x; y/ D

8̂<̂
:
l˛1.x/;˛2.x/.y/; 0 � x < x0; 0 � y � 1;

0; x D x0; 0 � y � 1;

mˇ1.x/;ˇ2.x/.y/; x0 < x � 1; 0 � y � 1:
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Зауважимо, що 0 < ˛1.x/ < ˛2.x/ < 1 при 0�x<x0 i 0 < ˇ1.x/ < ˇ2.x/ < 1

при x0 < x � 1, отже, означення функцiї f коректне. Покажемо, що ця функцiя i
є шуканою.

Розглянемо звуження g D f jQ� i h D f jQC та точки p0 D .x0; 1/ i q0 D
.x0; 0/. Доведемо, що g 2 CC.Q�/ i D.g/ D fp0g, a h 2 CC.QC/ i D.h/ D fq0g,
при цьому g.x0; y/ D 0 D h.x0; y/ для кожного y з Œ0; 1�.

Введемо множини G D Q�nfp0g i H D QCnfq0g, якi вiдкритi у прямокутни-
ках Q� i QC вiдповiдно, та їх частини

F1 D f.x; y/ 2 G W 0 � y � ˛1.x/g; E1 D f.x; y/ 2 H W 0 � y � ˇ1.x/g;

F2 D f.x; y/ 2 G W ˛1.x/ � y � ˛2.x/g; E2 D f.x; y/ 2 H W ˇ1.x/ � y � ˇ2.x/g;

F3 D f.x; y/ 2 G W ˛2.x/ � y � 1g; E3 D f.x; y/ 2 H W ˇ2.x/ � y � 1g:

Множини Fs i Es замкненi в множинах G i H вiдповiдно, що негайно випливає з
неперервностi функцiй ˛i .x/ та ˇi .x/, при цьому

G D F1 [ F2 [ F3 i H D E1 [E2 [E3:

З означення функцiй g i h випливає, що

g.x; y/ D

8̂<̂
:
0; на F1I
y�˛1.x/

˛2.x/�˛1.x/
; на F2I

1�y
1�˛2.x/

; на F3I

i h.x; y/ D

8̂<̂
:

y
ˇ1.x/

; на E1I
ˇ2.x/�y

ˇ2.x/�ˇ1.x/
; на E2I

0; на E3:

Ми бачимо, що звуження gjFs
i hjEs

при s D 1; 2; 3 – це неперервнi функцiї, звiдки
отримується неперервнiсть звужень gjG i hjH .

Розглянемо тепер вiдкриту в квадратi Q множину W D Qnfp0; q0g. Множини
Gnfq0g i Hnfp0g замкненi в W i звуження f jGnfq0g

D gjGnfq0g
та f jHnfp0g

D

hjHnfp0g
неперервнi, адже неперервними є звуження gjG i hjH . Тому i звуження

f jW неперервне. З вiдкритостi множини W в Q отримуємо, що f неперервна, а
значить, i нарiзно неперервна у кожнiй точцi множини W . Далi за побудовою

f .x; 0/ D f .x; 1/ D 0 на Œ0; 1� i f .x0; y/ D 0 на Œ0; 1�;

що показує неперервнiсть функцiй f0, f1 i f x0 у всiх точках, зокрема, у точках
x0 для функцiй f0 i f1 та точках 0 i 1 для функцiї f x0 . Таким чином, нарiзна
неперервнiсть функцiї f доведена, крiм того, встановлено, що W � C.f /.

Доведемо, що в точках p0 i q0 функцiя f буде навiть лiнiйно неперервною.
Розглянемо довiльну пряму y D 1C k.x � x0/ з додатним кутовим коефiцiєнтом
k, що проходить через точку p0 D .x0; 1/. Ця пряма перетинається з параболою
y D ˛1.x/ рiвно в двох точках: p0 i p1 D .x1; y1/, де x1 < x0. Якщо 0 < k � 1

2x0
,

то 0 � x1 < x0, а коли k > 1
2x0

, то x1 < 0. Нехай x� D maxfx1; 0g. Зрозумiло, що
0 � x� < x0 i при x� � x � x0 за побудовою f .x; 1C k.x � x0// D 0, адже графiк
параболи y D ˛1.x/ як вгнутої функцiї проходить вище прямої y D 1C k.x � x0/
над вiдрiзком Œx�; x0�. Тому звуження функцiї f на дану пряму є неперервним у
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точцi p0. Випадок k < 0 очевидний, бо звуження f jQC неперервне в точцi p0. Так
само розбирається випадок точки q0.

Доведемо, що функцiя f розривна в точках p0 i q0. Справдi, f .p0/Df .q0/D0,
при цьому

lim
x!x0�0

f .x; ˛2.x// D lim
x!x0�0

g.x; ˛2.x// D lim
x!x0�0

1 D 1

i
lim

x!x0C0
f .x; ˇ1.x// D lim

x!x0C0
h.x; ˇ1.x// D lim

x!x0C0
1 D 1;

а lim
x!x0�0

˛2.x/ D 1 i lim
x!x0C0

ˇ1.x/ D 0, отже, .x; ˛2.x//! p0 при x ! x0 � 0, а

.x; ˇ1.x//! q0 при x ! x0 C 0. Це доводить, що fp0; q0g � D.f /.
Залишилося пояснити, що f x0

n 6⇒ f x0 на Œ0; 1�. Це негайно буде випливати з
того, що kf x0

n � f
x0k �

1
2

для кожного n. Щоб це з’ясувати, зафiксуємо номер n
i виберемо з множини eAn D An [ f0; 1g точку a, яка найближча до точки x0 злiва,
i точку b, яка найближча до точки x0 справа. При цьому a < x0 < b, на вiдрiзку
Œa; b� функцiї .fn/y лiнiйнi при 0 � y � 1 i f an D f a, a f bn D f b . Розглянемо
точки c D ˛2.a/ i d D ˇ1.b/. За побудовою, 0 < d � 1

2
� c < 1, f a.d/ D 0,

f b.d/ D 1, f a.c/ D 1 i f b.c/ D 0. Оскiльки функцiї .fn/c i .fn/d лiнiйнi на Œa; b�,
то fn.x; d/ D a�x

a�b
i fn.x; c/ D b�x

b�a
на Œa; b�. Але a < x0 < b, отже, виконується

одна з нерiвностей x0 � a � b � x0 або x0 � a � b � x0. У першому випадку
b � x0 �

1
2
.b � a/, а в другому – x0 � a � 1

2
.b � a/, а значить,

fn.x0; c/ D
b � x0

b � a
�
1

2

у першому випадку i

fn.x0; d / D
a � x0

a � b
D
x0 � a

b � a
�
1

2

у другому випадку. Таким чином, kf x0
n � f

x0k � maxff
x0
n .c/; f

x0
n .d/g � 1

2
, що i

треба було довести.

3. Застосування многочленiв Бернштейна для пошарово рiвномiр-
ної апроксимацiї нарiзно неперервних функцiй

Якщо X , Y i Z – топологiчнi простори i f W X � Y ! Z – вiдображення, то

CY .f / D fx 2 X W fxg � Y � C.f /g;

тут C.f / – множина точок сукупної неперервностi вiдображення f . Символом
CuŒ0; 1� ми позначаємо банахiв простiр всiх неперервних функцiй g W Œ0; 1� ! R з
рiвномiрною нормою kgk D max

0�y�1
jg.y/j.

В наступнiй теоремi ми використовуємо оператори Бернштейна Bn, що визна-
ченi у вступi. Щоб зберегти аналогiю з методом лiнiйної iнтерполяцiї будемо за-
стосовувати їх вiдносно першої змiнної, а не другої як в [9].
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Ми будемо використовувати вiдому тотожнiсть [12, c.100]

nX
kD0

.k � nx/2C kn x
k.1 � x/n�k D nx.1 � x/;

з якої випливає, що

nX
kD0

.k � nx/2C kn x
k.1 � x/n�k �

n

4

при всiх x 2 R.

Теорема 2. Нехай X D Y D Œ0; 1�, f W Œ0; 1�2 ! R – нарiзно неперервна функцiя
i fn.x; y/ D .Bnfy/.x/ при .x; y/ 2 Œ0; 1�2. Тодi fn W Œ0; 1�2 ! R – це сукупно
неперервнi функцiї, для яких fn;y D .fn/y ⇒ fy на Œ0; 1� при n ! 1. Якщо до
того ж функцiя f обмежена, то i f xn ⇒ f x на Œ0; 1� для кожного x 2 CY .f / при
n!1.

Доведення. Рiвномiрна збiжнiсть fn;y ⇒ fy на Œ0; 1� для кожного y 2 Œ0; 1� випли-
ває з теореми Бернштейна.

Нехай x0 2 CY .f /. Доведемо, що f x0
n ⇒ f x0 на Œ0; 1� при n ! 1. Оскiльки

функцiя f обмежена, то iснує таке число 
 > 0, що jf .x; y/j � 
 для всiх .x; y/ 2
Œ0; 1�2. Нехай ' W Œ0; 1� ! CuŒ0; 1�, '.x/ D f x , – асоцiйоване з f вiдображення.
Як вiдомо, CY .f / D C.'/, тому x0 2 C.'/. Вiзьмемо довiльне " > 0. На основi
неперервностi вiдображення ' W Œ0; 1� ! CuŒ0; 1� в точцi x0 отримуємо, що iснує
таке ı > 0, що для всiх x 2 Œ0; 1� з нерiвностi jx � x0j � ı випливає, що k'.x/ �
'.x0/k �

"
2

. Маємо для довiльних y 2 Œ0; 1� i n 2 N, що

f x0
n .y/�f x0.y/ D

nX
kD0

C kn f .
k
n
; y/xk0 .1�x0/

n�k
�

nX
kD0

C kn f .x0; y/x
k
0 .1�x0/

n�k
D

D

nX
kD0

C kn .f .
k
n
; y/ � f .x0; y//x

k
0 .1 � x0/

n�k :

Тодi jf x0
n .y/ � f x0.y/j �

nX
kD0

C kn jf .
k
n
; y/ � f .x0; y/jx

k
0 .1 � x0/

n�k :

Розглянемо двi суми

†1 D
X

jk
n
�x0j<ı

C kn jf .
k

n
; y/ � f .x0; y/jx

k
0 .1 � x0/

n�k

i

†2 D
X

jk
n
�x0j�ı

C kn jf .
k

n
; y/ � f .x0; y/jx

k
0 .1 � x0/

n�k :
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Оскiльки jf .k
n
; y/ � f .x0; y/j � k'.

k
n
/ � '.x0/k <

"
2

, якщо jk
n
� x0j < ı, то

†1 �
"

2

X
jk

n
�x0j<ı

C kn x
k
0 .1 � x0/

n�k
�
"

2

nX
kD0

C kn x
k
0 .1 � x0/

n�k
D
"

2
:

З другого боку

†2 �
X

j
k
n
�x0j�ı

C kn .jf .
k
n
; y/j C jf .x0; y/j/x

k
0 .1 � x0/

n�k
�

� 2

X

j
k
n
�x0j�ı

.k � nx0/
2

n2ı2
C kn x

k
0 .1 � x0/

n�k
�

�
2


n2ı2

nX
kD0

.k � nx0/
2C kn x

k
0 .1 � x0/

n�k
�

2


n2ı2
�
n

4
D




2ı2n
:

Оскiльки 


2ı2n
! 0 при n ! 1, то iснує такий номер N , що при n � N виконує-

ться нерiвнiсть 


2ı2n
�

"
2

. В такому разi

jf x0
n .y/ � f x0.y/j � †1 C†2 <

"

2
C
"

2
D "

при n � N для всiх y 2 Œ0; 1� одночасно. Це i означає, що f x0
n ⇒ f x0 на Œ0; 1� при

n!1.

Зауважимо, що доведення цiєї теореми легко перенести на загальнiший випа-
док, коли розглядаються нарiзно неперервнi функцiї f W Œ0; 1� � Y ! R, де Y –
довiльний компактний простiр.

4. Прикiнцеве зауваження

Рецензент вказав простий приклад нарiзно неперервної функцiї f W Œ0; 1�2 ! R,
яка задовольняє вимоги теореми 1. Вона є простою модифiкацiєю вiдомої функцiї
Шварца i задається формулою

f .x; y/ D

(
jx�x0jy

.x�x0/2Cy2 ; .x; y/ 2 Qnfq0g;

0; .x; y/ D q0 D .x0; 0/:

Для пояснення спочатку зауважимо, що для довiльних невiд’ємних функцiй g; h 2
C Œ0; 1� i невiд’ємних чисел ˛; ˇ маємо

k˛gCˇhk � maxf˛kgk; ˇkhkg � maxf˛; ˇg �minfkgk; khkg � ˛Cˇ
2

minfkgk; khkg:

Легко бачити, що kf xk D 1
2

при x ¤ x0 i kf x0k D 0. Оскiльки

f x0
n D f̨ a C .1 � ˛/f b

для деяких a 2 An \ Œ0; x0/, b 2 An \ .x0; 1� i ˛ 2 .0; 1/, то

kf x0
n k �

1

2
minfkf ak; kf bkg D

1

4
:
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