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На просторi K = limindKn всiх неперервних фiнiтних функцiй x: R→
R побудовано розривну функцiю f : K → R, звуження якої на кожен
компакт K в K неперервне.

1 Вступ

У працi [1] вiдома теорема Скорца-Драґонi була перенесена на функцiї
Каратеодорi f : T ×X → Y , де T — простiр iз скiнченною регулярною
борелiвською мiрою µ, а X — пряма границя послiдовностi просторiв
Xn з другою аксiомою злiченностi. Частинний випадок цього результа-
ту, коли X — це простiр R∞ всiх фiнiтних послiдовностей, було розгля-
нуто у працi [2]. Розвиток результату з [1] (але тiльки для радонових
мiр) подав у працi [3] А. Бузiад, який отримав аналог теореми Скорца-
Драґонi у тому випадку, коли X — це kR-простiр i ℵ0-простiр. Зокрема,
пiд дiю результату Бузiада пiдпадають прямi границi послiдовностей
метризовних сепарабельних просторiв Xn [3, зауваження 3.5], а зна-
чить, i простiр R∞.
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Простiр K фiнiтних неперервних функцiй x: R → R [4, c. 49] є
строгою iндуктивною границею послiдовностi сепарабельних банахо-
вих просторiв Kn = {x ∈ K : supp x ⊆ [−n;n]} з максимум-нормою.
Але ця границя не є прямою [5], а отже, вiн не пiдпадає пiд дiю ре-
зультату з [1]. Пiсля виходу працi [3] постало природне питання: чи
пiдпадає простiр K пiд дiю результату Бузiада з [3]? Виявляється, що
нi. Доведення цього факту i є предметом даної публiкацiї. Ми пока-
зуємо, що K не є kR-простором, будуючи приклад розривної функцiї
f : K → R, звуження f |K якої на кожний компактний пiдпростiр K

простору K неперервне. Насправдi ми отримуємо загальнiший резуль-
тат, де замiсть K фiгурують iндуктивнi границi X = limindXn певного
типу.

2 Одна властивiсть ε-вiдокремних множин

Пiдмножина S метричного простору (X, d) називається ε-вiдокремною,
якщо для довiльних рiзних s i t з множини S виконується нерiвнiсть
d(s, t) ≥ ε.

Лема 2.1. Нехай (X, d) — метричний простiр, F — злiченна пiд-
множина X, причому F = A t B, де множина A скiнченна, а B δ-
вiдокремна. Тодi i вся множина F є ε-вiдокремною для деякого ε > 0.

Доведення. Нехай A = {x1, . . . , xN}, B = {xN+1, xN+2, . . . }, причому
xm 6= xn при m 6= n. Покажемо, що для довiльного k ∈ {1, . . . , N} iснує
εk > 0 таке, що для довiльного n 6= k виконується нерiвнiсть d(xn, xk) ≥
εk. Нехай це не так, тобто знайдеться такий номер k = 1, . . . , N , що
для будь-якого ε > 0 iснує таке n 6= k, що d(xn, xk) < ε. Розглянемо

додатне число δk = min{d(xn, xk) : n ≤ N,n 6= k} i покладемо ηj =
δk
2j

.
За припущенням, для кожного j ∈ N iснує такий номер nj 6= k, що
d(xnj , xk) < ηj. Оскiльки ηj < δk, то nj > N для будь-якого j. З iншого
боку, ηj → 0 при j → ∞, а d(xnj , xk) < ηj для кожного j. Тому i
d(xnj , xk)→ 0, а значить, xnj → xk. Звiдси випливає, що i d(xni , xnj)→
0 при i, j → ∞, адже d(xni , xnj) ≤ d(xni , xk) + d(xnj , xk). В такому
разi, iснує такий номер j0, що d(xni , xnj) < δ для довiльних i, j ≥ j0.
Але це суперечить тому, що множина B є δ-вiдокремною. Отже, наше
припущення не вiрне.
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Покладемо ε = min{δ, ε1, . . . , εN}. Тодi d(xm, xn) ≥ ε при m,n ∈ N,
m 6= n. Справдi, вiзьмемо такi довiльнi m i n, що m 6= n. Якщо n ≤ N ,
то d(xm, xn) ≥ εn ≥ ε. Так само, якщо m ≤ N , то d(xn, xm) ≥ εm ≥ ε.
Якщо ж m i n > N , то d(xm, xn) ≥ δ ≥ ε.

3 Побудова дискретних сiмей куль

Нехай X — топологiчний простiр. Нагадаємо, що сiм’я (As)s∈S множин
A з X називається дискретною, якщо для довiльної точки x ∈ X iснує
такий окiл U цiєї точки, що множина {s ∈ S : As∩U 6= ∅} складається
не бiльше, нiж з одного елемента.

Для метричного простору (X, d) символом Uδ(x0) будемо позначати
вiдкриту кулю з центром в точцi x0 радiуса δ. Крiм того, d(x,E) =

inf
u∈E

d(x, u) — це вiдстань вiд точки x до непорожньої множини E в X.

Лема 3.1. Нехай (X, d) — метричний простiр, S — ε-вiдокремна пiд-
множина X i E — замкнена в X множина така, що S ∩ E = ∅.
Тодi iснує така дискретна сiм’я куль (Uδs(s) : s ∈ S), що її тiло
G =

⋃
s∈S

Uδs(s) не перетинається з множиною E.

Доведення. Оскiльки множина E замкнена i S ∩ E = ∅, то для ко-
жного s ∈ S маємо, що d(s, E) > 0. Покладемо δs = min

{
d(s, E),

ε

4

}
.

Покажемо, що сiм’я (Uδs(s) : s ∈ S) шукана.
Позначимо Us = Uδs(s) i η =

ε

4
. Вiзьмемо довiльне x ∈ X i припу-

стимо, що Uη(x) ∩ Us 6= ∅ i Uη(x) ∩ Ut 6= ∅ для деяких s, t ∈ S, s 6= t.
Тодi iснують елементи y ∈ Uη(x) ∩ Us i z ∈ Uη(x) ∩ Ut. В такому разi

d(s, t) ≤ d(s, y) + d(y, x) + d(x, z) + d(z, t) < δs + η + η + δt ≤ 4η = ε,

що суперечить ε-вiдокремностi множини S. Таким чином, окiл Uη(x)

точки x може перетинатися з множиною Us щонайбiльше для одного
iндексу s, що i дає нам дискретнiсть сiм’ї (Us : s ∈ S).

Вiзьмемо довiльне s ∈ S i покажемо, що Us ∩ E = ∅. Справдi, для
кожного x ∈ E маємо, що d(s, x) ≥ d(s, E) ≥ δs, а для x ∈ Us маємо,
що d(s, x) < δs, звiдки бачимо, що Us ∩ E = ∅. Тому i G ∩ E = ∅.
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4 Фiнально замкненi множини в iндуктивних гра-
ницях

Нагадаємо деякi означення щодо iндуктивних границь [4, §5]. Нехай
X — векторний простiр над полем K дiйсних або комплексних чисел

i X =
∞⋃
n=1

Xn, де (Xn)
∞
n=1 — зростаюча послiдовнiсть лiнiйних пiдпро-

сторiв простору X. Нехай на кожному просторi Xn задано локаль-
но опуклу топологiю Tn. Розглянемо послiдовiнсть тотожних вкладень
jn: Xn → X. Ця послiдовнiсть породжує на X двi природнi топологiї:
фiнальну топологiю S, яка є найсильнiшою з усiх топологiй на X, для
яких всi вiдображення jn є неперервними, i iндуктивну топологiю T ,
яка є найсильнiшою з локально опуклих топологiй на X, для яких всi
вiдображення jn є неперервними. Топологiя S складається з усiх тих
пiдмножин G простору X, що G ∩Xn — вiдкрита множина в (Xn, Tn)
для кожного n. Такi множини ми називатимемо фiнально вiдкритими,
а їх доповнення — фiнально замкненими. Простiр (X,S) називається
прямою границею послiдовностi просторiв (Xn, Tn). Локально опуклий
простiр (X, T ) називається iндуктивною границею послiдовностi про-
сторiв (Xn, Tn), а у випадку, коли Tn+1|Xn = Tn — строгою iндуктивною
границею.

Теорема 4.1. Нехай X — векторний простiр над полем K, який є
об’єднанням строго зростаючої послiдовностi своїх лiнiйних пiдпро-
сторiв Xn, ‖ · ‖ — норма на X, ‖ · ‖n — звуження норми ‖ · ‖ на Xn,
Tn — топологiя на Xn, породжена нормою ‖ · ‖n, T — вiдповiдна iнду-
ктивна топологiя на X, i простiр X1 нескiнченновимiрний. Тодi для
кожного n ∈ N iснують число εn > 0 i εn-вiдокремна множина Fn в

нормованому просторi Xn+1 такi, що Fn ⊆ Xn+1 \Xn, 0 6∈ F =
∞⋃
n=1

Fn

i 0 ∈ F , де F — замикання множини F у просторi (X, T ).

Доведення. Як i при доведеннi теореми 1 [5], для кожного номера
n ∈ N вiзьмемо такий елемент xn ∈ Xn+1 \Xn, що ‖xn‖ = 1. В нескiн-
ченновимiрному просторi X1 за лемою Рiсса iснує послiдовнiсть еле-
ментiв x1,k така, що ‖x1,k‖ = 1 для кожного k ∈ N i ‖x1,k − x1,j‖ ≥ 1/2

при k 6= j. Для n, k ∈ N покладемо xn,k = (1/n)x1,k, yn,k = xn,k+(1/k)xn
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i розглянемо множини Fn = {yn,k : k ∈ N} при n ∈ N. Очевидно, що
Fn ⊆ Xn+1 \Xn для кожного n ∈ N.

Покажемо, що множина Fn є εn-вiдокремною для деякого εn > 0.
Нехай N = 8n. Розглянемо рiзнi номери k i j, якi ≥ N . Тодi

‖yn,k−yn,j‖ ≥ ‖xn,k−xn,j‖−
1

k
‖xn‖−

1

j
‖xn‖ ≥ 1/(2n)−1/k−1/j ≥ 1/(4n).

Отже, множина Bn = {yn,k : k ≥ N} є 1/(4n)-вiдокремною. Далi,
оскiльки множина An = Fn \ Bn = {yn,k : k < N} скiнченна, то за
лемою 2.1 iснує таке число εn > 0, що множина Fn є εn-вiдокремною.

Покладемо F =
∞⋃
n=1

Fn. Оскiльки yn,k 6∈ X1 для довiльних номерiв n

i k, а 0 ∈ X1, то 0 6∈ F . В доведеннi теореми 4.1 [5] показано, що 0
належить замиканню F множини F у просторi (X, T ). Таким чином,
множина F шукана.

Потрiбну множину можна будувати трохи iнакше. А саме, розгля-
немо елементи yn,k, визначенi вище, i покладемо Fn = {yn,k : k ≥ 8n}.
Як ми вже зазначали, множина Fn є εn-вiдокремною, де εn =

1

4n
.

Покладемо F =
∞⋃
n=1

Fn. Як i ранiше, 0 6∈ F . Покажемо, що 0 ∈ F .

Нехай E = {e = (εk)
∞
k=1 : (∀k)(εk > 0)}. Для кожного n розглянемо

одиничну кулю Vn = {x ∈ Xn : ‖x‖ ≤ 1} у просторi Xn. Кожнiй
послiдовностi e = (εk)

∞
k=1 ∈ E покладемо у вiдповiднiсть множину

Ue =
∞⋃
n=1

(ε1V1 + · · · + εnVn). Вiдомо [4, c. 47], що система {Ue : e ∈ E}

утворює базу околiв нуля в просторi (X, T ). Отже, досить показати,
що Ue ∩ F 6= ∅ для кожного e ∈ E.

Вiзьмемо e = (εk)
∞
k=1 ∈ E i знайдемо елемент x ∈ Ue ∩ F . Спочатку

беремо такий номер m, що
1

m
≤ ε1. Тодi xm,k =

1

m
x1,k ∈ ε1V1 для

кожного k. Далi вiзьмемо такий номер j > 8m, що
1

j
≤ εm. Тодi,

очевидно,
1

j
xm ∈ εmVm. В такому разi ym,j = 1

m
x1,j +

1
j
xm ∈ ε1V1 +

εmVm ⊆ Ue. Разом з тим ym,j ∈ Fm ⊆ F , отже, елемент x = ym,j i є
шуканим. Тому Ue ∩ F 6= ∅.



20 О. Гайдукевич-Ратушна, В. Маслюченко

5 Фiнально неперервнi розривнi функцiї

Нехай X — iндуктивна границя послiдовностi своїх пiдпросторiв Xn.
Функцiя f : X → R називається фiнально неперервною, якщо всi її
звуження f |Xn неперервнi.

Теорема 5.1. Нехай векторний простiр X, норма ‖ · ‖ на X, i послi-
довнiсть його пiдпросторiв Xn — такi ж, як i в теоремi 4.1, причому
простори Xn замкненi в нормованому просторi (X, ‖ ·‖). Тодi на iнду-
ктивнiй границi (X, T ) iснує фiнально неперервна розривна функцiя
f : X → R.

Доведення. Нехай (Fn)
∞
n=1 — послiдовнiсть εn-вiдокремних множин,

побудована в теоремi 4.1, i F =
∞⋃
n=1

Fn. Оскiльки Fn ⊆ Xn+1 \ Xn, то

Fn ∩Xn = ∅ для кожного n. Так само, 0 6∈ Fn для кожного n. Розгля-
немо метрику d(x, y) = ‖x− y‖ на просторi X. Застосовуючи лему 3.1
до εn-вiдокремної множини S = Fn i замкненої множини E = Xn, ви-
значимо для кожного номера n таку дискретну сiм’ю вiдкритих куль
Un,s = Uδn,s(s) у метричному просторi (X, d), де s пробiгає множину Fn,
що її тiло Gn =

⋃
s∈Fn

Un,s не перетинається з множиною Xn. Далi, на

метричному просторi (X, d) для кожних n ∈ N i s ∈ Fn побудуємо таку
неперервну функцiю ϕn,s: X → [0; 1], що ϕn,s(s) = 1 i ϕn,s(x) = 0, якщо
x ∈ X \ Un,s. Для x ∈ X покладемо fn(x) =

∑
s∈Fn

ϕn,s(x). Покажемо, що

функцiя fn: X → [0; 1] визначена i неперервна на метричному просторi
(X, d). Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ X. Оскiльки сiм’я (Un,s : s ∈ Fn)
дискретна, то iснує окiл U точки x0, який перетинається щонайбiльше
з однiєю множиною з цiєї сiм’ї. Якщо маємо U ∩ Un,s 6= ∅ для деякого
s ∈ Fn, то U ∩ Un,t = ∅ при t 6= s, отже, fn(x) = ϕn,s(x) на U . Таким
чином, f визначена в U i fn|U = ϕn,s|U . Оскiльки U — це окiл точки
x0 i ϕn,s неперервна на (X, d), то i fn неперервна в точцi x0. Якщо ж
U ∩ Gn = ∅, то fn(x) = 0 на U , отже, i в цьому випадку fn визначена
i неперервна в точцi x0. Зауважимо, що fn(x) = 0 на X \Gn, зокрема,
fn(x) = 0 на Xn, адже Xn ⊆ X \ Gn, i fn(x) ≥ 0 для кожного x ∈ X.

Покладемо f(x) =
∞∑
n=1

fn(x). Покажемо, що f визначена на X. Для
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довiльного x ∈ X iснує такий номер m, що x ∈ Xm. При n > m маємо,

що x 6∈ Gn, а отже, fn(x) = 0. Тому f(x) =
m∑
n=1

fn(x) ∈ R.

Звуження f |Xn = (f1 + · · · + fn)|Xn неперервне для кожного n ∈ N
як скiнченна сума неперервних функцiй, отже, функцiя f є фiнально
неперервною. Покажемо, що f розривна в точцi x = 0. Оскiльки 0 6∈ Gn

для кожного номера n, то f(0) = 0. Вiзьмемо довiльний окiл нуля U

в просторi (X, T ). З того, що 0 ∈ F отримуємо, що F ∩ U 6= ∅. Нехай
s ∈ F ∩ U . Iснує такий номер n ∈ N, що s ∈ Fn, звiдки fn(s) = 1. Тому
f(s) ≥ fn(s) ≥ 1. Таким чином, ми отримуємо, що в кожному околi U
точки 0 iснує така точка sU ∈ F ∩ U , що |f(sU) − f(0)| = |f(sU)| ≥ 1,

що i дає нам розривнiсть функцiї f в точцi 0. Отже, функцiя f i є
шуканою.

Нагадаємо, що гаусдорфовий топологiчний простiр X називається
kR-простором, якщо кожна функцiя f : X → R, звуження якої f |K на
кожний компакт K ⊆ X неперервне, сама є неперервною [6].

Наслiдок 5.1. Простiр (X, T ) з теореми 5.1 не є kR-простором.

Доведення. Розглянемо побудовану в теоремi 5.1 фiнально неперерв-
ну розривну функцiю f : X → R i вiзьмемо довiльну компактну мно-
жину K у локально опуклому просторi (X, T ). Ця множина буде обме-
женою в топологiчному векторному просторi X [4, п. 52, твердження
2 i 3]. Тодi, за теоремою Д’єдонне-Шварца [4, п. 64, т. 3] множина K
мiститься в деякому дограничному просторi Xn.

Оскiльки наша iндуктивна границя строга, то, як вiдомо [4, п. 63, т.
2], звуження T |Xn iндуктивної топологiї T на простiр Xn збiгається з
його нормованою топологiєю Tn, отже, T |K = Tn|K . За побудовою, зву-
ження f |Xn : (Xn, Tn) → R неперервне, отже, таким буде i звуження
f |K : (K, T |K) → R. Таким чином, звуження функцiї f на кожну ком-
пактну пiдмножину простору (X, T ) є неперервним, а сама функцiя f
розривна в точцi x = 0, що i доводить твердження.

Наслiдок 5.2. Простiр K = limindKn фiнiтних неперервних функцiй
x: R→ R не є kR-простором.
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Доведення. Отримується з наслiдку 5.1 при X = K, Xn = Kn i ‖x‖ =
max
t∈R
|x(t)|.
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We construct a discontinuous function f : K → R which defined on the

space K = limindKn of all continuous finite functions x : R→ R such that

its restriction on each compact K in K is continuous.




