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Для гiллястого ланцюгового дробу спецiального вигляду дослiджено
деякi властивостi спарених множин значень та вiдповiдних їм спарених
множин елементiв, якi є багатовимiрними узагальненнями результатiв,
встановлених Л. Лорентцен для неперервних дробiв.

1 Вступ. Основнi означення

При дослiдженнi збiжностi неперервних дробiв важливе мiсце зай-
мають критерiї збiжностi, якi базуються на множинах значень та вiд-
повiдних їм множинах елементiв. Першi iдеї дослiдження збiжностi
неперервних дробiв за допомогою множин значень та вiдповiдних їм
множин елементiв було запропоновано У. Скоттом i Г. Уоллом у 1941
роцi [1]. Дослiдження продовжили У. Трон [2], У. Джоунс [2], Л. Лан-
ге [3] та iншi. Багато нових ознак збiжностi на основi запропонованого
пiдходу отримали Л. Лорентцен [4]–[8] та Х. Воделанд [7]–[8].
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Ключовi слова i фрази: гiллястий ланцюговий дрiб, множина значень, множина
елементiв
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У роботах Л. Лорентцен [4, 5] особлива увага придiляється ви-
вченню спарених множин значень та вiдповiдних їм спарених множин
елементiв для неперервних дробiв.

Для гiллястих ланцюгових дробiв (ГЛД), якi є багатовимiрними
узагальненнями неперервних дробiв, ознаки збiжностi для простих та
спарених областей елементiв дослiджували Д. Боднар [9], Е. Болтаро-
вич [10], Т. Антонова [11, 12], В. Гладун [12, 13], О. Баран [14], для
двовимiрних неперервних дробiв — Х. Кучмiнська [15], Т. Антонова i
О. Сусь [16].

Розглянемо ГЛД з комплексними елементами вигляду

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1
, (1)

де i0 = N — максимальна кiлькiсть гiлок розгалуження. Розiб’ємо
множину всiх мультиiндексiв елементiв (1)

I :=
{
i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik, 1 ≤ iq ≤ iq−1, q = 1, k, k = 1, 2, . . .

}
на пiдмножини, якi попарно не перетинаються:

Ip
j
:= {i(k) : ik = p, j = 1 + (k + 1) mod 2} , p = 1, N, j = 1, 2.

Розглянемо множини

Vi :=
{
V 1
i , V

2
i , . . . , V

N
i

}
, i = 0, 1;

Ej :=
{
E1
j , E

2
j , . . . , E

N
j

}
, j = 1, 2,

де V p
i ⊆ Ĉ заданi, Ep

j ⊆ C визначаються спiввiдношеннями:

Ep
j :=

a ∈ C :
a

1 +
p∑
s=1

V s
j mod 2

⊆ V p
1−j mod 2

 , p = 1, N. (2)

Зауважимо, що
p∑
s=1

V s
j =

(
p∑
s=1

V s
j \{∞}

)
∪ {∞}, якщо ∞ ∈ V s

j при-

наймнi для одного s.
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Означення 1.1. Множини 〈V0,V1〉 називаються спареними множи-
нами значень для дробу (1), а множини 〈E1,E2〉 — спареними множи-
нами елементiв, що вiдповiдають множинам 〈V0,V1〉, якщо ai(k) ∈
Eik
j , i(k) ∈ I ikj , j = 1 + (k + 1) mod 2.

Задамо оператор проекцiї

Pk (Vj) :=
{
V 1
j , V

2
j , . . . , V

k
j , ∅, . . . , ∅

}
, j = 0, 1, k = 1, N.

Для дробово-лiнiйного вiдображення

si(k)(Pik(Vj)) :=
ai(k)

1 +
ik∑

ik+1=1

V
ik+1

j

матимемо, що
si(k)(Pik(Vj)) ⊆ V ik

1−j,

де ai(k) ∈ Eik
2−j, i(k) ∈ I

ik
2−j, j = k mod 2.

Нехай A ⊆ Ĉ — деяка множина. Надалi будемо використовувати
такi позначення: int(A) — внутрiшня частина множини A, ∂A — межа
A, A — замикання A, W (A) = Ĉ\A — доповнення множини A. Також
позначимо B(a, r) := {z ∈ C : |z − a| < r} при a ∈ C i r > 0, d(a,A) —
евклiдова вiдстань мiж точкою a ∈ C i множиною A ⊆ Ĉ.

2 Властивостi спарених множин значень та спаре-
них множин елементiв

Теорема 2.1. Нехай 〈V0,V1〉 — спаренi множини значень для дро-

бу (1), −1 /∈

{ ⋃
p=1,N,j=0,1

(
p∑
s=1

V
s
j

)}
, послiдовнiсть елементiв {ai(k)},

i(k) ∈ I, є обмеженою. Тодi
〈
V̂0, V̂1

〉
є обмеженими спареними мно-

жинами значень ГЛД (1), де

V̂j :=
{
V̂ 1
j , V̂

2
j , . . . , V̂

N
j

}
, V̂ p

j := V p
j ∩B(0, Rp

j ),

Rp
1−j ≥

M

Lpj
, M := sup

i(k)∈I
|ai(k)|, Lpj := d

(
−1,

p∑
s=1

V
s
j

)
,

p = 1, N , j = 0, 1.
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Доведення. Оцiнюємо вираз∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai(k)

1 +
ik∑

ik+1=1

V
ik+1

j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
sup
i(k)∈I

|ai(k)|

d

(
−1,

ik∑
ik+1=1

V
ik+1
j

) =
M

Likj
≤ Rik

1−j,

де i(k) ∈ I, j = k mod 2. Отже,

si(k)(Pik(Vj)) =
ai(k)

1 +
ik∑

ik+1=1

V
ik+1

j

⊆ V̂ ik
1−j

для i(k) ∈ I та j = k mod 2.
Маємо, що

si(k)(Pik(V̂j)) ⊆ si(k)(Pik(Vj)) ⊆ V̂ ik
1−j,

i(k) ∈ I, j = k mod 2. Отже,
〈
V̂0, V̂1

〉
є обмеженими спареними мно-

жинами значень дробу (1). З останнього спiввiдношення видно, що
множини V̂ p

j є непорожнiми i обмеженими.

В загальному важко описати множини елементiв 〈E1,E2〉, що вiдпо-
вiдають заданим множинам значень 〈V0,V1〉. Л. Ланге [17] дав озна-

чення областей c-збiжностi для неперервних дробiв
∞

D
k=1

ak
1
, ak = −c2k,

ck ∈ C, а Л. Лорентцен [4] дослiджувала умови задання спарених мно-
жин елементiв через областi c-збiжностi та через спаренi множини зна-
чень дробу.

Нехай 〈C1,C2〉 — множини такi, що

Cj :=
{
C1
j , C

2
j , . . . , C

N
j

}
, j = 1, 2,

Cp
j :=

{
c ∈ C : −c2 ∈ Ep

j

}
, p = 1, N, j = 1, 2.

Будемо використовувати запис: Ep
j = −

(
Cp
j

)2, p = 1, N, j = 1, 2.

Позначимо W p
j = W

(
p∑
s=1

V s
j

)
= Ĉ\

(
p∑
s=1

V s
j

)
, p = 1, N, j = 0, 1.



Cпаренi множини значень та множини елементiв для ГЛД 9

Припустимо, що

V p
j ∩

(
−1−

p∑
s=1

V s
1−j

)
= ∅, (3)

де p = 1, N , j = 0, 1. Тодi виконуються наступнi спiввiдношення мiж
множинами значень дробу (1):

V p
j ⊆ Ĉ\

(
−1−

p∑
s=1

V s
1−j

)
= −1−W p

1−j,

p = 1, N , j = 0, 1.

Теорема 2.2. Нехай 〈V0,V1〉 — спаренi множини значень дробу (1),
〈E1,E2〉 := 〈−C2

1,−C2
2〉 — вiдповiднi спаренi множини елементiв, де

−C2
j :=

{
−
(
C1
j

)2
,−
(
C2
j

)2
, . . . ,−

(
CN
j

)2}, j = 1, 2. Якщо для множин
значень виконуються умови (3), тодi множини Cp

j задовольняють
спiввiдношення Cp

j ⊆
(
1 +W

p

j mod 2

)
∩
(
−1−W p

j mod 2

)
, де p = 1, N ,

j = 1, 2.

Доведення. Розглянемо випадок, коли j = 1, p — довiльне натураль-
не число, 1 ≤ p ≤ N .

Нехай c ∈ Cp
1 i припустимо, що c /∈ −1 −W p

1. Тодi w := −1 − c /∈

W
p

1 i тому w ∈ int

(
p∑
s=1

V s
1

)
. Для заданого w = −1 − c отримаємо,

що
−c2

1 + w
= c /∈ −1 − W

p

1. З iншого боку, враховуючи (2), маємо,

що
−c2

1 +
p∑
s=1

V s
1

⊆ V p
0 . Оскiльки V p

0 задовольняє спiввiдношення (3), то

V p
0 ⊆ −1 − W p

1 ⊆ −1 − W
p

1. Звiдси випливає, що c ∈ −1 − W
p

1, а це
суперечить припущенню.

Нехай c /∈ 1 +W
p

1. Тодi w := −1 + c /∈ W p

1 i тому w ∈ int
(

p∑
s=1

V s
1

)
.

Для заданого w = −1 + c маємо, що
−c2

1 + w
= −c /∈ −1−W p

1. З iншого

боку, враховуючи (2), отримаємо, що
−c2

1 +
p∑
s=1

V s
1

⊆ V p
0 . Оскiльки V p

0
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задовольняє спiввiдношення (3), то V p
0 ⊆ −1−W

p
1 ⊆ −1−W

p

1. Звiдси
випливає, що −c ∈ −1−W p

1, а це суперечить припущенню. Отже, для
Cp

1 , p = 1, N , теорема доведена.
Випадок для Cp

2 , p = 1, N , доводиться аналогiчно.

В частковому випадку, коли V p
i = −1 −W p

1−i, p = 1, N , i = 0, 1, з
теореми 2.2 випливає, що Cp

j ⊆ V
p

j−1∩
(
−V p

j−1

)
\{∞}, p = 1, N , j = 1, 2.

Для того, щоб отримати в останньому спiввiдношеннi рiвнiсть, не-
обхiдно додати ще кiлька умов на множини значень.

Теорема 2.3. Нехай 〈V0,V1〉 — спаренi множини значень дробу (1),
де V p

i , p = 1, N , i = 0, 1, — областi, обмеженi жордановими кривими,

V p
i ⊆ C, 0 ∈ V p

i , −1 /∈
p∑
s=1

V
s
i , ∞ ∈ ∂V p

i та виконуються спiввiдношен-
ня

V p
i := C\

(
−1−

p∑
s=1

V
s

1−i

)
6= ∅, p = 1, N, i = 0, 1.

〈E1,E2〉 := 〈−C2
1,−C2

2〉 — вiдповiднi спаренi множини елементiв, де
−C2

j :=
{
−
(
C1
j

)2
,−
(
C2
j

)2
, . . . ,−

(
CN
j

)2}, j = 1, 2. Якщо для будь-якої
точки ζ ∈ ∂V p

i \{∞} виконуються умови(
ζ2

∂V p
i

)
∩ ∂V p

i = {ζ}, p = 1, N, i = 0, 1, (4)

тодi для множин Cp
j виконуються спiввiдношення

Cp
j = V

p

j−1 ∩
(
−V p

j−1

)
\{∞}, p = 1, N, j = 1, 2.

Доведення. Зауважимо, що ∂V p
i = −1 − ∂

(
p∑
s=1

V s
1−i

)
, p = 1, N ,

i = 0, 1. Достатньо показати, що V p

j−1 ∩
(
−V p

j−1

)
⊆ Cp

j ∪{∞}, p = 1, N ,
j = 1, 2.

Нехай j = 1, p — довiльне натуральне число, 1 ≤ p ≤ N . Iз спiввiд-
ношення (2) випливає, що c ∈ Cp

1 тодi i тiльки тодi, коли

−c2

1 +
p∑
s=1

V
s

1

⊆ V
p

0.
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Нехай ζ ∈ ∂V p
0 \{∞}. Тодi

−ζ2

1 + ∂

(
p∑
s=1

V s
1

) =
ζ2

∂V p
0

. З умов (4) випли-

ває, що iснує тiльки одна точка дотику з ∂V p
0 . Iз ∞ ∈ ∂

(
p∑
s=1

V s
1

)
,

випливає, що
−ζ2

1 +∞
= 0 ∈ V p

0 . Оскiльки
−ζ2

1 +
p∑
s=1

V
s

1

⊆ V
p

0, то ∂V p
0 ⊆ Cp

1

та −∂V p
0 ⊆ Cp

1 .
З умов (4) також випливає, що ζ21 6= ζ22 , якщо ζ1 6= ζ2, де ζ1, ζ2 ∈

∂V p
0 . З того, що ∂V p

0 є жордановою кривою, випливає, що крива Γ :=

− (∂V p
0 )

2 також є жордановою кривою в Ĉ, яка проходить через ∞.
Крива Γ дiлить Ĉ на двi однозв’язнi частини P0 i P1, де 0 ∈ P0 i 0 /∈ P1.

Нехай v1 ∈
p∑
s=1

V s
1 — довiльно вибране. З того, що V p

0 є однозв’язною,

ми повиннi мати або
P0

1 + v1
⊆ V

p

0, або
P1

1 + v1
⊆ V

p

0. Оскiльки 0 ∈ V p
0 ,

тому
P0

1 + v1
⊆ V

p

0. Таким чином,
P0

1 +
p∑
s=1

V
s

1

⊆ V
p

0, i звiдси випливає,

що P0 ⊆ Ep
1 = − (Cp

1 )
2. Отже, P 0 = −

(
V
p

0 ∩
(
−V p

0

))2
.

Випадок для j = 2, p = 1, N , доводиться аналогiчно.

Приклад 1. Вiдомо [9, теорема 1.5], що наступнi множини є спаре-
ними множинами значень та вiдповiдно спареними множинами еле-
ментiв для дробу (1):

Vi(k) = V ik
k mod 2 =

{
w ∈ C : Re(we−iα) > − 1

2ik−1

cosα

}
,

Ei(k) = Eik
1+(k+1) mod 2 =

{
w ∈ C : |w| −Re(we−2iα) ≤ 1

2ik−1

cos2 α

}
,

де i(k) ∈ I, −π
2
< α <

π

2
. Множини значень V ik

l , i(k) ∈ I, l = k mod 2,
задовольняють умови теореми 2.2 i

Cik
1+(k+1) mod 2 =

{
w ∈ C : |Re(we−iα)| ≤ 1

2ik−1

cosα

}
.
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Приклад 2. З [9, теорема 1.5] також випливає, що спареними мно-
жинами значень та вiдповiдно спареними множинами елементiв для
дробу (1) є такi множини:

Vi(k) = V ik
k mod 2 =

{
w ∈ C : Re(w) > − 1

2ik

}
,

Ei(k) = Eik
1+(k+1) mod 2 =

{
w ∈ C : |w| −Re(w) ≤ 1

22ik−1

}
,

де i(k) ∈ I. Множини значень V ik
l , i(k) ∈ I, l = k mod 2, задовольня-

ють умови теореми 2.3 i

Cik
1+(k+1) mod 2 =

{
w ∈ C : |Re(w)| ≤ 1

2ik

}
.
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