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За допомогою аналiтичного методу побудовано мультиплiкативну
сiм’ю операторiв, яка описує неоднорiдний дифузiйний процес на пiв-
прямiй iз заданою на її межi достатньо загальною крайовою умовою
Феллера-Вентцеля.

1 Вступ

У данiй статтi знайдено iнтегральне зображення мультиплiкативної
сiм’ї операторiв, що описує неоднорiдний дифузiйний процес на пiв-
прямiй з крайовою умовою Феллера-Вентцеля ([1, 2]), яка мiстить чле-
ни, що вiдповiдають за такi властивостi процесу в точцi нуль, як його
вiдбиття, обрив та повернення в середину областi стрибками. Шукану
сiм’ю операторiв побудовано аналiтичним методом за допомогою роз-
в’язку вiдповiдної нелокальної крайової задачi для лiнiйного парабо-
лiчного рiвняння другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами (питання
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про зв’язок теорiї марковських процесiв iз задачами аналiзу детально
висвiтлено в працях [3]–[5]). При цьому ми використовуємо метод кла-
сичної теорiї потенцiалу ([5, гл. II, §3], [6, гл. IV]).

Зауважимо, що подiбна задача дослiджувалася аналогiчним мето-
дом в роботi [7] для випадку однорiдного дифузiйного процесу при
вiдсутностi в крайовiй умовi Феллера-Вентцеля доданка, що вiдповiдає
за обрив процесу пiсля його виходу на межу областi. Крiм того, про-
блема iснування напiвгрупи Феллера для багатовимiрного дифузiйного
процесу з нелокальною крайовою умовою Вентцеля розглядалася в
роботах [8, 9] i вивчалася там за допомогою методiв функцiонального
аналiзу. Що стосується розглядуваної тут крайової задачi, то вона в
такiй постановцi розглядається вперше.

2 Постановка задачi та деякi допомiжнi факти

Нехай D = {x : x > 0} — область на прямiй R, ∂D = {0} — межа
областi D, D = D ∪ {0} — замикання D i T — деяке додатне число.
Якщо Γ — множина D або R, то Cb(Γ) — банахiв простiр всiх дiйсних
функцiй f(x), заданих на Γ, обмежених i неперервних на Γ, з нормою

‖f‖ = sup
x∈Γ

|f(x)|,

а C
(2)
рiвн(Γ) — множина всiх функцiй f , обмежених i рiвномiрно непе-

рервних на Γ разом з похiдними перших двох порядкiв.
Припустимо, що для (s, x) ∈ [0, T ] × D визначенi деякi функцiї

a(s, x) та b(s, x), що задовольняють умови:

1) iснують сталi b i B такi, що 0 < b ≤ b(s, x) ≤ B для всiх (s, x) ∈
[0, T ]×D;

2) функцiя a(s, x) обмежена в областi [0, T ]×D;

3) для всiх s, s′ ∈ [0, T ], x, x′ ∈ D виконується нерiвнiстi:

|b(s, x)− b(s′, x′)| ≤ c
(
|s− s′|

α
2 + |x− x′|α

)
,

|a(s, x)− a(s′, x′)| ≤ c
(
|s− s′|

α
2 + |x− x′|α

)
,

де c i α — додатнi сталi, 0 < α < 1.
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За допомогою функцiй a(s, x) i b(s, x) визначимо диференцiальний опе-
ратор другого порядку As, який дiє на C(2)

рiвн(D):

Asϕ(x) =
1

2
b(s, x)

d2ϕ

dx2
(x) + a(s, x)

dϕ

dx
(x). (1)

Будемо вважати, що As породжує у внутрiшнiх точках D деякий не-
однорiдний дифузiйний процес з коефiцiєнтом переносу a(s, x) i коефi-
цiєнтом дифузiї b(s, x).

Припустимо, крiм цього, що для s ∈ [0, T ] в точцi x = 0 заданi
функцiї q(s) i γ(s), а на D задана невiд’ємна мiра µ(s, ·), i для них
виконанi такi умови:

а) функцiї q(s) i γ(s) неперервнi на вiдрiзку [0, T ], до того ж q(s) >

0, γ(s) ≥ 0 для всiх s ∈ [0, T ];

б) для довiльних обмеженої, вимiрної на D функцiї f i числа δ > 0

функцiї Fδ(s) =
δ∫
0

yf(y)µ(s, dy) та Gδ(s) =
∞∫
δ

f(y)µ(s, dy) неперер-

внi на вiдрiзку [0, T ].

Ставиться задача побудувати мультиплiкативну сiм’ю операторiв
Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , яка описує неоднорiдний процес Феллера на D,
такий, що його генератор Ãs визначений на функцiях ϕ ∈ C

(2)
рiвн(D),

таких, що

− q(s)ϕ′(0) + γ(s)ϕ(0) +

∫
D

[ϕ(0)− ϕ(y)]µ(s, dy) = 0, (2)

i для них Ãsϕ = Asϕ.
Зауважимо, що рiвнiсть (2) є окремим випадком крайової умови

Феллера-Вентцеля ([1, 2]), де коефiцiєнти q, γ та мiра µ вiдповiдають
за такi продовження дифузiйного процесу пiсля його потрапляння в
точку нуль, як вiдбиття, обрив та стрибки в середину областi D вiдпо-
вiдно.

Для дослiдження сформульованої проблеми ми використовуємо
аналiтичний метод. За такого пiдходу шукану сiм’ю операторiв Tst, 0 ≤
s < t ≤ T , можна знайти за допомогою розв’язку u(s, x, t) наступної
параболiчної крайової задачi:
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∂u(s,x,t)
∂s

+ 1
2
b(s, x)∂

2u(s,x,t)
∂x2 + a(s, x)∂u(s,x,t)

∂x
= 0,

0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D,
(3)

lims↑t u(s, x, t) = ϕ(x), x ∈ D, (4)

−q(s)∂u(s,0,t)
∂x

+ γ(s)u(s, 0, t) +
∫
D

[u(s, 0, t)− u(s, y, t)]µ(s, dy) = 0,

0 ≤ s < t ≤ T,
(5)

де ϕ ∈ Cb(D) — задана функцiя.
Класичну розв’язнiсть задачi (3)–(5) встановимо методом гранич-

них iнтегральних рiвнянь. Для цього, не порушуючи загальностi, буде-
мо вважати, що ϕ ∈ Cb(R), а функцiї a(s, x) та b(s, x) визначенi на
[0, T ]×R i в цiй областi задовольняють властивостi 1)-3). З цих власти-
востей випливає, що для рiвняння (3) в областi [0, T ]×R iснує фунда-
ментальний розв’язок, тобто iснує така функцiя G(s, x, t, y), задана при
0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, яка:

• неперервна за сукупнiстю змiнних;

• при фiксованих t ∈ (0, T ], y ∈ R, як функцiя аргументiв (s, x) ∈
[0, T ]× R, задовольняє рiвняння (3);

• для довiльної обмеженої неперервної функцiї ϕ(x) на R задоволь-
няє умову

lim
s↑t

∫
R

G(s, x, t, y)ϕ(y)dy = ϕ(x),

якими б не були t ∈ (0, T ], x ∈ R.

Нагадаємо (див. [4, Додаток, §6], [5, гл. II, §2], що функцiя
G(s, x, t, y) — невiд’ємна, неперервно диференцiйовна по s, двiчi непе-
рервно диференцiйовна по x i для неї виконуються нерiвностi
(0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R)

|Dr
sD

p
xG(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p
2 exp

{
−h(y − x)2

t− s

}
, (6)

де r i p — цiлi невiд’ємнi числа, для яких 2r + p ≤ 2; Dr
s — символ

частинної похiдної по s порядку r; Dp
x — символ частинної похiдної по
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x порядку p ; c, h — додатнi сталi. До того ж, G(s, x, t, y) зображується
у виглядi

G(s, x, t, y) = Z0(s, x, t, y) + Z1(s, x, t, y), (7)

де

Z0(s, x, t, y) = [2πb(t, y)(t− s)]−
1
2 exp

{
− (y − x)2

2b(t, y)(t− s)

}
, (8)

а для функцiї Z1(s, x, t, y) справджуються нерiвностi

|Dr
sD

p
xZ1(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p−α
2 exp

{
−h(y − x)2

t− s

}
, (9)

де 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, 2r+p ≤ 2, c i h — додатнi сталi, α — стала,
з умови 3).

Розв’язок задачi (3)–(5) будемо називати класичним, якщо для всiх
t ∈ (0, T ] вiн належить до класу

C1,2([0, t)×D) ∩ C([0, t]×D). (10)

3 Основнi результати

Теорема 1. Нехай для коефiцiєнтiв оператора As з (1) виконанi умо-
ви 1)–3), а функцiї q(s), γ(s) та мiра µ(s, dy), що входять до рiвностi
(2), задовольняють умови а), б). Тодi, якщо ϕ ∈ Cb(R), то задача (3)–
(5) має класичний розв’язок, який зображується у виглядi (0 ≤ s <

t ≤ T, x ∈ D)

u(s, x, t) =

∫
R

G(s, x, t, y)ϕ(y)dy +

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t, ϕ)dτ, (11)

де V (s, t, ϕ) — розв’язок деякого iнтегрального рiвняння Вольтерра
другого роду. Крiм того, цей розв’язок задовольняє нерiвнiсть

|u(s, x, t)| ≤ c‖ϕ‖, (12)

де 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D, c — деяка додатна стала.
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Доведення. Розв’язок задачi (3)–(5) будемо шукати у виглядi (11).
Для доданкiв у правiй частинi цiєї рiвностi введемо позначення:

u0(s, x, t) =

∫
R

G(s, x, t, y)ϕ(y)dy,

u1(s, x, t) =

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t, ϕ)dτ.

Нагадаємо, що в теорiї параболiчних рiвнянь функцiя u0 називається
потенцiалом Пуассона, а функцiя u1 — потенцiалом простого шару.

Припустимо a priori, що невiдома щiльнiсть V (s, t, ϕ) у потенцiалi
u1 неперерна для s ∈ [0, t). Пiдставляючи вираз для u(s, x, t) з (11) в
умову (5) i використовуючи при цьому формулу стрибка для потен-
цiалу простого шару (див. наприклад, [5, гл. II, §3]), отримуємо iнте-
гральне рiвняння Вольтерра другого роду вiдносно V

V (s, t, ϕ) =

t∫
s

K(s, τ)V (τ, t, ϕ)dτ + ψ(s, t, ϕ), 0 ≤ s < t ≤ T, (13)

де

K(s, τ) = b(s, 0)
(

∂Z1

∂x
(s, 0, τ, 0)− γ0(s)G(s, 0, τ, 0)−

−
∫
D

[G(s, 0, τ, 0)−G(s, y, τ, 0)]µ0(s, dy)
)
,

ψ(s, t, ϕ) = b(s, 0)
(

∂u0(s,0,t)
∂x

− γ0(s)u0(s, o, t)−

−
∫
D

[u0(s, 0, t)− u0(s, y, t)]µ0(s, dy)
)
,

γ0(s) =
γ(s)
q(s)

, µ0(s, dy) =
µ(s,dy)
q(s)

.

Зауважимо, що оскiльки функцiя q(s) додатна, неперервна на вiдрiзку
[0, T ], то для функцiї γ0 та мiри µ0 виконуються властивостi а), б).

При побудовi оцiнок для ядра K(s, τ) та функцiї ψ(s, t, ϕ), певну
складнiсть становить лише оцiнювання iнтегральних членiв, що вхо-
дять до їх виразiв. Оцiнки для всiх iнших доданкiв легко встановлю-
ються з використанням нерiвностей (6) та (9). Розглянемо спочатку
функцiю ψ(s, t, ϕ), i вiдповiдний iнтеграл по мiрi µ0 позначимо через
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I(s, t, ϕ). Подамо цей iнтеграл у виглядi

I(s, t, ϕ) =

∫
D

[u0(s, 0, t)− u0(s, y, t)]µ0(s, dy) =

=

1∫
0

µ0(s, dy)

∫
R1

[G(s, y, t, z)−G(s, 0, t, z)]ϕ(z)dz+

+

∞∫
1

µ0(s, dy)

∫
R1

[G(s, y, t, z)−G(s, 0, t, z)]ϕ(z)dz = I1 + I2. (14)

У виразi для I1 розглянемо рiзницю G(s, y, t, z)−G(s, 0, t, z) i розпи-
шемо її за формулою Лагранжа

G(s, y, t, z)−G(s, 0, t, z) =
∂G(s, x, t, z)

∂x

∣∣∣∣
x=θy

· y,

де θ — деяке число з iнтервалу (0, 1). Далi, використовуючи нерiвнiсть
(6) при r = 0 i p = 1, отримуємо оцiнку

|G(s, y, t, z)−G(s, 0, t, z)| ≤ c · y(t− s)−1 exp

{
−h(x− z)2

t− s

} ∣∣∣∣
x=θy

≤

≤ c · y(t− s)−1

[
exp

{
−h(y − z)2

t− s

}
+ exp

{
−h z2

t− s

}]
. (15)

Враховуючи (15) i умову б), знаходимо оцiнку для I1:

|I1| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , (16)

де c — деяка додатна стала. Надалi позначення c буде використову-
ватись для всiх додатних сталих, конкретнi значення яких нас не цiкав-
лять.

З оцiнки (6) при r = 0, p = 0 i умови б) вiдразу випливає, що для
I2 справджується нерiвнiсть

|I2| ≤ c‖ϕ‖. (17)

Об’єднуючи (16) i (17), знаходимо оцiнку для iнтеграла I:

|I(s, t, ϕ)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , 0 ≤ s < t ≤ T. (18)
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Звiдси та з нерiвностей (6), застосованих до решти членiв, що вхо-
дять до виразу для функцiї ψ, випливає наступна оцiнка

|ψ(s, t, ϕ)| ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , 0 ≤ s < t ≤ T, (19)

де c0 — деяка додатна стала.
Розглянемо ядро K(s, τ) рiвняння (13). Запишемо його у виглядi

K(s, τ) = K1(s, τ) +K2(s, τ), 0 ≤ s < τ < t ≤ T, (20)

де

K1(s, τ) = b(s, 0)

(
∂Z1

∂x
(s, 0, τ, 0)− γ0(s)G(s, 0, τ, 0)−

−
∞∫
δ

[G(s, 0, τ, 0)−G(s, y, τ, 0)]µ0(s, dy)−

−
δ∫

0

[Z1(s, 0, τ, 0)− Z1(s, y, τ, 0)]µ0(s, dy)

)
,

K2(s, τ) = −b(s, 0)
δ∫

0

[Z0(s, 0, τ, 0)− Z0(s, y, τ, 0)]µ0(s, dy).

Тут δ — довiльне додатне число. Застосовуючи тi самi мiркування, що
й при оцiнюваннi функцiї ψ, знаходимо наступнi оцiнки для K1 та K2:

|K1(s, τ)| ≤ c1(δ)(τ − s)−1+α
2 , |K2(s, τ)| ≤ c1(δ)(τ − s)−1, (21)

де c1(δ) — додатна стала, що залежить вiд вибору δ.
Зважаючи на неiнтегровну особливiсть ядра K(s, τ), ми не можемо

стверджувати, що рiвняння (13) має розв’язок. Доведемо, що розв’язок
цього рiвняння все ж таки iснує i його можна знайти за допомогою
методу послiдовних наближень, тобто подати у виглядi суми функ-
цiонального ряду

V (s, t, ϕ) =
∞∑
k=0

V (k)(s, t, ϕ), 0 ≤ s < t ≤ T, (22)
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де

V (0)(s, t, ϕ) = ψ(s, t, ϕ), V (k)(s, t, ϕ) =
t∫
s

K(s, τ)V (k−1)(τ, t, ϕ)dτ,

k = 1, 2, . . . .

Знайдемо оцiнку для V (1)(s, t, ϕ). Для цього проведемо наступнi пере-
творення:

V (1)(s, t, ϕ) =

t∫
s

K(s, τ)V (0)(τ, t, ϕ)dτ =

t∫
s

K1(s, τ)V
(0)(τ, t, ϕ)dτ+

+

t∫
s

K2(s, τ)V
(0)(τ, t, ϕ)dτ = V

(1)
1 + V

(1)
2 . (23)

З нерiвностей (19) та (21) отримуємо оцiнку для першого доданка у
виразi (23):∣∣∣V (1)

1 (s, t, ϕ)
∣∣∣ ≤ c0c1(δ)‖ϕ‖

Γ
(
1
2

)
Γ
(
α
2

)
Γ
(
1+α
2

) (t− s)−
1−α
2 , (24)

де c0, c1(δ) — сталi з (19) i (21) вiдповiдно.
Оцiнимо V (1)

2 (s, t, ϕ).∣∣∣V (1)
2

∣∣∣ ≤ c0B‖ϕ‖ 1√
2πb

∣∣∣ t∫
s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

1
2dτ×

×
δ∫
0

(
exp

{
−y2

2b·(τ−s)

}
− 1

)
µ0(s, dy)

∣∣∣= c0B‖ϕ‖ 1√
2πb

×

×
∣∣∣ t∫
s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

1
2dτ

δ∫
0

µ0(s, dy)
1∫
0

∂
∂θ

exp
{

−y2θ
2b·(τ−s)

}
dθ
∣∣∣=

= c0B‖ϕ‖ 1
2b
√
2πb

∣∣∣ t∫
s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

3
2dτ×

×
δ∫
0

yµ0(s, dy)
1∫
0

y exp
{

−y2θ
2b·(τ−s)

}
dθ
∣∣∣= c0B‖ϕ‖ 1

2b
√
2πb

×

×
∣∣∣ δ∫
0

yµ0(s, dy)
1∫
0

ye
−y2θ

2b·(t−s)dθ
t∫
s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

3
2 e

−y2θ
2b·(t−s)

t−τ
τ−sdτ

∣∣∣=
= c0B‖ϕ‖ 1

2b
√
2πb(t−s)

∣∣∣∣ δ∫
0

yµ0(s, dy)
1∫
0

ye
−y2θ

2b·(t−s)dθ
∞∫
0

z−
1
2 e

−y2θ
2b·(t−s)

·zdz

∣∣∣∣ ≤
≤ c0B‖ϕ‖ 1

2b
√
t−s

δ∫
0

yµ0(s, dy)
1∫
0

θ−
1
2dθ ≤ c0c2(δ)‖ϕ‖(t− s)−

1
2 ,

(25)



252 Р. Шевчук

де c0 — стала з (19), c2(δ) = B
b
max
s∈[0,T ]

δ∫
0

yµ0(s, dy). Вiдзначимо, що iсну-

вання максимуму функцiї Fδ(s) =
δ∫
0

yµ0(s, dy) на вiдрiзку [0, T ] випли-

ває з властивостi б) мiри µ0. Крiм того, згiдно з твердженням теореми
Дiнi для множини функцiй, залежних вiд параметра, для будь-якого
числа ε > 0 iснує таке δ = δ0 > 0, для якого справджується нерiвнiсть:
c2(δ0) =

B
b
max
s∈[0,T ]

Fδ0(s) ≤ ε. Виберемо δ = δ0 у такий спосiб, щоб c2(δ0) <

1 i позначимо c1 = c1(δ0), c2 = c2(δ0).
Об’єднуючи (24) i (25), знаходимо оцiнку для V1(s, t, ϕ):

∣∣V (1)(s, t, ϕ)
∣∣ ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−

1
2

[
c1
Γ
(
1
2

)
Γ
(
α
2

)
Γ
(
1+α
2

) (t− s)
α
2 + c2

]
, (26)

Методом математичної iндукцiї встановлюємо нерiвнiсть:

∣∣V (k)(s, t, ϕ)
∣∣ ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−

1
2

k∑
m=0

Cm
k · a(k−m)cm2 , k = 0, 1, 2, . . . (27)

де

Cm
k =

k!

m!(k −m)!
, a(m) =

(
c1T

α
2 Γ

(
α
2

))m · Γ
(
1
2

)
Γ
(
1+mα

2

) , m = 0, 1, 2, . . . , k.

Враховуючи (27), маємо

∞∑
k=0

∣∣V (k)(s, t, ϕ)
∣∣ ≤ c0‖ϕ‖(t− s)−

1
2

∞∑
k=0

k∑
m=0

Cm
k a

(k−m)cm2 =

= c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2

∞∑
k=0

a(k)
∞∑

m=0

Cm
k+mc

m
2 =

= c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2

∞∑
k=0

a(k) · 1

(1− c2)k+1
=

= c0‖ϕ‖(t− s)−
1
2

∞∑
k=0

(
c1

1−c2
T

α
2 Γ

(
α
2

))k

Γ
(
1+kα

2

) ·
Γ(1

2
)

1− c2
. (28)
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Оцiнка (28) забезпечує рiвномiрну збiжнiсть ряду (22) при 0 ≤ s <

t ≤ T . Це означає, що функцiя V (s, t, ϕ) iснує, до того ж вона є непе-
рервною для s ∈ [0, t) i для неї справджується нерiвнiсть:

|V (s, t, ϕ)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 , 0 ≤ s < t ≤ T. (29)

Вiдзначимо, що наше припущення a priori щодо V пiдтверджено. З
нерiвностей (6) i (29) випливає iснування розв’язку задачi (3)–(5), який
зображується у виглядi (11) i для нього виконується оцiнка (12). Вико-
ристовуючи спiввiдношення (6)–(9) i оцiнку (29), доводимо, що побу-
дований розв’язок u(s, x, t) належить до класу (10).

Теорема 2. Якщо виконанi умови теореми 1, то задача (3)–(5) не
може мати бiльш, нiж один класичний розв’язок.

Доведення. Нехай u(1)(s, x, t) та u(2)(s, x, t) — розв’язки задачi (3)–
(5) з класу (10). Тодi функцiя u(s, x, t) = u(1)(s, x, t) − u(2)(s, x, t) є
розв’язком наступної параболiчної другої крайової задачi:

∂u(s, x, t)

∂s
+

1

2
b(s, x)

∂2u(s, x, t)

∂x2
+ a(s, x)

∂u(s, x, t)

∂x
= 0,

0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D, (30)

lim
s↑t

u(s, x, t) = 0, x ∈ D, (31)

∂u(s, 0, t)

∂x
− γ0(s)u(s, 0, t) = υ(s, t), 0 ≤ s < t ≤ T, (32)

де

υ(s, t) =

∫
D

[ (
u(1)(s, 0, t)− u(2)(s, 0, t)

)
−

−
(
u(1)(s, y, t)− u(2)(s, y, t)

) ]
µ0(s, dy).

Тут функцiя γ0 та мiра µ0 тi ж самi, що й в доведеннi теореми 1. Ще
раз вiдзначимо, що вони мають властивостi а), б). Оскiльки функцiї
u(1) та u(2) належать до класу (10), то, враховуючи властивiсть б) мiри
µ0, можна стверджувати, що функцiя υ(s, t) неперервна для s ∈ [0, t) i
для неї виконується оцiнка

|υ(s, t)| ≤ c‖ϕ‖(t− s)−
1
2 .
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Отже, iснує єдиний розв’язок задачi (30)–(32) i вiн зображується у
виглядi (див. [10, гл. V])

u(s, x, t) =

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t)dτ,

де функцiя V однозначно визначається з умови (32). Це означає, що
для u(1) − u(2) справедливе зображення

u(1)(s, x, t)− u(2)(s, x, t) =

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t)dτ. (33)

Тодi, з (32), (33) i формули стрибка для потенцiалу простого шару, для
функцiї V отримуємо iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду
(13) у якому функцiя ψ ≡ 0. Враховуючи те, що єдиним розв’язком
цього рiвняння є V (s, t) ≡ 0, з (33) отримуємо

u(1)(s, x, t) ≡ u(2)(s, x, t),

що й треба було довести.

Розглянемо двопараметричну сiм’ю операторiв Tst, 0 ≤ s < t ≤ T ,
якi дiють на множинi Cb(R):

Tstϕ(x) =

∫
R

G(s, x, t, y)ϕ(y)dy +

t∫
s

G(s, x, τ, 0)V (τ, t, ϕ)dτ, (34)

де функцiя V є розв’язком iнтегрального рiвняння Вольтерра другого
роду (13).

Теорема 3. Нехай виконанi умови теореми 1. Тодi двопараметри-
чна сiм’я лiнiйних операторiв Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , визначена рiв-
нiстю (34), описує неоднорiдний процес Феллера на D такий, що в
D вiн збiгається з дифузiйним процесом, керованим оператором As

з (1), а його поведiнка на ∂D визначається крайовою умовою (2).
Якщо P (s, x, t, dy) — перехiдна ймовiрнiсть цього процесу, то для всiх
ϕ ∈ Cb(D) справедлива рiвнiсть

Tstϕ(x) =

∫
D

P (s, x, t, dy)ϕ(y). (35)
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Доведення. Для довення теореми достатньо показати ([4, с. 79, тео-
рема 2.1]), що сiм’я лiнiйних операторiв Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , в просторi
Cb(R) має такi властивостi:

i) Якщо ϕn ∈ Cb(R) при n = 1, 2, . . . , sup
n, x

|ϕn(x)| <∞ i для кожного

x ∈ R маємо lim
n→∞

ϕn(x) = ϕ(x), то для всiх 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D

виконується спiввiдношення lim
n→∞

Tstϕn(x) = Tstϕ(x);

ii) оператори Tst стискуючi, тобто |Tstϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖, для всiх 0 ≤ s <

t ≤ T, x ∈ D;

iii) якщо ϕ(x) ≥ 0 для всiх x ∈ D, то й Tstϕ(x) ≥ 0, для всiх 0 ≤ s <

t ≤ T, x ∈ D;

iv) сiм’я операторiв Tst є мультиплiкативною, тобто для всiх 0 ≤ s <

u < t ≤ T , x ∈ D виконується спiввiдношення

Tstϕ(x) = TsuTutϕ(x). (36)

Властивiсть i), що є наслiдком теореми Лебега про граничний пе-
рехiд пiд знаком iнтеграла, свiдчить про те, що оператори Tst є непе-
рервними не тiльки вiдносно сильної збiжностi ϕn до ϕ при n → ∞, а
й такої, про яку йдеться в умовi i). Враховуючи дану властивiсть, не
обмежуючи загальностi, всi наступнi мiркування будемо проводити в
припущеннi, що функцiя ϕ фiнiтна.

Доведемо, що сiм’я операторiв Tst є стискуючою. Для цього за-
фiксуємо довiльне t ∈ (0, T ] i для будь-якої фiнiтної функцiї ϕ ∈ Cb(R),
позначимо через M та m — максимум та мiнiмум Tstϕ(x) в областi
(s, x) ∈ [0, t] ×D вiдповiдно. Припустимо, що M > ‖ϕ‖. Тодi, згiдно з
принципом максимуму (див. [10, гл. II, §1, 2]), значення M досягається
при (s, x) ∈ (0, t)× {0}. Зафiксуємо s0 ∈ (0, t), для якого Ts0tϕ(0) =

M . Тодi, враховуючи теорему 14 з [10, с. 69], бачимо, що виконання
крайової умови (2) при s = s0 є неможливим. Отримана суперечнiсть
вказує на те, щоM ≤ ‖ϕ‖. Аналогiчно показуємо, щоm ≥ −‖ϕ‖. Отже,
для всiх 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ D виконується нерiвнiсть: |Tstϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖,
що й треба було довести.
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Властивiсть iii) доводиться аналогiчно до ii) з використанням прин-
ципу максимуму.

Для доведення iv) зауважимо, що функцiя TsuTutϕ(x), 0 ≤ s < u <

t ≤ T, x ∈ D, є розв’язком задачi (3)–(5) з класу (10) i цей розв’язок
єдиний, що й забезпечує виконання рiвностi (36).

З умов i)–iv) випливає твердження теореми.
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