
230 Математичний вiсник НТШ, т. 8, 2011р.

НАПIВГРУПИ ЗСУВIВ В АЛГЕБРI ПОЛIНОМIАЛЬНИХ

РОЗПОДIЛIВ ШВАРЦА ПОВIЛЬНОГО РОСТУ

c©2011 р. Сергiй ШАРИН

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника,
вул. Шевченка 57, Iвано-Франкiвськ 76018

e-mail: sharynsir@yahoo.com

Редакцiя отримала статтю 5 вересня 2011 р.

Нехай P(S ′
+) — простiр неперервних полiномiв на просторi S ′

+ роз-
подiлiв Шварца повiльного росту з носiями в Rd

+, P′(S ′
+) — сильно

спряжений до нього простiр. У цiй статтi ми вивчаємо напiвгрупи зсу-
вiв вздовж конуса Rd

+, що дiють в просторах P(S ′
+) та P′(S ′

+), i явно
виписуємо вигляд їх генераторiв.

Вступ

Ряд сучасних проблем квантової теорiї поля (див. наприклад [1]) по-
требують дослiдження нелiнiйних узагальнень поняття розподiлiв ти-
пу Шварца чи ультрарозподiлiв типу Рум’є, що традицiйно визначаю-
ться як лiнiйнi неперервнi функцiонали над певними просторами глад-
ких функцiй. У роботах [2, 3] побудовано полiномiальне розширення
ультрарозподiлiв Рум’є та дослiджено вiдповiдне полiномiальне пере-
творення Лапласа. При тому є iстотним, що дослiджуванi полiномi-
альнi ультрарозподiли мають додаткову алгебраїчну структуру. Як
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вiдомо, лiнiйнi розподiли та ультрарозподiли не утворюють алгебри.
Власне наявнiсть множення в просторах полiномiальнi ультрарозпо-
дiлiв вiдрiзняє наш пiдхiд вiд iнших вiдомих узагальнень класичних
просторiв розподiлiв [4, 5, 6].

Нехай S ′
+ := S ′(Rd

+) — простiр розподiлiв Шварца повiльного росту
з носiями в Rd

+, P(S ′
+) — простiр неперервних полiномiв на S ′

+, P′(S ′
+)

— його сильно спряжений простiр. У данiй статтi, яка є продовжен-
ням працi [7], ми дослiджуємо властивостi топологiчних алгебр P(S ′

+)

та P′(S ′
+). Елементи простору P′(S ′

+) ми називаємо полiномiальними
розподiлами Шварца повiльного росту. Їх можна розумiти як полiно-
мiальне узагальнення лiнiйних розподiлiв Шварца повiльного росту,
оскiльки S ′

+ ⊂ P′(S ′
+). У теоремi 3.1 ми обчислюємо генератори уза-

гальнених напiвгруп зсувiв вздовж конуса Rd
+, що дiють в просторах

P(S ′
+) та P′(S ′

+), а в теоремi 3.2 описуємо властивостi цих генераторiв,
якi є неперервними диференцiюваннями на вiдповiдних алгебрах.

1 Попереднi вiдомостi i означення

Всюди в статтi ми будемо використовувати загальноприйнятi позна-
чення: Rd i Cd — дiйсний i комплексний евклiдовий d-вимiрний простiр
вiдповiдно, Rd

+ := [0,∞) × · · · × [0,∞) — додатний конус в Rd; N —
множина натуральних чисел, Z+ := {0}

�
N, Zd

+ := Z+ × · · · × Z+.
Для довiльних векторiв µ = (µ1, . . . , µd) i ν = (ν1, . . . , νd) з Rd за-

пис µ ≺ ν означає µ1 < ν1, . . . , µd < νd. Для будь-яких µ ≺ ν нехай
[µ, ν ] := [µ1, ν1 ]× . . .× [µd, νd ] позначає d-вимiрний паралелепiпед. У
подальшому для будь-яких t, µ, ν ∈ Rd нехай ν → ∞ означає νi → ∞,
t ∈ [µ, ν ] означає ti ∈ [µi, νi ] для всiх i = 1, . . . , d i |t| :=

a
t21 + · · ·+ t2d.

Для довiльного мультиiндекса k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd
+ позначимо

|k| := k1 + · · · + kd, ∂k := ∂k11 · · · ∂kdd , де ∂
kj
j := (−i)kj ∂kj

∂t
kj
j

, i =
`
−1;

якщо kj = 1 ми писатимемо для простоти ∂j := ∂1j i ∂ := ∂1 · · · ∂d; для
довiльного t ∈ Rd позначимо tk := tk11 · . . . · tkdd .

Нехай X, Y — локально опуклi (л.о.) комплекснi векторнi просто-
ри. Позначимо L (X, Y ) простiр всiх неперервних лiнiйних операторiв
з X в Y, надiлений топологiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених
пiдмножинах в X. Для простоти писатимемо L (X) замiсть L (X,X).
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Для позначення композицiї операторiв в L (X) ми будемо використо-
вувати символ ◦. Для довiльного B ∈ L (X) комутантом оператора B,
який ми позначатимемо

[
B
]c, називається пiдмножина в L (X) всiх

операторiв, якi комутують з B. Сильно спряжений простiр до X ми
будемо позначати X ′ := L (X,C). Дiю функцiоналу f ∈ X ′ на елемент
x ∈ X ми будемо записувати

〈
f, x

〉
, а вiдповiдну двоїстiсть —

〈
X ′, X

〉
.

Для n-го (симетричного) тензорного степеня простору X будемо
використовувати позначення ⊗nX (вiдповiдно ⊗n

sX). Поповнення тен-
зорного добутку ⊗ (симетричного тензорного добутку ⊗s) в проектив-
нiй л.о. топологiї позначатимемо ⊗p (вiдповiдно ⊗s,p).

Всюди в роботi декартовий локально опуклий добуток симетричних
тензорних степенiв ⊗n

s,pX простору X ми будемо позначати символом�
n∈Z+

⊗n
s,pX, а пряму локально опуклу суму —

À
n∈Z+

⊗n
s,pX; аналогiчно

для простору X ′. Зауважимо, що елементи прямої суми мiстять лише
скiнченну кiлькiсть доданкiв.

Полiноми на локально опуклих просторах. Для довiльного n ∈ N
позначимо L (nX,C) простiр всiх неперервних n-лiнiйних функцiона-
лiв, визначених на декартовому степенi nX := X×· · ·×X. Розглянемо
в L (nX,C) пiдпростiр Ls(

nX,C) тих функцiоналiв, якi симетричнi вiд-
носно перестановки змiнних. Визначимо дiагональне вiдображення як
природне вкладення ∆n : X 3 x 7−→ (x, . . . , x) ∈ nX. Вiдображення
P називають неперервним n-однорiдним полiномом, якщо знайдеться
F ∈ L (nX,C) таке, що P (x) = F (∆n(x)). Простiр усiх неперервних
n-однорiдних полiномiв позначимо Pn(X). За означенням приймемо
P0(X) = C. Якщо розглянути природне вкладення ⊗n : X × . . .×X 3
(x1, . . . , xn) 7−→ x1 ⊗ . . . ⊗ xn ∈ ⊗n

pX, то iзоморфiзм (⊗n
s,pX)′ 3 pn 7−→

Pn := pn ◦⊗n ◦∆n ∈ Pn(X) однозначно визначає n-однорiдний полiном
як композицiю

Pn(x) =
〈
pn,⊗nx

〉
, де ⊗n x := x⊗· · ·⊗x = (⊗n ◦∆n)x, x ∈ X. (1)

Простiр P(X) =
{
P =

m°
n=0

Pn : Pn ∈ Pn(X), m ∈ N
}

, надiлений топо-

логiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах вX, називається
простором неперервних полiномiв наX; P(X) є топологiчною алгеброю

з одиницею вiдносно множення P (x) ·Q(x) =
°

n∈Z+

n°
m=0

Pm(x) ·Qn−m(x).
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Для детальнiшого ознайомлення з основами теорiї полiномiв на нескiн-
ченновимiрних просторах ми рекомендуємо книгу [8].

Символами P′(X), P′
n(X) ми будемо позначати сильно спряженi

простори до P(X), Pn(X) вiдповiдно. Аналогiчнi простори полiномiв
P(X ′), Pn(X

′) i сильно спряжених до них просторiв P′(X ′), P′
n(X

′) ми
вважаємо визначеними для простору X ′.

Багатопараметричнi напiвгрупи. Пiд d-параметричною напiвгру-
пою (див. [9], [10]) обмежених лiнiйних операторiв на банаховому про-
сторi (E, ‖ · ‖) з генератором (−iA), де A = (A1, . . . , Ad), ми розумiємо
вiдображення

Ut : Rd
+ 3 (t1, . . . , td) = t 7−→ e−itA := e−i(t1A1+···+tdAd) ∈ L (E)

таке, що e−itA |t=0= I — одиничний оператор в E i e−i(t+s)A = e−itAe−isA

для всiх t, s ∈ Rd
+. Кожнiй напiвгрупi e−itA можна поставити у вiдпо-

вiднiсть 1-параметричнi напiвгрупи Utj : [0,∞) 3 tj 7−→ U(0,...,0,tj ,0,...,0) =

e−itjAj ∈ L (E), j = 1, . . . , d. При цьому Ut = Ut1 ◦ . . .◦Utd , а напiвгрупи
Utj комутують одна з одною. Нехай (−iAj) — генератор напiвгрупи Utj ,
який визначають наступним чином

−iAjx = −i lim
tj→+0

Utjx− x

tj
= ∂jUtjx

∣∣
tj=+0

, x ∈ D(Aj),

де D(Aj) складається з усiх x ∈ E, для яких вказана границя iснує.
Напiвгрупа Ut називається (C0)-напiвгрупою, якщо для всiх x ∈ E

справджується рiвнiсть lim
Rd
+3t→0

‖Utx− x‖ = 0 .

2 Полiномiальне узагальнення розподiлiв Шварца
повiльного росту з носiями в Rd

+

Нехай S := S(Rd) — множина нескiнченно диференцiйованих функцiй
ϕ(t), що спадають при |t| → ∞ разом з усiма похiдними швидше, нiж
будь-яких степiнь |t|−1. Топологiю в S введемо за допомогою злiчен-
ного набору норм

‖ϕ‖m := sup
t∈Rd

sup
|k|≤m

(
1 + |t|2

)m
2 |∂kϕ(t)|, ϕ ∈ S, m ∈ Z+.



234 С. Шарин

Лiнiйна множина S iз введеною топологiєю називається простором
швидко спадних функцiй Шварца [11].

Для кожного m позначимо через Sm := Sm(Rd) поповнення S за
нормою ‖·‖m, тодi Sm — банаховий простiр. Очевидно, що для довiльної
ϕ ∈ S виконуються нерiвностi ‖ϕ‖0 ≤ ‖ϕ‖1 ≤ ‖ϕ‖2 ≤ . . . , крiм того
справедливi цiлком неперервнi вкладення S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . , вiдносно
яких S може бути представлений у виглядi л.о. проективної границi
банахових просторiв S ' lim pr

m→∞
Sm (див. [11]).

Нехай S ′ := S ′(Rd) — сильно спряжений до S простiр розподiлiв
Шварца повiльного росту. Вiдомо [11, 12], що S є ядерним (F ) просто-
ром, а S ′ — ядерним (DF ) простором.

Розглянемо в S ′ замкнутий пiдпростiр S ′
+ := S ′(Rd

+) розподiлiв з
носiями в Rd

+. Простiр S ′
+ є згортковою алгеброю з одиницею δ, де〈

δ,ϕ
〉
= ϕ(0) — функцiонал Дiрака. Нехай S ′⊥

+ := S ′(Rd
+)

⊥ — ортого-
нальне доповнення S ′

+ вiдносно двоїстостi
〈
S ′,S

〉
, тодi фактор простiр

S(Rd
+) := S(Rd)

/
S ′(Rd

+)
⊥ =

{
ϕ := ϕ+ S ′(Rd

+)
⊥ : ϕ ∈ S(Rd

+)
}

(2)

є двоїстим до S ′
+. Для простоти писатимемо S+ := S(Rd

+).
З теорiї двоїстостi та теорiї ядерних просторiв [12, 13] випливає, що

S ′
+ є ядерним (DF ) простором, а S+ — ядерним (F ) простором. Заува-

жимо, що у цьому випадку правильними є топологiчнi iзоморфiзми
(див. [12, Теор. 9.9]) (⊗n

s,pS+)
′ ' ⊗n

s,pS ′
+ i ⊗n

s,pS+ ' (⊗n
s,pS ′

+)
′.

Нехай ϑ+ : Rd 3 t 7−→ ϑ+(t) := ϑ(t1) · · ·ϑ(td) — характеристична
функцiя конуса Rd

+, де ϑ позначає звичайну функцiю Хевiсайда. Ядро
оператора множення

Θ : S 3 ϕ 7−→ ϑ+ϕ ∈ L2(Rd) (3)

збiгається з S ′⊥
+ , яке, очевидно, є замкнутим iдеалом в S. Отже, фактор

простiр S+ також є топологiчною алгеброю i справедливим є iзомор-
фiзм S+ ' Θ[S] топологiчних алгебр. Якщо розширити оператор (3)
на L2(Rd), то отримаємо, що фактор простiр S+ щiльно вкладений у
пiдпростiр L2(Rd

+) := Θ
[
L2(Rd)

]
i є мультиплiкативною пiдалгеброю

в L2(Rd
+). Таким чином, будь-який елемент з ϕ ∈ S+ можна розумi-

ти як функцiю ϑ+ϕ ∈ L2(Rd) або як регулярний розподiл з S ′
+. Отже,

двоїстiсть
〈
S ′,S

〉
породжує нову дуальнiсть

〈
S ′
+,S+

〉
(див. [12, IV.4]).
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Якщо звузити оператор Θ на Sm, то отримаємо

Sm(Rd
+) := Θ[Sm(Rd)] ' Sm(Rd)

/ (
S ′(Rd

+)
⊥ ∩ Sm(Rd)

)
. (4)

Крiм того, простiр S+ можна записати у виглядi проективної границi

S+ ' lim pr
m→∞

S+m, (5)

вiдносно компактних вкладень S+m ⊂ S+ rm, m > rm, де S+m := Sm(Rd
+).

Для довiльного k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd
+ позначимо ∂k

+ := ∂k1
1 · · ·∂kd

d ,
∂

kj
j ϕ := ϑ+∂

kj
j ϕ, де S+ 3 ϕ = ϕ + S ′⊥

+ , ϕ ∈ S. Для k = (1, . . . , 1) ∈ Zd
+

нехай ∂+ := ∂1 · · ·∂d, де ∂jϕ := ϑ+∂jϕ. Тодi узагальненi частиннi
похiднi ∂k+ функцiоналiв з S ′

+ вiдносно дуальностi
〈
S ′
+,S+

〉
можуть

бути визначенi звичайним способом
〈
∂k+f,ϕ

〉
= (−1)|k|

〈
f,∂k

+ϕ
〉
, f ∈

S ′
+, ϕ ∈ S+. Нехай ∂+ := ∂′1 · · · ∂′d, де ∂′j := −∂j — оператори, спряженi

до ∂j вiдносно дуальної пари
〈
S ′
+,S+

〉
, j = 1, . . . , d.

Фактор топологiя простору S+ може бути визначена за допомогою
злiченного набору норм ‖ϕ‖+m := supt∈Rd

+
sup|k|≤m (1 + |t|2)

m
2 |∂k

+ϕ(t)|,
ϕ ∈ S+, m ∈ Z+.

Iдеал S ′⊥
+ ⊂ S є iнварiантним вiдносно зсувiв вздовж конуса Rd

+,
тому дiаграма

S+ 3 ϕ Ts−−−→ ϕ( ·+ s) ∈ S+

Θ

x Θ

x
S 3 ϕ −−−→ ϕ( ·+ s) ∈ S

визначає d-параметричну (C0)-напiвгрупу T : Rd
+ 3 s 7−→ Ts ∈ L (S+)

зсувiв вздовж конуса Rd
+.

Умови t ∈ suppϕ i t− s ∈ supp(Tsϕ) еквiвалентнi. Таким чином,
supp(Tsϕ) = (suppϕ− s) ∩ Rd

+, де ϕ ∈ S+, s ∈ Rd
+. Отже, нерiвнiсть

‖Tsϕ‖+m ≤ ‖ϕ‖+m, ϕ ∈ S+, правильна для всiх s ∈ Rd
+. З регулярно-

стi проективної границi (5) випливає, що T є рiвномiрно обмеженою.
Тому ця напiвгрупа є рiвномiрно неперервною згiдно з принципом рiв-
номiрної обмеженостi. Вище наведенi мiркування можна пiдсумувати
у виглядi наступного твердження.

Лема 2.1. d-параметрична (C0)-напiвгрупа T є рiвномiрно неперерв-
ною на S+ i кожна похiдна ∂j є генератором вiдповiдної 1-парамет-
ричної напiвгрупи [0,∞) 3 sj 7−→ Tsj := T(0,...,0,sj ,0,...,0).
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Нехай T ′ : Rd
+ 3 s 7−→ T ′

s ∈ L (S ′
+) позначає напiвгрупу операторiв,

спряжених до Ts вiдносно дуальної пари
〈
S ′
+,S+

〉
.

Розглянемо простiр P(S ′
+) полiномiв на S ′

+ i сильно спряжений до
нього простiр P′(S ′

+). Наведемо чотири твердження, якi є наслiдками
доведених у роботi [3] теорем.

Наслiдок 2.1. Мають мiсце наступнi топологiчнi iзоморфiзми

⊗n
s,pS ′

+

ΥS′
+' Pn(S+), ⊗n

s,pS+

ΥS+' Pn(S ′
+),

.

Кожен елемент f =
�

n∈Z+

fn ∈
�

n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+ на довiльний ϕ ∈ S+ дiє

за формулою

f(ϕ) :=

〈¡
n∈Z+

fn ,
à
n∈Z+

⊗nϕ

〉
=
¸

n∈Z+

〈
fn,⊗nϕ

〉
=
¸

n∈Z+

Pn(ϕ), (6)

де Pn(ϕ) визначено формулою (1).
Елементи простору P′(S ′

+) ми називатимемо полiномiальними роз-
подiлами Шварца повiльного росту. Їх можна розумiти як полiноми на
просторi S+ в сенсi формули (6). Надалi, враховуючи iзоморфiзм rΥS′

+
,

елементи P′(S ′
+) часто будемо записувати у виглядi (f0, f1, . . . , fn, . . . ),

де fn ∈ ⊗n
s,pS ′

+ ' (⊗n
s,pS+)

′, f0 ∈ Cd.

Наслiдок 2.2. Простори P′(S ′
+) i P(S ′

+) утворюють нову двоїстiсть〈
P′(S ′

+),P(S ′
+)
〉
. Причому, простiр P(S ′

+) неперервно i щiльно вклада-
ється в P′(S ′

+).

У просторi L
[ À
n∈Z+

⊗n
s,pS+

]
розглянемо пiдалгебру LΓ

[ À
n∈Z+

⊗n
s,pS+

]
операторiв, якi залишають простори ⊗n

s,pS+ iнварiантними, тобто

LΓ

[ à
n∈Z+

⊗n
s,pS+

]
:=


L [⊗0

s,pS+] 0 . . . 0 . . .

0 L [⊗1
s,pS+] . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . L [⊗n
s,pS+] . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 ,
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де, очевидно, ⊗0
s,pS+ = Cd i ⊗1

s,pS+ = S+. Аналогiчний сенс має позна-

чення LΓ

[ �
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+

]
.

Наслiдок 2.3. Пряма сума
À

n∈Z+

⊗n
s,pS+ =

{
ϕ =

À
ϕn : ϕn ∈ ⊗n

s,pS+

}
є л.о. алгеброю вiдносно згортки ϕ ? ψ :=

À
n∈Z+

( n°
m=0

ϕm ⊗s ψn−m

)
, i

вiдображення
{À

n⊗n
s,pS+, ?

} rΥS+−→
{
P(S ′

+), ·
}

дiє як iзоморфiзм мiж
згортковою i мультиплiкативною алгебрами.

Згортка простору
À

n∈Z+

⊗n
s,pS+ може бути продовжена до згортки

f?g :=
�

n∈Z+

( n°
m=0

fm⊗sgn−m

)
в декартовому добутку

�
n∈Z+

(
⊗n

s,pS ′
+

)
, який

теж є згортковою алгеброю. Зауважимо, що одиницею цiєї алгебри є
елемент 1p = (1, 0, 0, . . . ), де 1 = (1, . . . , 1) ∈ Cd, 1 ∈ R. Множення
алгебри P(S ′

+) може бути єдиним чином продовжене до множення в
P′(S ′

+), яке визначаємо формулою (P · Q)[ϕ] =
°

n∈Z+

°n
m=0 Pm(ϕ) ·

Qn−m(ϕ), де P =
�

n Pn, Q =
�

nQn ∈ P′(S ′
+), Pn, Qn ∈ Pn(S+).

Наслiдок 2.4. Простiр P′(S ′
+) є топологiчною алгеброю з одиницею i

вiдображення
{ �

n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, ?
} rΥS′

+'
{
P′(S ′

+), ·
}

дiє як iзоморфiзм мiж

згортковою i мультиплiкативною алгебрами.

3 Узагальненi напiвгрупи зсувiв вздовж Rd
+

Нехай I+ позначає одиничний оператор в L (S+), а I ′+ — одиничний
оператор в L (S ′

+).

Теорема 3.1. (i) Однопараметричнi сiм’ї Tj : 0 ≤ sj 7−→ Tsj ,
j = 1, . . . , d, лiнiйних операторiв, якi визначенi на згортковiй алге-
брi

{À
n∈Z+

⊗n
s,pS+, ?

}
рiвнiстю[rΥS+Tsj

rΥ−1
S+
(Q)
]
(f) = Q(T ′

sj
f), Q =

¸
n∈Z+

Qn ∈ P(S ′
+), f ∈ S ′

+,

де Qn = qn ◦ ⊗n ◦ ∆n ∈ Pn(S ′
+), qn ∈ ⊗n

s,pS+, є одностайно неперерв-
ними (C0)-напiвгрупами алгебраїчних автоморфiзмiв. Їх генератори
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dj належать пiдалгебрi LΓ

[À
n∈Z+

⊗n
s,pS+

]
i на довiльний елемент

q =
À

n∈Z+
qn ∈

À
n∈Z+

⊗n
s,pS+, де q = rΥ−1

S+
Q, дiють за правилом

djq =
à
n∈Z+

djqn, де djq0 := 0, djqn :=
ņ

k=1

n
k∂j

qn, n ∈ N.

Тут n
k∂j

:= I+ ⊗ · · · ⊗ I+ ⊗ ∂jloooooooooomoooooooooon
k

⊗ I+ ⊗ · · · ⊗ I+loooooomoooooon
n−k

.

(ii) Однопараметричнi сiм’ї T′
j : 0 ≤ sj 7−→ T′

sj
, j = 1, . . . , d, лiнiй-

них операторiв, якi на згортковiй алгебрi
{�

n∈Z+
⊗n

s,pS ′
+, ?
}

визначе-
нi рiвнiстю[rΥS′

+
T′

sj
rΥ−1
S′
+
(P )
]
(ϕ) = P (Tsjϕ), P =

¡
n∈Z+

Pn ∈ P′(S ′
+), ϕ ∈ S+,

де Pn = pn ◦ ⊗n ◦ ∆n ∈ Pn(S+), pn ∈ ⊗n
s,pS ′

+, є одностайно неперерв-
ними (C0)-напiвгрупами алгебраїчних автоморфiзмiв. Їх генератори
d′j належать пiдалгебрi LΓ

[�
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+

]
i на довiльний елемент

p =
�

n∈Z+
pn ∈

�
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, де p = rΥ−1
S′
+
P , дiють за правилом

d′jp = −
¡
n∈Z+

d′jpn, де d′jp0 := 0, d′jpn :=
ņ

k=1

n
k∂

′
jpn, n ∈ N.

Тут позначено n
k∂

′
j := I ′+ ⊗ · · · ⊗ I ′+ ⊗ ∂′jloooooooooomoooooooooon

k

⊗ I ′+ ⊗ · · · ⊗ I ′+loooooomoooooon
n−k

.

Доведення. З результатiв роботи [14] випливає, що S+ ' ⊗d
pS(R1

+),
а, отже, i ⊗n

s,pS+ ' ⊗n
s,p

(
⊗d

pS(R1
+)
)

та S+m ' ⊗d
pSm(R1

+), де S(R1
+)

визначається формулою (2), а Sm(R1
+) — формулою (4) при d = 1.

Простiр S(R1
+) можна представити як проективну границю S(R1

+) '
lim prmi→∞ Smi

(R1
+) вiдносно цiлком неперервних вкладень Smi

(R1
+) ⊂

Smj
(R1

+),mi > mj. Використовуючи вiдому [15] властивiсть комутатив-
ностi проективних границь iз проективними тензорними добутками, з
рiвностi (5) отримаємо

⊗n
s,pS+ = ⊗n

s,p

(
lim pr
m1→∞

Sm1(R1
+)⊗p · · · ⊗p lim pr

md→∞
Smd

(R1
+)

)
= limpr

m→∞
⊗n

s,p

(
Sm1(R1

+)⊗p · · · ⊗p Smd
(R1

+)
)
,

(7)
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m = (m1, . . . ,md) ∈ Zd
+. Система функцiй

qn : (t1, . . . , tn) 7−→ ϕ(t1) . . .ϕ(tn), (8)

де ti = (t1i , . . . , t
d
i ) ∈ Rd

+, ϕ(ti) = ϕ1(t
1
i ) · · · · · ϕd(t

d
i ), i = 1, . . . , n, ϕj ∈

Smj
(R1

+), j = 1, . . . , d, є тотальною пiдмножиною в ⊗n
s,pS+.

З наслiдку 2.1 випливають рiвностi[rΥS+T
′
sj
rΥ−1
S+
(Q)
]
(f) =

¸
n∈Z+

〈
⊗n(T ′

sj
f), qn

〉
=
¸

n∈Z+

〈
⊗nf, (⊗nTsj)qn

〉
.

З регулярностi проективної границi (7), випливає одностайна обме-
женiсть кожної з напiвгруп ⊗nTsj в просторi ⊗n

s,pS+. Звiдси, а також
з бочковостi простору ⊗n

s,pS+, отримуємо, що ⊗nTsj одностайно непе-
рервнi напiвгрупи. З леми 2.1 слiдує, що напiвгрупи ⊗nTsj володiють
(C0) властивiстю. Остаточно, одностайна неперервнiсть та (C0) власти-
вiсть напiвгруп T′

sj
випливає iз властивостей топологiї прямої суми.

Генератором напiвгрупи Tsj є похiдна ∂j (див. лему 2.1). Тому ко-
ристуючись правилом Лейбнiца, для кожного qn вигляду (8) маємо

1

i

∂

∂sj

(
⊗n Tsjqn

)∣∣∣
sj=0

=
1

i

∂

∂sj

(
Tsjϕ⊗ · · · ⊗ Tsjϕ

)∣∣∣
sj=0

=
ņ

k=1

Tsjϕ⊗ · · · ⊗ Tsjϕ⊗ 1

i

∂

∂sj
Tsjϕlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

k

⊗Tsjϕ⊗ · · · ⊗ Tsjϕloooooooooomoooooooooon
n−k

∣∣∣∣∣
sj=0

=
ņ

k=1

ϕ⊗ · · · ⊗ϕ⊗ ∂jϕlooooooooooomooooooooooon
k

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ϕloooooomoooooon
n−k

.

Для доведення пункту (ii) слiд провести подiбнi мiркування, вико-
риставши теорiю двоїстостi i дуальнiсть

〈�
n⊗n

s,pS ′
+,
À

n⊗n
s,pS+

〉
.

Властивостi генераторiв dj i d′j, j = 1, . . . , d, сформулюємо у наступ-
ному твердженнi.

Теорема 3.2. (i) Генератори dj, j = 1, . . . , d, є неперервними дифе-
ренцiюваннями на згортковiй алгебрi

À
n∈Z+

⊗n
s,pS+, тобто

dj(p ? q) = djp ? q + p ? djq (9)
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для довiльних p, q ∈
À

n∈Z+
⊗n

s,pS+.

(ii) Генератори d′j, j = 1, . . . , d, є неперервними диференцiювання-
ми на згортковiй алгебрi

�
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, тобто

d′j(p ? q) = d′jp ? q + p ? d′jq (10)

для довiльних p, q ∈
�

n∈Z+
⊗n

s,pS ′
+.

(iii) Генератори d′j i dj, j = 1, . . . , d, задовольняють дуальне спiв-
вiдношення〈

d′jp, q
〉
= −

〈
p, djq

〉
, p ∈

¡
n∈Z+

⊗n
s,pS ′

+, q ∈
à
n∈Z+

⊗n
s,pS+. (11)

Доведення. (i) Розглянемо елементи простору
À

n∈Z+

⊗n
s,pS+ виду p =

À
n∈Z+

⊗nϕ i q =
À

n∈Z+

⊗nψ, де ϕ,ψ ∈ S+. Тодi за наслiдком 2.3 маємо

p ? q =
( À

n∈Z+

⊗nϕ
)
?
( À

n∈Z+

⊗nψ
)
=
À

n∈Z+

n°
m=0

(⊗mϕ)⊗s (⊗n−mψ).

Далi безпосередньо переконуємося у правильностi рiвностi (9) для
таких елементiв:

dj(p ? q) =
à
n∈Z+

ņ

m=0

ņ

k=1

n
k∂j

[(⊗mϕ)⊗s (⊗n−mψ)]

=
à
n∈Z+

ņ

m=0

(
m̧

k=1

m
k ∂j

[⊗mϕ]⊗s(⊗n−mψ)+
n−m̧

k=1

(⊗mϕ)⊗s

(
n−m

k ∂j
[⊗n−mψ]

))

=
à
n∈Z+

ņ

m=0

(( m̧

k=1

m
k ∂j

[⊗mϕ]
)
⊗s (⊗n−mψ)

)

+
à
n∈Z+

ņ

m=0

(
(⊗mϕ)⊗s

( n−m̧

k=1

n−m
k ∂j

[⊗n−mψ]
))

= djp ? q + p ? djq.

Залишилось зауважити, що кожен елемент простору
À

n∈Z+
⊗n

s,pS+

можна наблизити лiнiйною комбiнацiєю елементiв розгянутого виду.
(ii) Доведення рiвностi (10) проводиться аналогiчно.
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(iii) Правильнiсть спiввiдношення (11) вiдразу слiдує iз рiвностей
∂′j := −∂j та〈

ņ

k=1

n
k∂

′
jpn, qn

〉
=

〈
ņ

k=1

n
k∂

′
j[⊗nf ],⊗nϕ

〉

= −

〈
⊗nf,

ņ

k=1

n
k∂j

[⊗nϕ]

〉
= −

〈
pn,

ņ

k=1

n
k∂j

qn

〉
,

де pn = ⊗nf ∈ ⊗n
s,pS ′

+, f ∈ S ′
+, qn = ⊗nϕ ∈ ⊗n

s,pS+, ϕ ∈ S+.
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Let P(S ′
+) stand for the space of continuous polynomials on the space

S ′
+ of Schwartz tempered distributions with supports in Rd

+, and let P′(S ′
+)

be its strong dual. In this article we investigate the semigroups of shifts

along the cone Rd
+, which act in the spaces P(S ′

+) and P′(S ′
+). Generators

of these semigroups are computed in explicit form.




