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Важливими задачами чисельного аналiзу є задачi рацiональних на-
ближень алгебраїчних iррацiональностей вищих порядкiв. Цi задачi
мають давню iсторiю i їм присвячено цiлий ряд робiт. Перспективними
дослiдженями в цьому напрямку виявилися рiзноманiтнi узагальнення
ланцюгових дробiв. Одними з таких узагальнень є n-вимiрнi узагаль-
нення ланцюгових дробiв, названi рекурентними дробами.

В роботi дослiджується швидкiсть збiжностi рацiональних вкоро-
чень одноперiодичних рекурентних дробiв третього порядку до їх зна-
чень.

1 Допомiжнi поняття

Рацiональним наближенням алгебраїчних iррацiональностей вищих
порядкiв присвячено чимало робiт (див. наприклад [1, 2, 3]) Важливим
засобом для таких наближень є рiзноманiтнi узагальнення ланцюгових
дробiв: [4, 5, 6, 7], зокрема рекурентнi дроби [8]. Дамо означення одно-
перiодичного рекурентного дробу [9].
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Означення 1. Рекурентний дрiб третього порядку
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називається одноперiодичним, якщо його елементи задовольняють
рiвностi

ai,r+j = ai,j, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , r = 0, 1, 2, . . . .

2 Оцiнки похибки

Розглянемо одноперiодичний рекурентний дрiб
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, (1)

де Pn = qPn−1 + pPn−2 + rPn−3, P0 = 1, P<0 = 0, причому q, p, r > 0.

Оцiнимо рiзницю

|δn+1 − δn| =
∣∣∣∣q + p

δn
+

r

δnδn−1

− q − p

δn−1

− r

δn−1δn−2

∣∣∣∣ 6
6 p

δnδn−1

|δn − δn−1|+
r

δnδn−1δn−2

|δn − δn−2|.

Оскiльки,

δnδn−1 =
Pn

Pn−1
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Pn

Pn−2

=
qPn−1 + pPn−2 + rPn−3

Pn−2

=
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=
q(qPn−2 + pPn−3 + rPn−4) + pPn−2 + rPn−3

Pn−2

=

= q2 + p+ (qp+ r)
Pn−3
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+ qr
Pn−4

Pn−2

> q2 + p,
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Pn
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+

+
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=

= q3 + 2qp+ r + (q2p+ p2 + qr)
Pn−4
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+ (q2r + pr)
Pn−5

Pn−3

>

> q3 + 2qp+ r,

то
|δn+1 − δn| 6 a|δn − δn−1|+ b|δn − δn−1 + δn−1 − δn−2| 6

6 (a+ b)|δn − δn−1|+ b|δn−1 − δn−2|,

де a = p
q2+p

, b = r
q3+2qp+r

.

Понижуючи iндекси отримаємо
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де λ = max(|δ3 − δ2|, |δ2 − δ1|), a = p
q2+p

, b = r
q3+2qp+r

.
Обчисливши |δ3 − δ2|, |δ2 − δ1|, отримаємо

λ = max(
p

q
, | rq − p2

q(q2 + p)
|).

Таким чином, справедливою буде наступна теорема.
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Теорема 1. Нехай δn — n-те рацiональне вкорочення рекурентного
дробу (1). Тодi справедлива наступна оцiнка

|δn+1 − δn| 6 λ · (a+ 3b)
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,

де λ = max(p
q
, | rq−p2

q(q2+p)
|), a = p

q2+p
, b = r

q3+2qp+r
.

Позначимо un+1 = |δn+1 − δn|. Тодi, для рекурентного рiвняння
un+1 = (a + b)un + bun−1 маємо характеристичне рiвняння iз макси-
мальним додатним дiйсним коренем

x∗ =
α+

√
α2 + 4β

2
, α = a+ b, β = b, a =

p

q2 + p
, b =

r

q3 + 2qp+ r
,

який в разi виконання умови x∗ < 1 забезпечує збiжнiсть рацiональних
вкорочень рекурентного дробу до його значення. При цьому справед-
ливою буде оцiнка похибки

|δn+1 − δn| 6 (x∗)n|δ2 − δ1|.

Таким чином,

|δn+p − δn| 6 |δn+p − δn+p−1|+ |δn+p−1 − δn+p−2|+ . . .+

+|δn+1 − δn| 6 ((x∗)n+p−1 + (x∗)n+p−2 + . . .+ (x∗)n)|δ2 − δ1| 6

6 (x∗)n

1− x∗ |δ2 − δ1| =
(x∗)n

1− x∗
p

q
.

Оскiльки δn+p → δ при p → ∞, то справедливою буде наступна теоре-
ма.

Теорема 2. Нехай δn — n-те рацiональне вкорочення рекурентного

дробу (1) i виконується нерiвнiсть α+
√

α2+4β

2
< 1, де α = a + b, β =

b, a = p
q2+p

, b = r
q3+2qp+r

, тодi справджується оцiнка похибки

|δn − δ| 6 p

q

(x∗)n

1− x∗ .
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Приклад 1. Нехай q = 2, p = 1, r = 1, тодi a = 1
5
, b = 1

13
. Обчислимо

модуль рiзницi мiж 12-им i 11-им наближеннями рекурентного дробу
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∣∣∣∣ = 58396 · 9003− 229292

22929 · 9003
≈ 0, 00000071.

За теоремою 1
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≈ 0, 00025.

Приклад 2. Нехай q = 2, p = 1, r = 1, тодi a = 1
5
, b = 1

13
, α = 18

65
,

β = 1
13

i

x∗ =
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65

+
√(
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)2
+ 4

13

2
≈ 0, 448452948 < 1.

δ — корiнь кубiчного рiвняння x3 = 2x2 + x+ 1, причому

δ =
2

3
+

1

6

3
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3
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≈ 2, 5468182768841.

Позаяк
|δ12 − δ| =

∣∣∣∣5839622929
− δ

∣∣∣∣ ≈ 0, 00000016,

то за теоремою 2 справедливою буде оцiнка

|δ12 − δ| 6 1

2
· (x

∗)12

1− x∗ ≈ 0, 00006.
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The important tasks of numerical analysis are tasks of rational approa-

chings of the algebraic irrationalities of higher orders. These tasks have

old history and a number of works was devoted them look at example.

The perspective researches in this direction are various generalizations of

fractions. Ones of such generalizations are n-dimensional generalizations

of fractions that are called the recurrence single periodical fractions.

Speed of convergence of the rational estimation of recurrence speed

periodical fractions of 3-order to their values is in-process probed.




