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Клас K-ультраметричних просторiв є узагальненням класу ультраме-
тричних просторiв. У статтi розглянуто функтори у категорiї (рiв-
номiрно) K-ультраметричних просторiв та K-нерозтягуючих вiдобра-
жень. Зокрема, показано, що функтори ймовiрнiсних мiр та гiперпро-
стору утворюють монади у цiй категорiї. Розглянуто задачу продов-
ження функторiв на категорiї Клейслi цих монад.

1 Вступ

Ультраметричнi простори знаходять широкi застосування у теорiї чи-
сел, функцiональному аналiзi, еволюцiйнiй бiологiї, семантицi мов про-
грамування та фiзицi твердого тiла.

У попереднiй статтi автора [1] показано, що стацiонарнi розмитi ме-
тричнi простори природно породжують поняття K-ультраметричного
простору при 0 ≤ K ≤ ∞. Це поняття є одночасним узагальненням
метричних (при K = 0) i ультраметричних (при K = ∞) просторiв.
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Ультраметризацiя гiперпросторiв, просторiв ймовiрнiсних мiр, iдем-
потентних мiр та ємностей розглядалася у статтях рiзних авторiв. По-
казано, що утворенi конструкцiї є функторiальними на категорiї уль-
траметричних просторiв та нерозтягуючих вiдображень.

Стаття присвячена деяким функторiальним конструкцiям у катего-
рiї K-ультраметричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень. Спо-
чатку встановлюємо деякi загальнi властивостi K-ультраметричних
просторiв, а потiм розглядаємо K-ультраметризацiю гiперпросторiв,
просторiв ймовiрнiсних мiр та G-симетричних степенiв K-ультрамет-
ричних просторiв. Показано, що такi K-ультраметризацiї дають змогу
означити функтори на згаданiй категорiї.

2 K-ультраметрика

НехайK ∈ [0,∞]. Метрику d на множинiX називаютьK-ультраметри-
кою, якщо виконано умову: для кожних x, y, z ∈ X маємо

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)},

якщо min{d(x, z), d(z, y)} ≤ K.
Зрозумiло, що при K = 0 одержуємо поняття метричного просто-

ру, а при K = ∞ — поняття ультраметричного простору. Зауважимо
також, що кожен K-ультраметричний простiр є K ′-ультраметричним
простором, якщо K ′ ≤ K.

Опишемо конструкцiю, яка дозволяє будувати приклади K-ультра-
метричних просторiв. Обмежимося лише випадком K ∈ (0,∞).

Нехай {(Xα, dα) | α ∈ A} — сiм’я ультраметричних просторiв дiа-
метра ≤ K. Нехай також D — метрика на A така, що D(α, β) > K для
кожних α, β ∈ A, α 6= β. Означимо функцiю d : X×X → R формулою:

d(x, y) =

{
dα(x, y), якщо x, y ∈ α ∈ A;

D(α, β), якщо x ∈ α, y ∈ β, α, β ∈ A, α 6= β.

Теорема 1. Функцiя D є K-ультраметрикою на множинi X.

Доведення. Твердження теореми очевидне.
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Теорема 2. Нехай (X, d) — K-ультраметричний простiр. Тодi вiдно-
шення ∼ на X, означене умовою x ∼ y ⇔ d(x, y) ≤ K, є вiдношенням
еквiвалентностi. Функцiя D : A× A → R (тут A = X/ ∼), означена
формулою D(α, β) = inf{d(x, y) | x ∈ α, y ∈ β}, є метрикою на A

такою, що D(α, β) > K для всiх α, β ∈ A, α 6= β. Метрика d тодi
є амальгамою метрики D i сiм’ї ультраметрик {dα | α ∈ A}, dα =

d|(α× α).

Доведення. Легко бачити, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiва-
лентностi на множинi X.

Покажемо, що D(α, β) > K для кожних α, β ∈ A, α 6= β. Справдi,
припустимо протилежне, тобто що iснують α, β ∈ A, α 6= β, такi, що
D(α, β) ≤ K. Тодi iснують послiдовностi (xi) та (yi) у множинах α i
β вiдповiдно такi, що limi→∞ d(xi, yi) ≤ K. Не зменшуючи загальностi,
можемо припустити, що d(xi, xj) < K та d(yi, yj) < K для всiх i, j. Тодi
з означення K-ультраметрики випливає, що

d(xi, yi) ≤ max{d(xi, xj), d(xj, yi)} = d(xj, yi) ≤

≤ max{d(yi, yj), d(xj, yj)} = d(xj, yj),

тобто послiдовнiсть (d(xi, yi)) стацiонарна i ми одержуємо супереч-
нiсть.

Покажемо, що для D виконано нерiвнiсть трикутника. Нехай α, β,

γ ∈ A — попарно рiзнi елементи. За доведеним вище, iснують x, x′ ∈ α,
y, y′ ∈ β та z, z′ ∈ γ такi, що D(α, β) = d(x, y), D(β, γ) = d(y′, z′),
D(α, γ) = d(x′, z). Тодi

D(α, γ) = d(x′, z) ≤ max{d(x′, z′), d(z, z′)} = d(x′, z′) ≤
≤ max{d(x′, x), d(x, z′)} = d(x, z′) ≤
≤ d(x, y) + d(y, z′) = D(α, β) +D(β, γ).

Означимо також dα = d|(α× α).

Твердження 1. Нехай (X, d) — K-ультраметричний простiр. Кож-
на вiдкрита куля радiуса r < K замкнена в X.
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Доведення. Зауважимо, що кожне α ∈ A є вiдкрито-замкненою пiд-
множиною в X. Оскiльки dα є ультраметрикою на α, з властивостей
ультраметрики випливає, що кожна куля радiуса r з центром у точцi
x ∈ α вiдкрито-замкнена в α, а тому i в X.

Нагадаємо, що топологiчний простiр називається нульвимiрним,
якщо вiн має базу з вiдкрито-замкнених множин.

Наслiдок 1. Кожен K-ультраметричний простiр нульвимiрний.

3 Функтори у категорiї K-ультраметричних прос-
торiв

Означимо категорiю UMETK . Її об’єктами є K-ультраметричнi про-
стори, а морфiзмами простору (X, d) у простiр (Y, %) —K-нерозтягуючi
вiдображення, тобто неперервнi вiдображення f : X → Y такi, що
%(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) для кожних x, y ∈ X таких, що d(x, y) ≤ K.

Назвемо K-ультраметричний простiр рiвномiрно K-ультраметрич-
ним, якщо iснує ε > 0 таке, що кожна куля BK(x) є також кулею
BK+ε(x), x ∈ X. Прикладом 1-ультраметричного простору, який не
є рiвномiрно 1-ультраметричним простором, є такий. На множинi N
розглядаємо метрику d, означену формулою d(m,n) = 1 + 1

m+n
, якщо

m 6= n.
Нагадаємо, що гiперпростором топологiчного простору X назива-

ють множину expX непорожнiх компактних пiдмножин у X. Якщо
(X, d) — метричний простiр, то метрику Гаусдорфа dH на expX зада-
ють формулою:

dH(A,B) = inf{r > 0 | A ⊂ Or(B), B ⊂ Or(A)}

(тут Or(C) означає r-окiл множини C).

Теорема 3. Гiперпростiр кожного K-ультраметричного простору є
K-ультраметричним простором.

Доведення. Нехай (X, d) — K-ультраметричний простiр. Покажемо,
що метрика Гаусдорфа dH є K-ультраметрикою на expX.
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Нехай A,B,C ∈ expX i dH(A,B) = t ≤ K. Нехай також dH(A,C) =

s. Тодi за вiдомими властивостями метрики Гаусдорфа для кожного
b ∈ B iснує a ∈ A таке, що d(a, b) ≤ t i iснує c ∈ C таке, що d(b, c) ≤ s.
Тодi d(b, c) ≤ max{s, t}. Аналогiчно можна показати, що для кожного
c ∈ C iснує b ∈ B таке, що d(b, c) ≤ max{s, t}. Звiдси випливає, що

dH(B,C) ≤ max{s, t} = max{dH(A,B), dH(A,C)}.

Через P (X) позначаємо множину всiх ймовiрнiсних мiр з компакт-
ними носiями на метричному просторi X. Необхiдну iнформацiю, що
стосується функтора ймовiрнiсних мiр можна знайти, наприклад, в
[2]. Тут зазначимо лише, що кожна мiра зi скiнченними носiями має
вигляд

∑n
i=1 αiδxi

, де через δx позначаємо мiру Дiрака, зосереджену в
точцi x ∈ X.

Якщо f : X → Y — неперервне вiдображення метричних просторiв,
то через

P (f) : P (X) → P (Y )

позначають вiдображення, означене формулою:∫
Y

ϕd(P (f)(µ)) =

∫
X

ϕfdµ, ϕ ∈ C(Y )

(тут C(Y ) означає простiр неперервних функцiй на Y ).
Нагадаємо, що на множинi P (X) можна означити метрику Канто-

ровича d̂ (див., наприклад, [3]). Позначимо через Lip(X) множину всiх
дiйснозначних 1-лiпшицевих функцiй на метричному просторi X. Не-
хай µ, ν ∈ P (X), тодi приймемо

d̂(µ, ν) = sup

{∣∣∣∣∫
X

ϕdµ−
∫
X

ϕdν

∣∣∣∣ | ϕ ∈ Lip(X)

}
.

Якщо (X, d) — ультраметричний простiр, то на множинi P (X) мож-
на означити ультраметрику dHV (див. [4]):

dHV (µ, ν) = inf{r > 0 | µ(Or(x)) = ν(Or(x)) для кожного x ∈ X}.
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Нехай qK : X → X/ ∼K — фактор-вiдображення. Приймемо:

dK(µ, ν) =


dHV (µ, ν), якщо

P (qK)(µ) = P (qk)(ν),

max{d̂(P (qK)(µ), P (qk)(ν)), K + ε}, у протилежному

випадку.

Теорема 4. Функцiя dK є рiвномiрною K-ультраметрикою на мно-
жинi P (X).

Доведення. Спочатку покажемо, що dK — метрика на множинi P (X).
Потрiбно довести лише нерiвнiсть трикутника.

Якщо P (qK)(µ), P (qk)(ν), P (qk)(τ) — попарно рiзнi мiри, то

dK(µ, ν) = max{d̂(P (qK)(µ), P (qk)(ν)), K + ε} ≤
≤ max{d̂(P (qK)(µ), P (qk)(τ)), K + ε}+
+max{d̂(P (qK)(τ), P (qk)(ν)), K + ε}.

Тепер перевiримо умову з означення K-ультраметрики. Надалi не-
хай µ, ν, τ ∈ P (X) — попарно рiзнi мiри.

Не зменшуючи загальностi, припускаємо, що d̂(µ, ν) ≤ K. Якщо
також d̂(ν, τ) ≤ K, то з сильної нерiвностi трикутника для метрики
dHV випливає, що

d̂(µ, ν) ≤ max{d̂(µ, τ), d̂(τ, ν)}.

Тепер якщо d̂(µ, ν) ≤ K i d̂(ν, τ) ≥ K+ε, то також i d̂(µ, τ) ≥ K+ε,
а отже

d̂(µ, τ) =dK(P (qK)(µ), P (qK)(τ)) = dK(P (qK)(ν), P (qK)(τ)) = d(ν, τ) =

=max{d(µ, ν), d(ν, τ)}.

Якщо
min{d(µ, ν), d(µ, τ), d(ν, τ)} ≥ K + ε,

то

d(µ, ν) =max{K + ε, dK(µ, ν)} ≤ max{K + ε, dK(µ, τ) + dK(τ, ν)} ≤
≤max{K + ε, dK(µ, τ)}+max{K + ε, dK(τ, ν)} =

=d(µ, τ) + d(τ, ν).

Це завершує доведення теореми.
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Зауваження 1. З доведення випливає, що побудована K-ультраме-
трика насправдi є рiвномiрною K-ультраметрикою.

Твердження 2. Нехай f : X → Y — K-нерозтягуюче вiдображення.
Тодi вiдображення P (f) : P (X) → P (Y ) також K-нерозтягуюче.

Доведення. Нехай µ, ν ∈ P (X) i dK(µ, ν) ≤ ε, де ε ≤ K. Нехай та-
кож y ∈ Y i η > ε. З K-нерозтягуваностi вiдображення f випливає,
що множина f−1(Bη(y)) є об’єднанням куль вигляду Bε(x) в X. З σ-
адитивностi мiр µ, ν випливає тодi

P (f)(µ)(Bη(y)) = µ(f−1(Bη(y))) = ν(f−1(Bη(y))) = P (f)(ν)(Bη(y)).

Оскiльки y довiльне, одержуємо, що dK(P (f)(µ), P (f)(ν)) ≤ ε.

Одержуємо функтор ймовiрнiсних мiр P у категорiї UUMETK рiв-
номiрно K-ультраметричних просторiв та K-нерозтягуючих вiдобра-
жень.

Твердження 3. Вiдображення supp: P (X) → expX неперервне.

Доведення. Нехай µ, ν ∈ P (X) i d(µ, ν) < r, де r ≤ K. Тодi для
кожного x ∈ X одержуємо:

supp(µ) ∩Br(x) 6= ∅ ⇔ 0 6= µ(Br(x)) = ν(Br(x)) ⇔ supp(ν) ∩Br(x) 6= ∅,

звiдки випливає, що dH(supp(µ), supp(ν)) ≤ r.

Зауваження 2. Легко бачити, що supp = (suppX) : P → exp є при-
родним перетворенням функторiв.

Твердження 4. Множина Pω(X) мiр зi скiнченними носiями всюди
щiльна у просторi P (X).

Доведення. Нехай µ ∈ P (X) i r ∈ (0, K). Розглянемо скiнченне ди-
з’юнктне покриття {Br(xi) | i = 1, . . . ,m} множини supp(µ). Нехай
ν =

∑m
i=1 µ(B(xi))δxi

. Тодi нескладно побачити, що d(µ, ν) ≤ r.

Зауваження 3. Аналогiчно можна показати всюди щiльнiсть у P (X)

множини мiр зi скiнченними носiями з деякої всюди щiльної у X мно-
жини.
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Наша мета — означити вiдображення ψX : P 2(X) → P (X). Спочат-
ку означимо його на всюди щiльнiй пiдмножинi Pω(Pω(X)) ⊂ P 2(X).
Нехай M =

∑k
i=1 αiδµi

, де µi =
∑li

j=1 βijδxij
. Приймемо ψX(M) =∑k

i=1

∑li
j=1 αiβijδxij

∈ P (X) (вiдображення Маркова).
Покажемо, що якщо також M ′ ∈ Pω(Pω(X)) ⊂ P 2(X) i d(M,M ′) <

K, то тодi d(ψX(M), ψX(M
′)) ≤ d(M,M ′).

Нехай d(M,M ′) < r для деякого r < K. Розглянемо скiнченне
покриття множини supp(M) ∪ supp(M ′) кулями радiуса r. Тодi мiри
M,M ′ можна зобразити у виглядi M =

∑p
i=1Mi, M ′ =

∑p
i=1M

′
i , де

supp(Mi)∪supp(M ′
i) лежить у деякiй кулi Bi радiуса r у просторi P (X).

Запишемо Mi =
∑

s∈Ai
αiδµs , M ′

i =
∑

s∈Ai
α′
iδµ′

s
.

Оскiльки M(Bi) = M ′(Bi), то
∑

s∈Ai
αi =

∑
s∈Ai

α′
i. Оскiльки

d(µs, µt) < r для кожних s, t ∈ Ai, то iснує покриття Vi множини
supp(Mi) ∪ supp(M ′

i) кулями радiуса r в просторi X таке, що для ко-
жних µs, µ

′
t i кожного B̃ ∈ Vi маємо µs(B̃) = µ′

t(B̃). Нехай V = ∪iVi.
За побудовою одержуємо, що ψX(M)(B̃) = ψX(M

′)(B̃) для кожного
B̃ ∈ V . А це означає, що d(ψX(M), ψX(M

′)) ≤ r.
Продовжимо вiдображення ψX на всю множину P 2(X). Нехай M ∈

P 2(X). Iснує збiжна до M послiдовнiсть (Mi)
∞
i=1 у множинi Pω(Pω(X))

⊂ P 2(X). Оскiльки вiдображення supp i вiдображення об’єднання ∪ :

exp2X → expX неперервнi, iснує компактна множина Y ⊂ X така,
що {M} ∪ {Mi | i ∈ N} ⊂ P 2(Y ) ⊂ P (X). Мiркуючи аналогiчно як у
статтi [5] приходимо до висновку, що фундаментальна послiдовнiсть
(ψX(Mi))

∞
i=1 збiжна у множинi P (Y ) ⊂ P (X). Границю одержаної по-

слiдовностi позначаємо ψX(M). Легко бачити, що так одержане вiдо-
браження означене коректно i воно неперервне.

Ми одержуємо природне перетворення функтора P 2 у функтор
ймовiрнiсних мiр P у категорiї UMETK .

Тут ми нагадаємо деякi необхiднi означення з теорiї категорiй; бiльш
детально див., наприклад, у [6].

Для категорiї C позначимо через |C| клас об’єктiв у C. Якщо X,Y ∈
|C|, то через C(X,Y ) позначаємо множину морфiзмiв з X у Y в катего-
рiї C.

Трiйка T = (T, η, µ) називається монадою в категорiї C, якщо T —
ендофунктор в категорiї C i η : 1C → T , µ : T 2 ≡ TT → T — природнi
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перетворення такi, що

µηT = µT (η) = 1T , µT (µ) = µµT . (1)

Тодi η називається одиницею, а µ — множенням монади T. Функ-
тор T у цьому випадку називається функторiальною частиною монади
T.

Категорiєю Клейслi монади T називається категорiя CT, означена
умовами: |CT| = |C|, CT(X, Y ) = C(X,T (Y )), i композицiя g∗f морфiзмiв
f ∈ CT(X, Y ), g ∈ CT(Y, Z) задається формулою g ∗ f = µZT (g)f .

Означимо функтор FT : C → CT умовами: FT(X) = X для кожного
X ∈ |C| i FT(f) = ηY f для кожного f ∈ C(X,Y ).

Функтор F : CT → CT називається продовженням функтора F : C →
C на категорiю Клейслi CT, якщо IF = FI.

Теорема 5. Iснує бiєктивна вiдповiднiсть мiж продовженнями фун-
ктора F на категорiю Клейслi CT монади T i природними перетво-
ренням ξ : FT → TF , що задовольняють умови:

1. ξF (η) = ηF ;

2. µFT (ξ)ξT = ξF (µ).

Нагадаємо конструкцiю функтора G-симетричного степеня. Нехай
G — пiдгрупа симетричної групи Sn. Група G дiє на n-ому степенi
множини (або топологiчного простору) X перестановками координат.
Простiр орбiт цiєї дiї позначаємо SP n

G(X). При цьому орбiту, що мi-
стить точку (x1, . . . , xn) ∈ Xn, позначаємо [x1, . . . , xn], або коротше
[xi].

Нехай тепер (X, d) — метричний простiр. Вiдомо, що формула

d̂([xi], [yi]) = min
σ∈G

max
i=1,...,n

d(xi, yσ(i))

визначає метрику на SP n
G(X). Означимо вiдображення πG : Xn →

SP n
G(X) формулою:

πG(x1, . . . , xn) = [x1, . . . , xn].

Теорема 6. Нехай d — K-ультраметрика на множинi X. Тодi d̂ —
K-ультраметрика на множинi SP n

G(X).
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Доведення. Нехай [xi], [yi], [zi] ∈ SP n
G(X). Для визначеностi припус-

тимо, що d̂([xi], [yi]) ≤ K. Звiдси випливає, що iснує σ ∈ G таке, що
d(xi, yσ(i)) ≤ K для всiх i = 1, . . . , n. Тодi для кожного τ ∈ G i кожного
i = 1, . . . , n маємо

d(xi, zτ(σ(i))) ≤ max{d(xi, yσ(i)), d(yσ(i), zτ(σ(i)))}.

Нехай τ ∈ G — таке, що d̂([yj], [zk]) = maxj=1,...,n d(yj, zτ(j)), тодi

d̂([xi], [yi]) ≤ max
i=1,...,n

d(xi, zτ(σ(i))) ≤

≤max{ max
i=1,...,n

d(xi, yσ(i)), max
j=1,...,n

d(yi, zτ(j))} ≤

≤max{d̂([xi], [yi]), d̂([yi], [zi])}.

Зауваження 4. Легко бачити, що конструкцiя SP n
G визначає функ-

тор у категорiї UMETK, а також у категорiї UUMETK(функтор
G-симетричного степеня).

Легко бачити, що означенi вище вiдображення ψX : P 2(X) → P (X)

утворюють природне перетворення функтора P 2 у функтор P . Крiм
того, вiдображення δX : X → P (X), x 7→ δX , є компонентами природ-
ного перетворення тотожнього функтора у функтор P .

Теорема 7. Трiйка P = (P, δ, ψ) утворює монаду на категорiї
UUMETK.

Доведення. Перевiрити умови 1 з означення монади нескладно для
елементiв зi скiнченними носiями у просторi P (X) i, вiдповiдно, для
мiр у просторi P 2(X) вигляду M =

∑n
i=1 αiδµi

, де µi — мiри зi скiн-
ченними носiями у просторi P (X) (див., наприклад, [2]). Твердження
теореми випливає тепер з того факту, що цi елементи утворюють всюди
щiльнi множини у просторах P (X) та P 2(X) вiдповiдно (див. твер-
дження 4 та зауваження, що йде пiсля нього).

Нагадаємо, що для кожного метричного простору X вiдображення
uX : exp2X → expX, uX(A) = ∪A, та sX : X → expX, sX(x) = {x},
є нерозтягуючими, а тому є також i K-нерозтягуючими. Клас u =
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(uX) (вiдповiдно s = (sX)) є природним перетворенням функтора exp2

у функтор exp (вiдповiдно тотожнього функтора 1UMETK
у функтор

exp).

Теорема 8. Трiйка H = (exp, s, u) утворює монаду на категорiї
UMETK.

Монаду H називають монадою гiперпростору.

Теорема 9. Функтор G-симетричного степеня SP n
G допускає єдине

продовження на категорiю Клейслi монади гiперпростору на катего-
рiї UMETK.

Доведення. Означимо вiдображення ξX : SP n
G expX → expSP n

G(X)

формулою:

ξX([A1, . . . , An]) = {[a1, . . . , an] | ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n}.

В [7] показано, що таке вiдображення коректно означене. Покажемо,
що воно K-нерозтягуюче.

Нехай d̂H([A1, . . . , An], [B1, . . . , Bn]) ≤ K. Тодi iснує σ ∈ Sn таке,
що dH(Ai, Bσ(i)) ≤ K, а тому для кожного ai ∈ Ai iснує bσ(i) ∈ Bσ(i)

таке, що d(ai, bσ(i)) ≤ K, i = 1, . . . , n. Пiдсумовуючи, бачимо, що для
кожного [a1, . . . , an] ∈ ξX([A1, . . . , An]) iснує

[bσ(1), . . . , bσ(n)] ∈ ξX([Bσ(1), . . . , Bσ(n)]) = ξX([B1, . . . , Bn]),

для якого d̂([a1, . . . , an], [bσ(1), . . . , bσ(n)]) ≤ K. Мiняючи мiсцями [A1, . . . ,

An] i [B1, . . . , Bn], одержуємо остаточно, що

d̂H(ξX([A1, . . . , An]), ξX([B1, . . . , Bn])) ≤ K.

Той факт, що природне перетворення ξ задовольняє умови теореми
5, випливає з аналогiчного факту, доведеного в [2].

Доведення єдиностi продовження проводиться так само, як i дове-
дення аналогiчного результату в [2].

Теорема 10. Функтор гiперпростору exp допускає два продовження
на категорiю Клейслi монади гiперпростору H на категорiї UMETK.
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Доведення. Нагадаємо, що вiдображення трансверсалi tX : exp2X →
exp2X задається формулою:

tX(A) = {B ∈ expX | B ⊂ ∪A, B ∩ A 6= ∅ для всiх A ∈ A}

(див., напр., [2]).
Покажемо, що вiдображення трансверсалi є K-нерозтягуючим. Не-

хай A,A′ ∈ exp2X i dHH(A,A′) ≤ K. Нехай B ∈ tX(A). Для кожного
A′ ∈ A′ виберемо A ∈ A таке, що dH(A,A′) ≤ K i для кожного a ∈ A∩B
виберемо точку a′ ∈ A′ таку, що d(a, a′) ≤ K. Позначимо через B′

замикання множини усiх таких точок a′.
Очевидно, що B′ ⊂ ∪A′, а тому B′ ∈ expX. За побудовою, B′ ∈

tX(A′) i dH(B,B′) ≤ K.
Ми показали, що для кожного B ∈ tX(A) iснує B′ ∈ tX(A′) та-

ке, що dH(B,B′) ≤ K. Аналогiчно доводиться, що для кожного B′ ∈
tX(A′) iснує B ∈ tX(A) таке, що dH(B,B′) ≤ K. Звiдси випливає, що
dHH(tX(A), tX(A′)) ≤ K i вiдображення tX є K-нерозтягуючим.

Мiркуючи, як i в монографiї [2], одержуємо, що t = (tX) — природне
перетворення функтора exp2 у себе. Бiльше того, воно задовольняє
умови теореми 5 (для монади гiперпростору H i функтора F = exp),
звiдки випливає, що функтор exp допускає продовження на категорiю
Клейслi монади H.

Ще одне продовження функтора exp на категорiю Клейслi монади
H вiдповiдає природному перетворенню t′ = usexp (див. [2]). Доведення
того факту, що лише природнi перетворення t, t′ вiдповiдають продов-
женням функтора exp на категорiю Клейслi монади H, здiйснюється
аналогiчно до доведення вiдповiдного факту в [2].

Нехай µi ∈ P (Xi), де (Xi, di) — K-ультраметричнi простори, i =

1, . . . , n. Через µ1⊗µ2⊗· · ·⊗µn ∈ P (X1×· · ·×Xn) позначаємо добуток
мiр µi ∈ P (Xi), i = 1, . . . , n.

Лема 1. Нехай 0 ≤ c ≤ K i µi, νi ∈ P (X) i dK(µi, νi) ≤ c для кожного
i = 1, . . . , n. Тодi

dK(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn, ν1 ⊗ · · · ⊗ νn) ≤ c. (2)
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Доведення. Для кожного (x1, . . . , xn) ∈ Xn i кожного η > c одер-
жуємо

(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)(Bη(x1, . . . , xn)) = (µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)

(
n∏

i=1

Bη(xi)

)
=

=
n∏

i=1

νi(Bη(xi)) = (ν1 ⊗ · · · ⊗ νn)

(
n∏

i=1

Bη(xi)

)
=

= (ν1 ⊗ · · · ⊗ νn)(Bη(x1, . . . , xn)),

звiдки випливає (2).

Теорема 11. Функтор G-симетричного степеня допускає продовжен-
ня на категорiю Клейслi монади ймовiрнiсних мiр на категорiї
UMETK.

Доведення. Для кожного K-ультраметричного простору (X, d) озна-
чимо вiдображення ξX : SP n

GP (X) → PSP n
G(X) формулою:

ξX [µ1, . . . , µn] = P (πG)(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn).

Покажемо, що вiдображення ξX є K-нерозтягуючим, тобто є мор-
фiзмом категорiї UMETK . Нехай [µ1, . . . , µn], [ν1, . . . , νn] ∈ SP n

GP (X) i
d([µ1, . . . , µn], [ν1, . . . , νn]) ≤ K. Тодi iснує σ ∈ G таке, що dK(µi, νσ(i)) ≤
K для кожного i. Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що
σ = e, тобто що dK(µi, νi) ≤ K для кожного i.

З леми 1 i з K-нерозтягуваностi вiдображення P (πG) випливає те-
пер K-нерозтягуванiсть вiдображення ξX . Заключна частина доведен-
ня вiдбувається аналогiчно до доведення вiдповiдного факту в [2].

4 Дискретнi метричнi простори

Метричний простiр (X, d) назвемо K-дискретним, якщо d(x, y) ≥ K

для кожних x, y ∈ X, x 6= y. Зрозумiло, що кожний K-дискретний
простiр є K-ультраметричним.

Одне з застосувань K-дискретних метричних просторiв знаходимо
у асимптотичнiй топологiї: у статтi [8] показано, що кожен метричний
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простiр евiвалентний K-дискретному просторовi у сенсi асимптотичної
категорiї A.

Легко бачити, що гiперпростiрK-дискретного метричного простору
є знову K-дискретним простором. Описана вище конструкцiя метри-
зацiї множини ймовiрнiсних мiр дає таку формулу для K-дискретного
метричного простору:

d̂(µ, ν) = max{K, dK(µ, ν)},

якщо µ 6= ν.
Описанi вище результати мають свої аналоги i для категорiї K-

дискретних метричних просторiв i їх (довiльних) вiдображень.

5 Зауваження

Вiдомо, що аналога вiдображення Маркова ψX : P 2(X) → P (X) не
iснує для всiх метричних просторiв. Однiєю з мотивацiй запровадже-
ння поняття K-ультраметричного простору якраз i є змога означити
таке вiдображення.

Бачимо, що на вiдмiну вiд гiперпростору,K-ультраметризацiя прос-
тору ймовiрнiсних мiр побудована лише для рiвномiрних K-ультра-
метричних просторiв. Це природно приводить до вiдкритої пробле-
ми: чи iснує K-ультраметризацiя простору ймовiрнiсних мiр всiх K-
ультраметричних просторiв?
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