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Дослiджується метрична реалiзацiя скiнченних груп пiдстановок. Да-
ється повна характеризацiя тих регулярних скiнченних груп пiдста-
новок, якi реалiзуються як групи iзометрiй метричних просторiв. По-
казано, що мiнiмальне метричне зображення кожної з таких груп є
групою iзометрiй метричного простору, метрика в якому набуває 2, 3,
4, або 5 рiзних значень.

1 Вступ

Нехай K — деякий клас скiнченних дискретних структур: графiв, гi-
перграфiв, частково впорядкованих множин, метричних просторiв, то-
що. Кожна структура S iз класу K визначена над деякою множиною
X носiєм S. Пiдстановки множини X, якi зберiгають структуру S в
цiлому, називають її автоморфiзмами. Групу всiх автоморфiзмiв AutS

структури S природно розглядати як групу пiдстановок на множинi
X. Нагадаємо, що групи пiдстановок (G,X) i (H,Y ) iзоморфнi, якщо
iснує пара вiдображень f : G → H, δ : X → Y таких, що f — iзо-
морфiзм груп, δ — бiєкцiя, причому для довiльних x ∈ X, g ∈ G

виконується рiвнiсть δ(xg) = δ(x)f(g), де xg є образом елемента x пiд
дiєю пiдстановки g.

УДК: 519.11; MSC 2000: 20B25
Ключовi слова i фрази: регулярна група, 2∗-замкнена група пiдстановок, метрична
реалiзовнiсть, група iзометрiй, мiнiмальне метричне зображення.
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Означення 1. Групу пiдстановок (G,X) називатимемо K-реалiзов-
ною, якщо в класi K iснує об’єкт S з носiєм Y такий, що групи пiд-
становок (G,X) i (AutS, Y ) є iзоморфними.

Проблеми характеризацiї K-реалiзовних груп пiдстановок для пе-
реважної бiльшостi класiв дискретних структур є далекими вiд розв’я-
зання. А тому вони, як правило, дослiджуються для рiзних типiв скiн-
ченних груп пiдстановок. Одним з найбiльш дослiджених в цьому вiд-
ношеннi є клас регулярних груп пiдстановок. Група пiдстановок (G,X)

називається регулярною, якщо для довiльних елементiв x1, x2 iснує
точно одна пiдстановка g ∈ G така, що xg

1 = x2. Iнакше кажучи, (G,X)

регулярна, якщо G дiє на X транзитивно i |G| = |X|.
Проблема реалiзацiї регулярних груп пiдстановок у виглядi повних

груп автоморфiзмiв простих (неорiєнтованих) графiв дослiджувалася
ще з 70-х рокiв минулого столiття (т. зв. GRR-проблема). Зусиллями
ряду математикiв [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] було повнiстю охаракте-
ризовано всi регулярнi групи пiдстановок, якi реалiзуються автомор-
фiзмами простих графiв. При цьому було встановлено певнi тверджен-
ня, якi мають значно ширшу сферу застосувань.

В данiй роботi ми дослiджуємо метричну реалiзацiю скiнченних
груп пiдстановок. Базуючись на пiдходах, розроблених при дослiджен-
нi GRR-проблеми, i використовуючи встановленi при цьому тверджен-
ня, ми даємо повну характеризацiю тих регулярних скiнченних груп
пiдстановок, якi реалiзуються як групи iзометрiй метричних просторiв.

В роботi розглядаються лише скiнченнi метричнi об’єкти (групи
пiдстановок, графи, метричнi простори), хоча деякi зi сформульованих
результатiв можна перенести на нескiнченний випадок. Всi позначення
в статтi загальноприйнятi, для визначення загальновживаних термiнiв
ми вiдсилаємо читача до монографiй [8], [9], [10], [11], [12].

2 2- i 2*-замкненi групи пiдстановок

За дiєю групи G на множинi X природно визначаються її дiї на декар-
товому квадратi X2 = X × X i множинi X{2} всiх 2-елементних пiд-
множин множини X. А саме, для довiльних (x, y) ∈ X2, {x, y} ∈ X{2}

i g ∈ G покладемо
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(x, y)g = (xg, yg), (1)

{x, y}g = {xg, yg}. (2)

Орбiти груп пiдстановок пiдстановок (G,X2) i (G,X{2}) називають-
ся, вiдповiдно, орбiталами i симетризованими орбiталами групи пiдста-
новок (G,X). Для бiнарного вiдношення α ⊂ X2, як звичайно, покла-
демо α−1 = {(y, x)| (x, y) ∈ α}. Вiдношення α ∪ α−1 ⊆ X2 називає-
ться симетризацiєю вiдношення α. Iснує очевидна взаємнооднозначна
вiдповiднiсть мiж симетризацiями недiагональних орбiт групи пiдста-
новок (G,X2) i орбiтами (G,X{2}). При цьому орбiтал α групи пiдста-
новок (G,X) називається дiагональним, якщо α ⊂ DX = {(x, x) | x ∈
X}. Єдиним дiагональним орбiталом транзитивної групи пiдстановок
(G,X) є дiагональне вiдношення DX . Зауважимо також, що орбiта-
ли i симетризованi орбiтали утворюють розбиття множин X2 та X{2}

вiдповiдно.
Нехай R = 〈R1, R2, . . . , Rs〉 — множина бiнарних вiдношень на мно-

жинi X. Пiдстановка g ∈ S(X) зберiгає вiдношення Ri, 1 ≤ i ≤ s, якщо
для довiльної пари (x, y) ∈ Ri її образ (xg, yg) також мiститься в Ri.
Пiдстановка g ∈ S(X) називається автоморфiзмом системи вiдношень
R, якщо вона зберiгає кожне вiдношення з цiєї системи. Групу автомор-
фiзмiв системи вiдношень R позначатимемо AutR.

Символом Orb2(G,X) позначатимемо множину орбiталiв групи пiд-
становок (G,X), а символом Orb∗

2(G,X) — множину її симетризованих
орбiталiв.

Означення 2. i) Aut(Orb2(G,X)) називається 2-замиканням групи
пiдстановок (G,X), а група пiдстановок Aut(Orb∗

2(G,X)) — її симе-
тризованим 2-замиканням або 2∗-замиканням.

ii) Група пiдстановок (G,X) називається 2-замкненою (2∗-замк-
неною), якщо вона дорiвнює своєму 2-замиканню (2∗-замиканню).

2-замикання групи пiдстановок (G,X) будемо позначати символом
G(2), а її симетризоване 2-замикання — символом G{2}. 2-замкненi чи,
вiдповiдно, 2∗-замкненi групи пiдстановок природним чином характе-
ризуються в термiнах автоморфiзмiв реберно-кольорових простих ор-
графiв чи графiв. Кожне k-кольорове розфарбування ребер повного
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простого орграфа чи графа з множиною вершин X задає розбиття
множин X2 \DX i X{2}, вiдповiдно, на k пiдмножин. Тобто k-кольоро-
вому розфарбуванню ребер повного простого орграфа (графа) вiдпо-
вiдає k антирефлексивних вiдношень (антирефлексивних симетричних
вiдношень), заданих на множинi X, що утворюють розбиття множини
X2 \ DX (X2). Автоморфiзмом повного кольорового простого оргра-
фа (графа) називається така пiдстановка множини його вершин, яка
зберiгає кольори ребер. Має мiсце таке добре вiдоме твердження.

Лема 1 ([13]). Група пiдстановок (G,X) 2-замкнена тодi i тiльки
тодi, коли вона є групою автоморфiзмiв деякого повного кольорового
простого орграфа.

3 Метрична реалiзацiя i 2∗-замкненiсть груп пiдста-
новок

Групу пiдстановок (G,X) називатимемо метрично реалiзовною, якщо
вона реалiзується в класi метричних просторiв в сенсi означення 1.
Нехай (X, dX) — скiнченний метричний простiр, Dist(X, dX) — мно-
жина значень метрики dX , Dist∗(X, dX) = Dist(X, dX) \ {0}. Для до-
вiльного a ∈ Dist(X, dX) символом Ra позначимо бiнарне вiдношення,
задане на множинi X, визначене рiвнiстю

Ra = {(x, y) | (x, y) ∈ X2, d(x, y) = a}. (3)

Зрозумiло, що вiдношення Ra, a ∈ Dist(X, dX), утворюють розбиття
множини X2, причому R0 = DX . Кожне з вiдношень Ra є симетрич-
ним, а тому при довiльному a 6= 0 вiдношенню Ra взаємнооднозначно
вiдповiдає пiдмножина R̂a iз X{2}, визначена рiвнiстю

R̂a = {{x, y} | (x, y) ∈ Ra}. (4)

Пiдмножини R̂a, a ∈ Dist∗(X, dX), в свою чергу утворюють розбиття
множини X{2}. Безпосередньо з означень родин множин (3) i (4) ви-
пливає

Лема 2. Пiдстановка g ∈ S(X) буде iзометрiєю простору X тодi i
лише тодi, коли вона зберiгає системи вiдношень 〈Ra, a∈ Dist(X, dX)〉
i 〈R̂a, a ∈ Dist∗(X, dX)〉.
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Доведення. ⇒ Якщо g — iзометрiя простору X, то вона зберiгає
вiдстанi мiж точками, а, отже, будуть зберiгатись системи вiдношень
〈Ra, a ∈ Dist(X, dX)〉 i 〈R̂a, a ∈ Dist∗(X, dX)〉.

⇐ Нехай тепер пiдстановка g ∈ S(X) зберiгає вiдношення 〈Ra, a ∈
Dist(X, dX)〉 i 〈R̂a, a ∈ Dist∗(X, dX)〉. Оскiльки g — пiдстановка, то вона
є бiєкцiєю на множинi X. Якщо (x, y) ∈ Ra, то образ (xg, yg) також
належить множинi Ra, тобто

d(x, y) = d(xg, yg) = a.

А це означає, що g зберiгає вiдстанi мiж точками, тобто є iзометрiєю.

Якщо група пiдстановок (G,X) є метрично реалiзовною, то iснує
метричний простiр (Y, d) такий, що (G,X) iзоморфна (Isom(Y, d), Y )

як група пiдстановок. Це означає, що iснує бiєкцiя f : Y → X така, що
ввiвши на множинi X метрику d′ рiвнiстю

d′(x1, x2) = d(f−1(x1), f
−1(x2)), x1, x2 ∈ X,

дiстанемо метричний простiр (X, d′), для якого має мiсце рiвнiсть

Isom(X, d′) = (G,X).

Iншими словами, кожна метрично реалiзовна група пiдстановок може
бути реалiзована як група iзометрiй певного метричного простору на
своїй основнiй множинi.

Теорема 1. Для групи пiдстановок (G,X) наступнi вимоги є рiвно-
сильними:

i) (G,X) є 2∗-замкненою;

ii) (G,X) реалiзується як група автоморфiзмiв повного кольорового
графа;

iii) (G,X) є метрично реалiзовною.
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Доведення. Пересвiдчимося, що правильними є iмплiкацiї i) ⇒ ii) ⇒
iii) ⇒ i).

i) ⇒ ii) Якщо (G,X) є 2∗-замкненою, то G збiгається з групою
автоморфiзмiв родини своїх симетризованих орбiталiв Orb∗

2(G,X). Си-
метризованi орбiтали утворюють розбиття множини X{2}, яка є мно-
жиною ребер повного графа з множиною вершин X. Отже, родина
симетризованих орбiталiв Orb∗

2(G,X) задає на X повний реберно-ко-
льоровий граф, а (G,X) є групою автоморфiзмiв цього графа.

ii) ⇒ iii) Нехай (G,X) є групою автоморфiзмiв повного реберно-
кольорового, розфарбованого у k кольрiв графа Γ, заданого на мно-
жинi X. Тодi множина ребер X{2} розбивається на k пiдмножин R1,
R2, . . ., Rk. Задамо на множинi X функцiю d двох змiнних, поклавши
для довiльних x, y ∈ X

d(x, y) =

{
0, якщо x = y,

k + i, якщо {x, y} ∈ Ri, 1 ≤ i ≤ k.
(5)

Зрозумiло, що d є додатно визначеною i симетричною. Крiм того, ос-
кiльки для довiльних x, y ∈ X виконується оцiнка k ≤ d(x, y) ≤ 2k,
то нерiвнiсть трикутника виконується при довiльному виборi точок
x, y, z ∈ X. Таким чином вiдношення R1, R2, . . ., Rk визначають ме-
трику d i за лемою 2 отримуємо

Isom(X, d) = Aut〈R1, . . . , Rk〉 = AutΓ.

iii) ⇒ i) Нехай (X, d) — метричний простiр, 〈R̂a, a ∈ Dist∗(X, dX)〉 —
розбиття множини X{2}, яке визначається метрикою d. Якщо
{x1, x2}, {y1, y2} ∈ X{2} мiстяться в однiй орбiтi групи IsomX, то
d(x1, x2) = d(y1, y2), тобто при деякому b ∈ Dist∗(X, dX) маємо
{x1, x2}, {y1, y2} ∈ R̂b. Це означає, що розбиття Orb∗

2(IsomX,X) мно-
жини X{2} є подрiбненням розбиття, що визначається метрикою d. А
тому, пiдгрупа симетричної групи S(X), яка складається з усiх пiдста-
новок, що зберiгають кожну пiдмножину iз розбиття Orb∗

2(IsomX,X),
мiститься в пiдгрупi всiх пiдстановок iз S(X), якi зберiгають кожну
з пiдмножин R̂a, a ∈ Dist∗(X, dX). За лемою 2 остання рiвна IsomX.
Таким чином, група пiдстановок (IsomX,X) є 2∗-замкненою.
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4 Реалiзовнiсть регулярних груп у виглядi груп iзо-
метрiй метричних просторiв

Кожна регулярна група пiдстановок iзоморфна своєму лiвому або пра-
вому регулярному зображенню, коли група дiє на множинi своїх еле-
ментiв лiвими або правими зсувами. А саме, елемент g ∈ G дiє як
пiдстановка x → xg, x ∈ G, для правих зсувiв i як пiдстановка x →
g−1x, x ∈ G — для лiвих. У випадку абелевих груп лiве i праве регуляр-
нi зображення групи рiвнi, а транзитивна абелева група пiдстановок є
регулярною.

Орбiтали групи G, яка дiє на множинi своїх елементiв правими
зсувами, описуються таким чином. Для довiльного елемента a ∈ G

покладемо
Qa = {(x, y) ∈ G×G | xy−1 = a}. (6)

Зокрема, Qe = DG — дiагональ прямого добутку G×G.

Лема 3. Нехай регулярна група G дiє на множинi своїх елементiв
правими зсувами. Кожен орбiтал G при такiй дiї рiвний для певного
елемента a ∈ G множинi Qa, що визначена рiвнiстю (6) i мiстить
|G| елементiв.

Доведення. Фiксуємо деякий елемент a ∈ G. Пересвiдчимося, що
множина Qa є iнварiантною вiдносно правих зсувiв. Справдi, якщо
(x, y) ∈ Qa, а γg : z → zg, z ∈ G, — правий зсув на елемент g ∈ G, то

(x, y)γg = (xg, yg),

а через те, що

(xg) · (yg)−1 = xgg−1y−1 = xy−1 = a,

отримаємо (x, y)γg ∈ Qa.
Нехай тепер (x1, y1), (x2, y2) ∈ Qa. Тобто x1y

−1
1 = x2y

−1
2 = a. Розгля-

немо правий зсув γx−1
1 x2

, тодi

x
γ
x−1
1 x2

1 = x1x
−1
1 x2;

y
γ
x−1
1 x2

1 = y1x
−1
1 x2 = a−1x2 = y2x

−1
2 x2 = y2.
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Отже (x1, y1) i (x2, y2) належать одному орбiталу групи G. Таким чином
Qa є орбiталом. Оскiльки iндукована дiя групи G на кожному орбiталi
є регулярною, то |Qa| = |G|.

Лема 4. Симетризацiя вiдношення Qa, a ∈ G, рiвна вiдношенню

Q̂a = {(x, y) ∈ G×G | xy−1 ∈ {a, a−1}}. (7)

Зокрема, вiдношення Qa буде симетричним тодi i тiльки тодi, коли
a2 = e.

Доведення. За означенням орбiтала Qa маємо Q−1
a = Qa−1 . А тому

симетризацiя вiдношення Qa дорiвнює вiдношенню Qa ∪ Qa−1 = Q̂a.
Рiвнiсть Qa = Qa−1 виконується тодi й лише тодi, коли a = a−1, тобто
a є елементом другого порядку.

Нагадаємо, що графом Келi групи G, в якiй видiлено систему твiр-
них H, називається розфарбований орiєнтовний граф CH(G), визначе-
ний таким чином. Множиною вершин CH(G) є множина елементiв G.
Вершини g1, g2 ∈ G з’єднанi дугою кольору h, h ∈ H, в напрямку вiд
g1 до g2, якщо g1 · h = g2. З означення графа Келi випливає, що для
довiльної групи G i її системи твiрних H має мiсце спiввiдношення

AutCH(G) ' G.

Лема 5. Кожна регулярна група пiдстановок, яка має множину
твiрних, що складається з k елементiв, може бути реалiзована як
група всiх автоморфiзмiв повного орiєнтованого графа, дуги якого роз-
фарбовано k+1 кольором. Зокрема, кожна регулярна група пiдстано-
вок є 2-замкненою.

Доведення. Нехай H — k-елементна система твiрних групи G. Ко-
льоровий граф CH(G) можна доповнити до повного орiєнтованого ко-
льорового графу, з’єднуючи дугою кожну пару g1, g2 тих його вер-
шин, якi в CH(G) не були з’єднанi, i фарбуючи всi такi дуги новим,
додатковим кольором. Отримаємо повний реберно-кольоровий орiєн-
товний
граф, група автоморфiзмiв якого iзоморфна групi G, яка дiє на множи-
нi його вершин регулярно. За побудовою, дуги таким чином визначе-
ного повного графа розфарбовано в k + 1 колiр.
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Приклад 1. При довiльному натуральному n симетрична група Sn

i знакозмiнна група An можуть бути породженi двома пiдстанов-
ками [10]. Отже, регулярне зображення Sn i регулярне зображення
An (групи пiдстановок степенiв n! i n!

2
вiдповiдно) реалiзуються як

групи автоморфiзмiв повних кольорових орграфiв з n! чи, вiдповiдно,
n!
2

вершинами, дуги яких розфарбовано трьома кольорами.

Лема 6. Нехай група G має такий автоморфiзм f : G → G, що
для довiльного x ∈ G маємо f(x) ∈ {x, x−1}. Тодi розширення G′ за
допомогою автоморфiзму f дiї групи G на собi правими зсувами має
тi ж симетризованi орбiтали, що й група G.

Доведення. Зрозумiло, що симетризованi орбiтали групи G′ не меншi
(в сенсi теоретико множинного включення) нiж орбiтали групи G. З
iншого боку, образ f(Q̂a) складається з пар (f(x), f(y)), (x, y) ∈ Q̂a.
Оскiльки

f(x) · f(y−1) = f(x · y−1) ∈ {f(a), f(a−1)} = {a, a−1},

то f(Q̂a) = Q̂a. А тому для довiльного елемента g ∈ G′ має мiсце
рiвнiсть g(Q̂a) = Q̂a, тобто симетризованi орбiтали при переходi до
групи G′ не склеюються.

Лема 7. Нехай G — абелева група, яка дiє на множинi своїх елемен-
тiв правими зсувами. Група пiдстановок (G,G) є 2∗-замкненою тодi
i лише тодi, коли G — елементарна абелева 2-група.

Доведення. (⇐) Якщо G є елементарною абелевою 2-групою, то для
довiльного елемента g ∈ G маємо g2 = e, звiдки Q̂g = Qg. Отже,
кожен орбiтал такої групи збiгається зi своєю симетризацiєю, а тому 2-
замикання групи G дорiвнює її 2∗-замиканню. Оскiльки G є 2-замкне-
ною, то вона буде також i 2∗-замкненою.

(⇒) Нехай дiя групи G на собi правими зсувами є 2∗-замкненою.
Оскiльки G — абелева, то вiдображення f : G → G таке, що f(x) = x−1

для довiльного елемента x ∈ G, є автоморфiзмом G. За лемою 6 роз-
ширення G′ групи G за допомогою автоморфiзму f має тi ж симетри-
зованi орбiтали, що й група G при дiї на множинi її елементiв. Тому
для 2∗-замкненостi G необхiдно, щоб G = G′, тобто автоморфiзм f був
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тотожним вiдображенням. А це має мiсце лише тодi, коли G є елемен-
тарною абелевою 2-групою.

Нагадаємо, що дiциклiчною групою Dicn називається неабелева
група порядку 4n, яка є розширенням циклiчної групи порядку 2 за
допомогою циклiчної групи порядку 2n. Ця група може бути задана
твiрними i визначальними спiввiдношеннями таким чином

Dicn = 〈a, x | a2n = 1, x2 = 1, x−1ax = a−1〉.

Вона може бути реалiзована як пiдгрупа мультиплiкативної групи тiла
кватернiонiв, породжена двома кватернiонами: a = cos π

n
+i sin π

n
, x = j.

Якщо n = 2k, k > 1, то дiциклiчна група Dicn називається узагаль-
неною групою кватернiонiв, а при n = 2 вона є групою кватернiонiв
порядку 8.

Широким узагальненням класу дiциклiчних груп є т.зв. узагальненi
дiциклiчнi групи. Нехай A — довiльна абелева група, яка має елементи
порядку 2. Зафiксуємо елемент x ∈ A, який має порядок 2. Узагальне-
ною дiциклiчною групою називається розширення G циклiчної групи
порядку 2 за допомогою групи A таке, що G породжується пiдрупою
A i елементом y, для яких виконуються спiввiдношення:

[G : A] = 2, y2 = x, y−1ay = a−1 для довiльного a ∈ A.

Так сконструйована група G позначається символом Dic(A, x).
Основна властивiсть узагальнених дiциклiчних груп в контекстi на-

шого дослiдження була сформульована в працi М. Уоткiнса [7].

Лема 8 ([7], теорема 2). Для групи G наступнi твердження рiвно-
сильнi:

i) G є узагальненою дiциклiчною групою;

ii) G є неабелевою групою, в якiй iснує нетотожнiй автоморфiзм
f ∈ AutG такий, що f(g) = g±1 для довiльного елемента g ∈ G.

В працi Л. Бабаi [14] було встановлено, що автоморфiзм f можна
замiнити на довiльну пiдстановку з такою ж властивiстю.
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Лема 9 ([14], теорема 2). Для групи G наступнi твердження еквiва-
лентнi:

i) iснує нетотожнiй автоморфiзм f ∈ AutG такий, що f(g) = g±1

для довiльного елемента g ∈ G;

ii) iснує група пiдстановок H, яка дiє на множинi елементiв групи
G i мiстить праве регулярне зображення G така, що для довiль-
ної пiдстановки f зi стабiлiзатора одиничного елемента G в гру-
пi H рiвнiсть f(g) = g±1 виконується для всiх елементiв g ∈ G.

Використовуючи сформульованi допомiжнi твердження доведемо
таку теорему.

Теорема 2. i) Абелева група, яка дiє регулярно, є метрично реалiзо-
вною тодi i лише тодi, коли вона є елементарною абелевою.

ii) Неабелева регулярна група пiдстановок є метрично реалiзовною
в тому i лише в тому разi, коли вона не iзоморфна жоднiй узагаль-
ненiй дiциклiчнiй групi.

Доведення. i) За лемою 7 група є 2∗-замкненою регулярною абеле-
вою групою пiдстановок тодi i тiльки тодi, коли вона є елементарною
абелевою 2-групою. Залишається застосувати теорему 1.

ii) Нехай G — неабелева регулярна група пiдстановок. Якщо група
G не є 2∗-замкненою, то iснує пiдстановка f ∈ S(G), яка зберiгає всi
симетризованi орбiтали (лема 6). Це можливо тодi i лише тодi, коли

1) f належить до стабiлiзатора одиничного елемента групи G в
S(G);

2) для довiльного елемента x ∈ G виконується одна з рiвностей
f(x) = x±1.

За лемою 9 звiдси випливає, що iснує автоморфiзм f ′ групи G такий,
що для довiльного елемента x ∈ G маємо f ′(x) = x±1, а за лемою 8
звiдси дiстаємо, що G — узагальнена дiциклiчна група.

З iншого боку, якщо G — узагальнена дiциклiчна група, то iснує
автоморфiзм f ∈ AutG такий, що f(x) = x±1, x ∈ G, i розширюючи
згiдно з лемою 6 групу G за допомогою цього автоморфiзму, отримаємо
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бiльшу групу G′, яка має на множинi G тi ж самi симетризованi орбi-
тали, що й група G. Теорему повнiстю доведено.

Зазначимо, що в наших тезах [15] у формулюваннi другої з теорем
було пропущено слово ббабелевих”. Правильне формулювання цього
твердження вiдповiдає пункту i) теореми 2. З теорем 1 i 2 випли-
ває також, що у повiдомленi [16] при характеризацiї груп автоморфi-
змiв повних (неорiєнтовних) кольорових графiв Келi регулярних груп
пiдстановок було пропущено випадок узагальнених дiциклiчних груп.
Згiдно з нашою теоремою 1, правильне формулювання теореми 1 iз
[16] вiдповiдає пункту ii) нашої теореми 2.

Якщо G є групою iзометрiй метричного простору (X, d), причо-
му дiя G на X є транзитивною, то набiр вiдстаней вiд заданої точки
простору до iнших його точок не залежить вiд вибору точки. Отже,
Dist(X, dX) для простору з транзитивною групою iзометрiй є не бiльше
нiж n-елементною множиною.

Теорема 3. Нехай група G мiстить k iнволюцiй i реалiзується як
регулярна група iзометрiй метричного простору (X, dX). Тодi

|Dist∗(X, dX)| ≤
|G|+ k − 1

2
. (8)

Доведення. Кiлькiсть орбiталiв групи G при регулярнiй дiї за лемою
3 дорiвнює |G|. При симетризацiї орбiталiв тi з них, що вiдповiдають
елементам порядку > 2 за лемою 4 склеюються попарно, а орбiтали,
якi вiдповiдають iнволюцiям є симетричними вiдношеннями. А тому
кiлькiсть симетричних орбiталiв групи G дорiвнює k+1, а несиметрич-
них вiдповiдно |G|−k−1. При симетризацiї орбiтали дають 1

2
(|G|−k−1)

симетризованих орбiталiв. А тому загальна кiлькiсть симетризованих
орбiталiв групи G при регулярнiй дiї дорiвнює

1

2
(|G| − k − 1) + k + 1 =

|G|+ k + 1

2
.

Оскiльки число ненульових значень метрики d дорiвнює кiлькостi си-
метризованих орбiталiв i |Dist∗(X, dX)| = |Dist(X, dX)| − 1, отримуємо
потрiбну нерiвнiсть (8).

Зауважимо, що оцiнка (8) досягається. Зокрема, для групи C2 в
нерiвностi (8) отримуємо рiвнiсть.
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5 Мiнiмальнi зображення регулярних груп iзомет-
рiями метричних просторiв

Означення 3. Зображення групи G в якостi регулярної групи iзоме-
трiй метричного простору (X, d) назвемо мiнiмальним, якщо G '
Isom(X, d), причому кiлькiсть значень метрики d є мiнiмальною мо-
жливою для того, щоб таке спiввiдношення виконувалось.

В бiльшостi випадкiв оцiнка, наведена в теоремi 3, є далекою вiд
точної. Використовуючи вiдомi результати з теорiї графiв, кiлькiсть
значень метрики при мiнiмальних зображеннях можна уточнити. Для
цього скористаємося таким твердженням Ґ.Д. Ґодсiла [2].

Теорема 4 ([2]). Регулярна група пiдстановок зображується як група
автоморфiзмiв простого (неорiєнтованого) графа тодi й лише тодi,
коли:

1) вона є елементарною абелевою 2-групою, крiм груп C2 × C2,
C2 × C2 × C2, C2 × C2 × C2 × C2;

2) вона є неабелевою групою, яка вiдмiнна вiд узагальненої дiциклiч-
ної групи i не належить до груп з нижче наведеного списку з
10 груп

• дiедральнi групи D3, D4, D5;

• знакозмiнна група A4;

• Q× C3, Q× C4, де Q — група кватернiонiв порядку 8;

• 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = 1, abc = bca = cab〉;

• 〈a, b | a8 = b2 = 1, b−1ab = a5〉;

• 〈a, b, c | a3 = b3 = c2 = 1, ab = ba, (ac)2 = (bc)2 = 1〉;

• 〈a, b, c | a3 = b2 = c3 = 1, ac = ca, bc = cb, b−1ab = ac〉.

Кожен простий граф Γ можна розглядати як повний неорiєнтов-
ний граф з тiєю ж множиною вершин, ребра якого розфарбованi в два
кольори. А тому групи пiдстановок, що реалiзуються як групи авто-
морфiзмiв простих графiв, — це тi i лише тi групи, якi реалiзуються
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як групи iзометрiй метричних просторiв, метрика в яких набуває лише
трьох значень. З теореми 4 випливає, що для визначення числа зна-
чень метрики мiнiмальних метричних зображень всiх iнших регуляр-
них
груп потрiбно дослiдити мiнiмальнi зображення 13 груп iз теореми 4.
Як сказано в [17] це було зроблено польським математиком
М. Слiвiнським (неопублiковано). Вiн встановив, що група C4

2 = C2 ×
C2×C2×C2 реалiзується як група автоморфiзмiв повного графа, ребра
якого пофарбовано 4 кольорами, а всi iншi групи з наведеного списку
реалiзуються як групи автоморфiзмiв реберно 3-кольорових неорiєн-
товних повних графiв. Отже, C4

2 реалiзується як група iзометрiй ме-
тричного простору, метрика в якому може набувати не бiльше нiж 5

значень, а всi iншi групи iз списку теореми 4 — як групи iзометрiй ме-
тричних просторiв, метрика в яких набуває не бiльше нiж 4 значення.
Пiдсумовуючи, отримаємо таке твердження

Теорема 5. Нехай регулярна група G зображується як група iзо-
метрiй метричного простору. Мiнiмальне метричне зображення цiєї
групи є групою iзометрiй метричного простору, метрика в якому
набуває

• 2 значення, якщо G = C2,

• 4 значення, якщо група G належить до списку теореми 4, але
вiдмiнна вiд C4

2 ;

• 5 значень, коли G = C4
2 ;

• 3 значення в усiх iнших випадках.
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Metric realization of finite permutation groups is investigated. It is ob-

tained complete characterization of the regular finite permutation groups,

which are realized as isometry groups of metric spaces. It is shown that

the minimum metric representation of each of such groups is the isometry

group of a metric space, in which metric takes 2, 3, 4 or 5 different values.




