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Знайдено новi достатнi умови пiдвищеної регулярностi розв’язкiв аб-
страктної задачi Кошi для пiвлiнiйного параболiчного рiвняння.

1 Вступ

Серед достатнiх умов на праву частину параболiчного рiвняння, що
забезпечують розв’язнiсть абстрактної задачi Кошi, вiдзначимо ре-
зультат Да Прато i Грiсварда [1], згiдно з яким припускається, що
права частина має значення в промiжних просторах iнтерполяцiйних
неперервних шкал. У [2] цей результат поширено на випадок компле-
ксних iнтерполяцiйних шкал та дослiджено регулярнiсть вiдповiдного
розв’язку задачi. У данiй статтi результат [2] поширено на випадок
пiвлiнiйного параболiчного рiвняння.
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2 Попереднi вiдомостi

Через lω = {reiω : r > 0} будемо позначати промiнь iз заданим кутом
ω ∈ [0, 2π]. Зафiксуємо кут ω0 ∈ (π/2, π) i спiвставимо йому в пло-
щинi C замкнений сектор з виколотою точкою {0} i його замикання,
вiдповiдно Λ0 =

⋃
{lω : ω ∈ [−ω0, ω0]} та Λ = Λ0

⋃
{0}.

Нехай задано пару банахових просторiв (V0, ‖ · ‖V0) та (V1, ‖ · ‖V1)

над C з неперервним та щiльним вкладенням E10 : V1 # V0. Через A
позначаємо клас лiнiйних операторiв A : V1 −→ V0, резольвента яких
(λE10−A)−1 є визначеною та рiвномiрно обмеженою вiдносно всiх чисел
λ ∈ Λ за нормою простору L (V0;V1) всiх неперервних операторiв iз V0

в V1, тобто

A =

{
A ∈ L (V1;V0) : sup

λ∈Λ

∥∥(λE10 − A)−1
∥∥

L (V0;V1)
= K(A) < ∞

}
,

де стала K(A) залежить тiльки вiд A. Через %(A) =

{λ : (λE10 − A)−1 ∈ L (V0;V1)} i σ(A) = C\%(A) позначаємо резольвент-
ну множину i спектр оператора A. Резольвентою оператора A (див.
книгу [3], позначення якої будуть далi використовуватися) називаємо
операторнозначну функцiю %(A) 3 λ 7−→ (λE10 − A)−1 ∈ L (V0;V1).
Далi позначаємо R(λ,A) = E10

(
λE10 − A

)−1 ∈ L (V0), де λ ∈ %(A).

Оператори класу A прийнято називати секторiальними операто-
рами вiд’ємного типу r(A) = sup {<(λ) : λ ∈ σ(A)} над простором V0.
Вiдзначимо, що для довiльного оператора A класу A iснує оберне-
ний A−1 ∈ L (V0;V1). В наших позначеннях пiд обмеженим оберненим
оператора A розумiємо оператор E10A

−1 ∈ L (V0). Кожен з операто-
рiв A ∈ A можна трактувати як необмежений лiнiйний оператор над
банаховим простором V0 iз щiльною областю визначення V1 = D(A).
Оператори класу A мають непорожну резольвентну множину, тому є
замкненими над V0 [4], а функцiя R(λ,A) є аналiтичною на %(A). Ко-
жен з операторiв A класу A генерує аналiтичну пiвгрупу в просторi V0

i має вiд’ємний тип r(A) [5].

Зафiксуємо оператор J ∈ A. В [2] вiдзначено, що оператор (−J) є
позитивний в сенсi означення

(
[6], 1.14.1

)
. Визначимо вiд’ємнi дробовi
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степенi оператора (−J) ([6, 7]) за формулою

(−J)−ϑ =
1

2πi

∫
Γa,ω

R(λ, J)

(−λ)ϑ
dλ ∈ L (Vj), 0 < ϑ < 1, j = 0, 1,

де контур Γa,ω =
{
reiω : r ≥ a

}⋃{
aeiτ : τ ∈ [ω, 2π − ω]

}⋃{
re−iω : r ≥

a
}

обходить спектр σ(A) в додатному напрямi. Iнтеграл не залежить
вiд вибору числа a : 0 < a < r(A) та кута ω : ω0−c ≤ ω ≤ ω0 при c тако-
му, що c+π/2 < ω0 < c+π [5]. Отже, родина операторiв (−J)−ϑ володiє
пiвгруповою властивiстю (−J)−ϑ(−J)−ϑ′

= (−J)−ϑ−ϑ′ , (∀ϑ, ϑ′ > 0) [7].

Через Vϑ := D
[
(−J)ϑ

]
позначимо область визначення оберненого

до (−J)−ϑ оператора (−J)ϑ iз нормою графiка ‖x‖Vϑ
:=

∥∥(−J)ϑx
∥∥
0
.

Тодi Vϑ ' [V0, V1]ϑ — промiжний простiр для iнтерполяцiйної па-
ри {V0;V1}, породжений методом комплексної iнтерполяцiї

(
[6], те-

орема 1.15.3
)
. Розглянемо тепер простiр V2 := {x ∈ V1 : Jx ∈ V1} iз

нормою графiка ‖x‖V2 := ‖(−J)x‖V1
. У [2] показано, що звуження

J |V2 : V2 7−→ V1 залишається секторiальним оператором вiд’ємного
типу з кутом ω0 : π/2 < ω0 < π (таким самим, як в оператора J)
над парою {V1;V2}. Отже, iнтерполяцiйна шкала просторiв Vϑ поро-
джена операторами (−J)ϑ має властивiсть [V1, V2]ϑ ' V1+ϑ, де остан-
нiй простiр також надiлений нормою графiка ‖x‖V1+ϑ

:=
∥∥(−J)ϑx

∥∥
V1

,
(0 < ϑ < 1) i рiвнiсть справджується з точнiстю до iзоморфiзму. При
0 ≤ ϑ′ < ϑ ≤ 2 справедливi неперервнi вкладення Vϑ # Vϑ′ . Згiдно з
([3], c. 170-171), пiвгрупа 0 < t 7−→ etJ вiдображає простiр Vϑ в простiр
V1+ϑ та рiвномiрно обмежена i сильно неперервна над Vϑ, до того ж

etJ =
1

2πi

∫
Γa,ω

etλR(λ, J) dλ ∈ L (Vϑ)
⋂

L (V1+ϑ).

Нехай тепер A — довiльний оператор класу A. Зауважимо (див.
[2]), що оскiльки виконується наступний iзоморфiзм банахових про-
сторiв D

[
(−A)ϑ

]
' Vϑ, де D

[
(−A)ϑ

]
— область визначення (−A)ϑ, то

в наведених мiркуваннях можна замiнити фiксований оператор J на
довiльний оператор A ∈ A.
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3 Формулювання проблеми та допомiжнi твердже-
ння

Нехай 0 < η < ϑ ≤ 1, A, J ∈ A. У просторi

Wη := C
(
[0, T ]; Vη

)
, ‖z‖Wη = max

t∈[0,T ]
‖z(t)‖Vη

неперервних вектор-функцiй v : [0, T ] 3 t 7−→ v(t) ∈ Vη розглянемо
задачу Кошi

dv(t)

dt
= Av(t) + g0

(
t, v(t)

)
, v0(0) = g ∈ Vη, t ∈ (0, T ], (1)

розв’язок якої задовольняє рiвняння на (0, T ] та початкову умову за
нормою Vη, i щодо якого виконується наступна умова.

Припущення 1◦: Нехай вiдображення

g0 : [0, T ]× Vη 3 (t, z) 7−→ g0(t, z) ∈ Vϑ

належить простору неперервних Vϑ-значних вектор-
функцiй C

(
[0, T ]× Vη;Vϑ

)
.

Вiдзначимо, що Vϑ # Vη. У просторах неперервних вектор-функцiй
C(·), як звичайно, задаємо рiвномiрну норму. Розглянемо далi простiр
вектор-функцiй

W1,η := C
(
[0, T ];V1+η

)⋂
C1

(
[0, T ];Vη

)
,

неперервних на [0, T ] iз значеннями в V1+η, якi також є сильно непе-
рервно диференцiйованими зi значеннями похiдної v′t в просторi Vη.

Лема 3.1. Нехай виконується припущення 1◦ i

(Hv)(t) := I
(
t, v(t)

)
+ etAg, I

(
t, v(t)

)
=

∫ t

0

e(t−τ)Ag0
(
τ, v(τ)

)
dτ, (2)

де t ∈ [0, T ], v ∈ Wη. Тодi:

(i) iнтегральний оператор H належить простору обмежених опе-
раторiв iз Wη в W1,η та iснує така стала K > 0, що виконує-
ться нерiвнiсть

max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t)
∥∥
1+η

≤ K

[
T max

t∈[0,T ]

∥∥g0(t, v(t))∥∥ϑ
+ ‖g‖η

]
; (3)
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(ii) розв’язок v ∈ Wη iнтегрального рiвняння

v(t) =

∫ t

0

e(t−τ)Ag0
(
τ, v(τ)

)
dτ + etAg (4)

є розв’язком класу W1,η задачi (1).

Зауважимо ([8], c. 209), що стала K в оцiнцi (3) пропорцiйна такiй
сталiй B, що∥∥R(λ, J)

∥∥
L (Vϑ;V1+ϑ)

≤ B

|λ|ϑ−η
, ∀λ ∈ Λ0. (5)

Доведення. За властивостями пiвгрупи 0 ≤ t 7−→ etA [5, 7], маємо
etAg ∈ V1+η ⊂ Vη при g ∈ Vη, отже, значення функцiї etAg належать
W1+η. Оскiльки оператор A генерує пiвгрупу ([3], c. 139), то значення
її похiдної (etAg)′t = AetAg належать Wη. Припустимо спочатку, що
виконується сильнiша умова щодо функцiї f(t) := g0

(
t, v(t)

)
, а саме,

нехай f ∈ C
(
[0, T ]; V1

)
. Тодi∫ t

τ

Ae(ς−τ)Af(τ) dς =

∫ t

τ

d

dς
e(ς−τ)Af(τ) dς = e(t−τ)Af(τ)− f(τ),

звiдки при v ∈ Wη отримуємо

I
(
t, v(t)

)
=

∫ t

0

e(t−τ)Af(τ) dτ =

∫ t

0

f(τ) dτ +

∫ t

0

∫ t

τ

Ae(ς−τ)Af(τ) dς dτ =

=

∫ t

0

[
f(τ) + A

∫ t

τ

e(ς−τ)Af(τ) dς

]
dτ =

∫ t

0

[
g0
(
τ, v(τ)

)
+ AI

(
τ, v(τ)

)]
dτ.

Тому функцiя [0, T ] 3 t 7−→ I
(
t, v(t)

)
належить простору C1

(
[0, T ];Vη

)
i I ′t

(
t, v(t)

)
= g0

(
t, v(t)

)
+ AI

(
t, v(t)

)
. Якщо функцiя v є розв’язком

iнтегрального рiвняння (4), а, отже, v(t) ≡ (Hv)(t) ≡ I
(
t, v(t)

)
+ etAg,

то матимемо v ∈ W1,η та

d

dt
v(t) =

d

dt
I
(
t, v(t)

)
+ AetAg = g0

(
t, v(t)

)
+ AI

(
t, v(t)

)
+ AetAg =

= g0
(
t, v(t)

)
+ A(Hv)(t) = g0

(
t, v(t)

)
+ Av(t),

v(0) = (Hv)(0) = g.
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Отже, функцiя v є розв’язком задачi (1). В умовах леми f(t) =

g0
(
t, v(t)

)
∈ Vϑ при v(t) ∈ Vη для всiх t ∈ [0, T ]. Вiзьмемо fε(t) :=

eεAf(t), (ε > 0). Для кожного ε задовольняється рiвняння та поча-
ткова умова задачi (1), а тому для завершення доведення достатньо
повторити мiркування з [2] про iснування границi при ε → 0.

4 Теоремa iснування

Нехай Wη,C =
{
z ∈ Wη : ‖z‖Wη ≤ C

}
– замкнена куля в Wη, Vη,C ={

z ∈ Vη : ‖z‖Vη ≤ C
}

– замкнена куля в Vη, C1 = ‖g‖Vη .

Припущення 2◦: Нехай iснують додатнi сталi K1, K2, q,
C такi, що

‖g0(t, z)‖Vϑ
≤ K1‖z‖qVη

, t ∈ [0, T ], ∀z ∈ Vη,C ,

‖g0(t, z1)− g0(t, z2)‖Vϑ
≤ K2‖z1 − z2‖qVη

, t ∈ [0, T ], ∀z1, z2 ∈ Vη,C .

Теорема 4.1. За припущень 1◦, 2◦
(
та при певних додаткових обме-

женнях щодо K1TC
q−1
1 у випадку q ≥ 1

)
iснує розв’язок v задачi (1)

класу W1,η.

Зауважимо, що згаданi вище додатковi обмеження щодо сталих ма-
ють вигляд:

C ′KTK1 < 1 для q = 1, (6)

(C ′K)qTK1C
q−1
1 ≤

(r
q

)q

(q − 1)q−1, r < min

{
1,

K1

K2a∗(q)

}
(7)

для q > 1, де стала C ′ є нормою неперервного вкладення V1+η # Vη,
a∗(q) = 22−q при q ∈ (1, 2), a∗(q) = 1 при q ≥ 2.

Доведення. Враховуючи лему 1, достатньо довести розв’язнiсть iн-
тегрального рiвняння (4) у банаховому просторi Wη. За лемою 1 iн-
тегральний оператор H : Wη 3 v 7−→ Hv дiє в простiр W1,η ⊂ Wη.
Для доведення iснування його нерухомої точки застосуємо принцип
стискуючих вiдображень при q ≥ 1 та принцип Шаудера у випадку
q ∈ (0, 1).
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З оцiнки (3) для довiльної v ∈ Wη,C одержуємо

‖Hv‖Wη = max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t)
∥∥
Vη

≤ C ′ max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t)
∥∥
V1+η

≤

≤ C ′K

[
T max

t∈[0,T ]

∥∥g0(t, v(t))∥∥Vϑ
+ C1

]
≤

≤ C ′K

(
TK1 max

t∈[0,T ]
‖v(t)‖qVη

+ C1

)
≤ C ′K

(
TK1C

q + C1

)
.

Перепишемо отриману нерiвнiсть у наступному виглядi

‖Hv‖Wη ≤ b1C
q + b2, де b1 = C ′KTK1, b2 = C ′KC1. (8)

Якщо q = 1, то за властивостями функцiї h1(C) = b1C + b2 змiнної
C для довiльних додатних сталих b2 та b1 < 1 iснує таке додатне число
C таке, що b1C + b2 < C. Звiдси матимемо

‖Hv‖Wη < C, ∀v ∈ Wη,C , (9)

а отже, H : Wη,C 7−→ Wη,C .
Якщо ж q ∈ (0, 1), то за властивостями функцiї h(C) = b1C

q + b2,
для довiльних додатних сталих b1, b2 iснує така додатна стала C0, що
при всiх C > C0 виконується b1C

q + b2 < C, а тому i (9). Отже, з
нерiвностi

b1C
q + b2 < rC, r ∈ (0, 1] (10)

випливає iснування сталих C > 0, при яких також виконується (9).
Для виконання (10) при q > 1 достатньо ([9], c. 320) iснування

min
C≥0

h2(C) ≤ −b2 функцiї h2(C) = b1C
q − rC. Число C0 = q−1

√
r
b1q

є

точкою її мiнiмуму. Знаходимо

h2(C0) = C0

(
b1C

q−1
0 − r

)
= C0

(
b1

r

b1q
− r

)
= −C0r

(
1− 1

q

)
.

Звiдси отримуємо спiввiдношення

−C0r

(
1− 1

q

)
≤ −b2 ⇐⇒ C0 ≥

b2q

r(q − 1)
⇐⇒ b1b

q−1
2 ≤

(
r

q

)q

(q − 1)q−1.

Отже, за умови (7) при q > 1 iснує стала C > 0 така, що виконується
(9). Тому й у цьому випадку отримуємо, що H : Wη,C 7−→ Wη,C .
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Аналогiчно, враховуючи оцiнку (3) та припущення 2◦, для довiль-
них v1, v2 ∈ Wη,C одержуємо

max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv1)(t)− (Hv2)(t)
∥∥
Vη

≤ C ′ max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv1)(t)− (Hv2)(t)
∥∥
V1+η

≤

≤ C ′KT max
t∈[0,T ]

∥∥g0(t, v1(t))− g0
(
t, v2(t)

)∥∥
Vϑ

≤

≤ C ′KTK2 max
t∈[0,T ]

‖v1(t)− v2(t)‖qVη
,

а отже, неперервнiсть оператора H в кулi Wη,C .
При q > 1 для довiльних v1, v2 ∈ Wη,C матимемо

‖v1 − v2‖qWη
≤ a∗(q)qmax

{
‖v1‖q−1

Wη
, ‖v2‖q−1

Wη

}
· ‖v1 − v2‖Wη ≤

≤ a∗(q)qCq−1‖v1 − v2‖Wη ,

а тодi

‖Hv1−Hv2‖Wη ≤ a′‖v1−v2‖Wη , де a′ = a′(C) = C ′KTK2a
∗(q)qCq−1.

Оскiльки
a′(C0) = C ′KTK2a

∗(q)q · r

b1q
= ra∗(q)

K2

K1

,

то вибором числа r (див. (7)) досягаємо нерiвностi a′(C0) < 1.
Отже, у випадку q > 1 (та при q = 1 за умови (6)) iснує таке

C > 0, що оператор H стискуючий на Wη,C i за принципом стискуючих
вiдображень iнтегральне рiвняння (4) має розв’язок у Wη. Бiльше того,
такий розв’язок єдиний у Wη,C .

У випадку q ∈ (0, 1) доведемо компактнiсть оператора H на Wη,C .
Вище доведена рiвномiрна обмеженiсть ‖Hv‖Wη на Wη,C . Покажемо
одностайну неперервнiсть множини Wη,C в Wη. Для довiльних v ∈
Wη,C , s ∈ R маємо

max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)
∥∥
Vη

= max
t∈[0,T ]

∥∥∥∫ t+s

t
e(t−τ)Ag0

(
τ, v(τ)

)
dτ

∥∥∥
Vη

≤

≤ K3|s| max
t∈[0,T ]

∥∥g0(t, v(t))∥∥Vϑ
,

де K3 – певна додатна стала. Остання нерiвнiсть прямо випливає з
результатiв [2, 5]. Враховуючи припущення 2◦, матимемо

max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)
∥∥
Vη

≤ K3|s|
[
TK1C

q + C1

]
.
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Тодi для довiльного ε > 0 iснує таке s1 = s1(ε) > 0
(
а саме, s1 =

ε
K3[TK1Cq+C1]

)
, що при всiх v ∈ Wη,C , |s| < s1,

max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)
∥∥
Vη

< ε.

Отже, за лемою Арцела оператор H компактний на Wη,C . Тому за
принципом Шаудера при q ∈ (0, 1) одержуємо iснування розв’язку v ∈
Wη iнтегрального рiвняння (4), а враховуючи лему 1, i задачi (1).

Зауваження 4.1. Застосовуючи метод послiдовних наближень, за
припущення 1◦ та припущення

‖g0(t, z1)− g0(t, z2)‖Vϑ
≤ K2||z1 − z2||Vη , t ∈ [0, T ], z1, z2 ∈ Vη

замiсть припущення 2◦, можемо довести однозначну розв’язнiсть
iнтегрального рiвняння (4) та задачi (1).

Зауваження 4.2. Iз припущення 1◦ щодо задачi Кошi (1), заданої у
вихiдному просторi Wη, випливає, що її розв’язок автоматично на-
лежить неперервно вкладеному пiдпростору гладких вектор-функцiй
W1,η # Wη. Отже, результат теореми можна трактувати як вла-
стивiсть автоматичної пiдвищеної регулярностi розв’язкiв.

Частковий випадок задачi (1) одержимо, коли A є регулярним елi-
птичним оператором у функцiйному просторi V0 = Lp(Ω) над обмеже-
ною областю Ω ⊂ Rn, i який задовольняє умови параболiчностi Агмо-
на. У цьому випадку вiдповiдна задача Кошi (1) буде крайовою зада-
чею для пiвлiнiйного диференцiального параболiчного рiвняння.
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