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У роботi описано генератори алгебри блочно-симетричних полiномiв
Pvs(X s

∞) i спектр алгебри Pvs(X 2
m). Введено оператор симетричного

зсуву i доведено аналог формули Мартiна для алгебри Pvs(X 2
∞).

Вступ

Симетричнi полiноми вiд багатьох комплексних змiнних є класичним
об’єктом алгебри, теорiї iнварiантiв i аналiзу. Вивчення симетричних
полiномiв на нескiнченновимiрних банахових просторах вiдносно дiї
повної групи симетрiї S(N) множини натуральних чисел N почалося у
роботi А.С. Немировського та С.М. Семенова [1]. Вони показали, що
симетричнi полiноми на просторах `p виражаються через алгебраїчну
комбiнацiю елементарних симетричних полiномiв. Цi результати було
узагальнено на дiйснi банаховi простори з деякою симетричною струк-
турою у роботi [2] М. Гонзалеса, Р. Гонзала i Х. Харамiлла. Алгебри
симетричних аналiтичних функцiй на комплексних просторах `p до-
слiджувалися в [3] i в iнших роботах (див., напр., [4]).
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При дослiдженнi конкретної комутативної алгебри дуже важливо
вмiти описати її спектр (множину максимальних iдеалiв). Для опису
спектру алгебр симетричних аналiтичних функцiй в [3, 4] використо-
вується iснування та явний вигляд алгебраїчного базису у вiдповiдних
просторах симетричних полiномiв. Зокрема, у цих роботах запропо-
новано операцiю симетричного зсуву, за допомогою якої виводяться
важливi властивостi симетричних полiномiв. У данiй роботi ми дослi-
джуємо полiноми на скiнченних або нескiнченних декартових добутках
банахового простору (точнiше, вiдповiдно на скiнченних або нескiн-
ченних `1-сумах копiй банахового простору) iз симетричним базисом,
якi є iнварiантними вiдносно дiї деякої природної пiдгрупи S(N) (ми
будемо їх називати блочно-симетричними). Зокрема, перший роздiл
присвячено дослiдженню алгебраїчних залежностей мiж твiрними еле-
ментами алгебри блочно-симетричних полiномiв на скiнченнiй `1-сумi
копiй комплексного простору C2 та спектру цiєї алгебри, а також опису
множини твiрних елементiв алгебри блочно-симетричних полiномiв на
нескiнченнiй `1-сумi копiй комплексного простору Cs, де 2 ≤ s < ∞.

У другому роздiлi вводиться оператор симетричного зсуву на алгебрi
блочно-симетричних полiномiв на скiнченнiй `1-сумi копiй комплексно-
го простору C2 i показується, що вiн є неперервним гомоморфiзмом цiєї
алгебри в себе. За допомогою введеного оператора зсуву у третьому
роздiлi виводиться аналог формули Мартiна для блочно-симетричних
полiномiв на скiнченнiй `1-сумi копiй комплексного простору C2, яка
дозволяє обчислити однорiдну компоненту Pk, k = 1, . . . , n довiльного
неоднорiдного полiнома P степеня n.

1 Твiрнi елементи алгебри Pvs(X s
∞)

Нехай
X =

(∑
X
)
`1
= ⊕`1X,

тобто X є скiнченною ⊕m
`1
X або нескiнченною ⊕`1X `1-сумою копiй

банахового простору X. Тодi кожен елемент x ∈ X можна подати у
виглядi послiдовностi x = (x1, . . . , xn, . . .), де xn ∈ X, з нормою ‖x‖ =
∞∑
k=1

‖xk‖.
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Зокрема, ми будемо розглядати простори

X s
∞ = ⊕`1Cs та X s

m = ⊕m
`1
Cs,

де 2 ≤ s < ∞. Скажемо, що полiном P на просторi X s
m називається

блочно-симетричним (або векторно-симетричним), якщо:

P




u1

v1
...
w1


1

, . . . ,


um

vm
...

wm


m

 = P




u1

v1
...
w1


σ(1)

, . . . ,


um

vm
...

wm


σ(m)

 ,

де


ui

vi
...
wi

 ∈ Cs i σ – довiльна пiдстановка на множинi {1, 2, . . . ,m}.

Позначимо через Pvs(X ) алгебру блочно-симетричних полiномiв на
просторi X .

Послiдовнiсть (Si)
∞
i=1 ∈ Pvs(X ) полiномiв називається алгебраїчно

незалежною, якщо з того, що q(S1(x), . . . , Sn(x)) ≡ 0 для деяких n ∈ N
i q ∈ P(Cn), випливає що:

q(z1, . . . , zn) ≡ 0,

де P(Cn) — алгебра полiномiв на Cn. В iншому випадку ця послiдов-
нiсть називається алгебраїчно залежною. Множина полiномiв є сис-
темою твiрних елементiв (або множиною твiрних елементiв) для
алгебри Pvs(X ), якщо кожен полiном з цiєї алгебри можна подати як
скiнченну алгебраїчну комбiнацiю елементiв з даної множини, тобто
для кожного P ∈ Pvs(X ) iснує полiном q ∈ P(Cn) такий, що P (x) =

q(S1(x), . . . , Sn(x)) для деякого n. Послiдовнiсть полiномiв (Si)
∞
i=1 нази-

вається алгебраїчним базисом Pvs(X ), якщо вона є системою твiрних
для Pvs(X ) i алгебраїчно незалежною. Зауважимо, що алгебраїчний
базис не завжди iснує. Позначимо через τvs(X ) — систему твiрних
елементiв алгебри Pvs(X ).

Блочно-симетричнi полiноми з Pvs(X s
m) є iнварiантними вiдносно дiї

групи пiдстановок Sm на множинi {1, . . . ,m} на просторi X s
m ' Csm.
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Оскiльки, Sm — скiнченна група, то за теоремою Гiльберта-Нагати
[5, ст. 68-69] iснує скiнченна кiлькiсть твiрних елементiв алгебри
Pvs(X s

m), якi є, взагалi кажучи, алгебраїчно залежними.
Спочатку розглянемо алгебру блочно-симетричних полiномiв

Pvs(X 2
m) на просторi X 2

m.

Вiдомо (див., напр., [6, ст. 59]), що полiноми вигляду:

Rp,q
n (x, y) =

∑
i1<...<ip
j1<...<jq
ik 6=jl

xi1 . . . xipyj1 . . . yjq ,

де p, q – кiлькiсть xik i yjl вiдповiдно i p+ q = n, утворюють множину
твiрних елементiв алгебри Pvs(X 2

m).

У роботi [7] побудовано iншу систему твiрних i доведено наступну
теорему:

Теорема 1. Нехай Pvs(X 2
m) – алгебра блочно-симетричних полiномiв

на просторi X 2
m. Тодi твiрними елементами алгебри Pvs(X 2

m) будуть
полiноми вигляду:

Hr
n(x, y) =

m∑
k=1

xr
ky

n−r
k , 0 ≤ r ≤ n, (1)

де (xi, yi) ∈ C2 i n ≤ m. Цi полiноми є алгебраїчно залежними.

У роботi [7] знайдено явний вигляд алгебраїчної залежностi для
випадку алгебра блочно-симетричних полiномiв Pvs(X 2

2 ) на просторi
X 2

2 . Безпосередня перевiрка показує, що у випадку алгебри Pvs(X 2
3 )

одна з алгебраїчних залежностей буде мати вигляд:((
(6c4 − 4c1c2)

3(4((−c22c
2
5 + 4c35 + 4c32c9 − 18c2c5c9 + 27c29)/108)−

−(c2c5/3− 2c32/27− c9)
2)(4((−c21c

2
3 +4c33 +4c31c6 − 18c1c3c6 +27c26)/108)−

−(c1c3/3− 2c31/27− c6)
2)
)
/54− (((6c4 − 4c1c2)

3)/(2722)+

+2(c1c3/3− 2c31/27− c6)(c2c5/3− 2c32/27− c9))
3−

−192(((6c4 − 4c1c2)
3)/(2722) + 2(c1c3/3− 2c31/27− c6)×

×(c2c5/3− 2c32/27− c9))((−c22c
2
5 + 4c35 + 4c32c9 − 18c2c5c9 + 27c29)/108)×
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×((−c21c
2
3 + 4c33 + 4c31c6 − 18c1c3c6 + 27c26)/108)

)2

−

−
(
24(((6c4−4c1c2)

3)/(2722)+2(c1c3/3−2c31/27−c6)(c2c5/3−2c32/27−c9))
2+

+83((−c21c
2
3 + 4c33 + 4c31c6 − 18c1c3c6 + 27c26)/108)×

×((−c22c
2
5 + 4c35 + 4c32c9 − 18c2c5c9 + 27c29)/108)

)2

×

×((−c21c
2
3 + 4c33 + 4c31c6 − 18c1c3c6 + 27c26)/108)×

×((−c22c
2
5 + 4c35 + 4c32c9 − 18c2c5c9 + 27c29)/108),

де c1 = x1 + x2 + x3, c2 = y1 + y2 + y3, c3 = x1x2 + x1x3 + x2x3, c4 =

x1y2+x1y3+x2y1+x2y3+x3y1+x3y2, c5 = y1y2+y1y3+y2y3, c6 = x1x2x3,

c9 = y1y2y3.

Зауважимо, що у системах твiрних елементiв {Hm
n }mn=1 та {Rp,q

n }mn=1,

p + q = n алгебри Pvs(X 2
m) є елементи, симетричнi вiдносно дiї групи

пiдстановок Sm на множинi координатних функцiоналiв x = (x1, x2,

. . . , xm) та y = (y1, y2, . . . , ym). Кiлькiсть таких полiномiв у кожнiй
системi твiрних дорiвнює 2m. Цi симетричнi полiноми є алгебраїчно
незалежними. Iншi елементи системи твiрних не є симетричними (але
є блочно-симетричними). Будемо називати систему твiрних елементiв
τvs(X 2

m) алгебри Pvs(X 2
m) правильною, якщо вона мiстить 2m симетрич-

них алгебраїчно незалежних полiномiв.
У загальному випадку опис алгебраїчних залежностей запропоно-

вано у наступнiй теоремi.

Теорема 2. Нехай τvs(X 2
m) — правильна система твiрних елементiв

алгебри Pvs(X 2
m). Тодi алгебраїчнi залежностi мiж елементами сис-

теми τvs(X 2
m) можна подати у виглядi:

ξm! − a1ξ
m!−1 + · · ·+ (−1)m!−1am!−1ξ

1 + (−1)m!am! = 0, (2)

де ξ — несиметричний елемент системи τvs(X 2
m) i ak — симетричнi

полiноми.

Доведення. Нехай ξ1 = ξ1(x, y) — довiльний несиметричний твiрний
елемент алгебри Pvs(X 2

m). Зафiксуємо у цьому полiномi вектор y =

(y1, y2, . . . , ym). Зробивши всеможливi перестановки xi 1 ≤ i ≤ m, яких
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буде m!, отримаємо деякi новi полiноми ξ2, ξ3, . . . , ξm!. Очевидно, що
кожен з полiномiв ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξm! задовольняє таку тотожнiсть:

G(ξ) = (ξ − ξ1)(ξ − ξ2) · · · (ξ − ξm!) =

= ξm! − a1ξ
m!−1 + · · ·+ (−1)m!−1am!−1ξ

1 + (−1)m!am! = 0,

За формулами Вiєта знайдемо a1, a2, . . . , am!.

a1 =
m!∑
i=1

ξi

a2 =
m!∑

i<j=1

ξiξj

. . . . . . . . . . . . . . .

am! = ξ1ξ2ξ3 · · · ξm!.

(3)

Отже, коефiцiєнти ai 1 ≤ i ≤ m! є симетричними полiномами.
Покажемо, що залежностей вигляду (2) буде достатньо. Дiйсно, з

вiдомого результату (див. лему 5 iз [5, с. 103]) мiж твiрними елемента-
ми алгебри Pvs(X 2

m) iснує не менш, нiж m2+3m
2

− 2m = m2−m
2

алгебраї-
чних залежностей. З iншого боку, полiноми вигляду H0

n(x, y) i Hn
0 (x, y)

1 ≤ n ≤ m є алгебраїчно незалежними i таких полiномiв є 2m. Отже,
ми маємо m2−m

2
алгебраїчних залежностей. Оскiльки несиметричних

твiрних елементiв також буде m2−m
2

i для кожного з них iснує алге-
браїчна залежнiсть вигляду (2), то цi залежностi можна розглядати
як основнi, а всi iншi будуть виражатися через їх радикали.

Означення 1. Характером алгебри Pvs(X 2
m) називається гомомор-

фiзм з Pvs(X 2
m) в поле C.

Прикладом характерiв є функцiонали, якi задаються значеннями
в точках простору X 2

m. Такi характери позначають δz0(P ) = P (z0).

Позначимо через Mvs(X 2
m) — множину характерiв алгебри Pvs(X 2

m),

яку називають спектром цiєї алгебри.

Наслiдок 1. Кожен характер ϕ алгебри Pvs(X 2
m) має вигляд ϕ(P ) =

δ(x0,y0)(P ) := P (x0, y0) для деякої точки (x0, y0) ∈ X 2
m, P ∈ Pvs(X 2

m).
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Доведення. Нехай ϕ — характер алгебри Pvs(X 2
m), Позначимо через

Tvs(X 2
m) — систему твiрних елементiв алгебри Pvs(X 2

m). Розглянемо дiю
ϕ на симетричних компонентах системи твiрних Tvs(X 2

m).

Нехай Q1, Q2, . . . , Qm — симетричнi полiноми з системи твiрних
Tvs(X 2

m) вiдносно змiнної x. Тодi Q1, Q2, . . . , Qm є алгебраїчним бази-
сом в алгебрi симетричних полiномiв на Cm. Вiдомо, що iснує точка
x0 ∈ Cm, така що ϕ(Qj) = Qj(x

0) j = 1, . . . ,m. Аналогiчно, якщо
Q′

1, Q
′
2, . . . , Q

′
m — симетричнi полiноми з системи твiрних Tvs(X 2

m) вiд-
носно змiнної y, то iснує y0 ∈ Cm, така що ϕ(Q′

j) = Q′
j(y

0) j = 1, . . . ,m.

Покажемо, що для будь-якої несиметричної компоненти ξ системи твiр-
них Tvs(X 2

m) : ϕ(ξ) = ξ(x0, y0). Дiйсно, подiємо характером ϕ на тото-
жнiсть (2), тобто

ϕ(ξm! − a1ξ
m!−1 + · · ·+ (−1)m!−1am!−1ξ

1 + (−1)m!am!) = ϕ(ξ)m!−
−ϕ(a1)ϕ(ξ)

m!−1 + · · ·+ (−1)m!−1ϕ(am!−1)ϕ(ξ)
1 + (−1)m!ϕ(am!) =

= ϕ(ξ)m! − a1(x
0, y0)ϕ(ξ)m!−1 + · · ·+ (−1)m!−1am!−1(x

0, y0)ϕ(ξ)1+

+(−1)m!am!(x
0, y0) = 0.

(4)

Це рiвняння має m! розв’язкiв ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm!, i за теоремою Вiєта їх
можна знайти з системи

a1(x
0, y0) =

m!∑
i=1

ϕi,

a2(x
0, y0) =

m!∑
i<j=1

ϕiϕj,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am!(x
0, y0) = ϕ1ϕ2ϕ3 · · ·ϕm!.

(5)

З iншого боку, оскiльки (2) — тотожнiсть, то вона виконуєть при пiд-
становцi (x, y) = (x0, y0). Тобто, (5) виконується, якщо ϕ = δ(x0,y0) або
ϕ = δ(x0

σ ,y
0) для деякої пiдстановки σ. Таких функцiоналiв є m!. Але,

оскiльки рiвняння (5) також має m! розв’язкiв, то ϕ = δ(x0
σ ,y

0) для
деякої пiдстановки σ на множинi {1, 2, . . . ,m}.

Зауважимо, що мiж твiрними елементами алгебри Pvs(X 2
m) iснує

N = m2−m
2

алгебраїчних залежностей Φ1,Φ2, . . . ,ΦN .

Нехай J2
m — радикальний iдеал, породжений полiномами Φ1,Φ2, . . . ,

ΦN . Тодi V 2
m := V (J2

m) =
N
∩
j=1

Φj — нулi iдеалу — алгебраїчний многовид
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розмiрностi N у CM , де M = m2+3m
2

— кiлькiсть твiрних елементiв
алгебри Pvs(X 2

m). З теорiї iнварiантiв (див. [6, 5]) вiдомо, що алгебра
Pvs(X 2

m) iзоморфна алгебрi полiномiв на V 2
m.

З теореми 2 i наслiдку 1 випливає справедливiсть наступної тео-
реми.

Теорема 3. Нехай Φ1,Φ2, . . . ,ΦN , де N = m2−m
2

— алгебраїчнi залеж-
ностi мiж твiрними елементами алгебри Pvs(X 2

m). Тодi спектр
Mvs(X 2

m) цiєї алгебри записується у виглядi:

Mvs(X 2
m) =

N
∩
j=1

KerΦj.

Далi розглянемо простiр X s
m = ⊕m

`1
Cs.

Нагадаємо (див., напр., [6]), що полiном вигляду

DyxP =
∂P

∂x1

y1 +
∂P

∂x2

y2 + . . .+
∂P

∂xn

yn

називається поляризованим полiномом вiд P (x) з новими змiнними
yi. Симетричний полiном P (x, y, . . . , z) отримується з полiнома P (x)

степеня r шляхом повної поляризацiї:

Dzx . . . DyxP (x) = r!P (x, y, . . . , z).

У роботi [6] за допомогою процесу повної поляризацiї елементарних си-
метричних полiномiв Si(x) =

∑
k1<...<ki

xk1 . . . xki отримано систему твiр-

них в алгебрi Pvs(X s
m) вигляду:

Rp,q,...,r
n (x, y, . . . , z) =

m∑
i1<...<ip
j1<...<jq

···
l1<...<lr

ip 6=jq 6=... 6=lr

xi1 . . . xipyj1 . . . yjq . . . zl1 . . . zlr ,

де p, q, . . . , r – кiлькiсть xip , yjq , . . . , zlr вiдповiдно, p+ q + . . .+ r = n i
(xi, yi, . . . , zi) ∈ Cs.

Справедливою буде наступна теореме:

Теорема 4. Твiрними елементами алгебри Pvs(X s
∞) є полiноми

Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs) =

∞∑
i=1

(x1
i )

k1(x2
i )

k2 . . . (xs
i )

ks ,

k1 + k2 + . . .+ ks = n.
(6)
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Доведення. Нехай P (x1, x2, . . . , xs) ∈ Pvs(X s
∞) — блочно-симетричний

полiном степеня m, де xi = (x1
i , x

2
i , . . . , x

s
i ) ∈ Cs, i ≥ 1.

Розглянемо звуження Pm(x
1, x2, . . . , xs) полiнома P (x1, x2, . . . , xs)

на простiр X s
m, де xi = (x1

i , x
2
i , . . . , x

s
i ) ∈ Cs, 1 ≤ i ≤ m. Твiрнi еле-

менти (1) алгебри Pvs(X 2
m) запишемо у виглядi:

Hk1,k2
n (x1, x2) =

m∑
i=1

(x1
i )

k1(x2
i )

k2 , k1 + k2 = n. (7)

Застосувавши процес повної поляризацiї, описаний у роботi [6], до
твiрних елементiв (7) з новими змiнними x3

i , . . . , x
s
i , отримаємо твiрнi

елементи Pvs(X s
m) вигляду:

Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs) =

m∑
i=1

(x1
i )

k1(x2
i )

k2 . . . (xs
i )

ks ,

k1 + k2 + . . .+ ks = n.
(8)

Зауважимо, що кiлькiсть твiрних Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs) алгебри

Pvs(X s
m) дорiвнює

M =
m∑
k=1

(k + 1)(k + 2) . . . (k + (s− 1))

(s− 1)!
.

Полiноми Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs) залежать вiд sm числових змiнних.

З вiдомого результату (див. лему 5 iз [5, с. 103]) мiж ними iснує не
менше нiж M−sm алгебраїчних залежностей. З iншого боку, полiноми

Hn,0,...,0
n (x1, x2, . . . , xs), . . . , H0,0,...,n

n (x1, x2, . . . , xs), 1 ≤ n ≤ m

є алгебраїчно незалежними i таких полiномiв є sm. Отже, ми маємо

N =
m∑
k=1

(k + 1)(k + 2) . . . (k + (s− 1))

(s− 1)!
− sm

алгебраїчних залежностей Φ1,Φ2, . . . ,ΦN . Тобто Φj 1 ≤ j ≤ N є не-
нульовими полiномами вiд M змiнних, якi перетворюються у тотожнiй
нуль, якщо замiсть змiнних пiдставити Hk1,k2,...,ks

n (x1, . . . , xs) 1 ≤ n ≤ m.

Нехай Js
m — радикальний iдеал, породжений полiномами Φ1,Φ2, . . . ,

ΦN Тодi V s
m := V (Js

m) =
N
∩
j=1

Φj — нулi iдеалу — алгебраїчний многовид
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розмiрностi N у CM . З теорiї iнварiантiв (див. [6, 5]) вiдомо, що алгебра
Pvs(X s

m) iзоморфна алгебрi полiномiв на V s
m, яка визначається як

P(CM)
/
Js
m.

Оскiльки {Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs)} — система твiрних елементiв алге-

бри Pvs(X s
m), то для кожного P ∈ Pvs(X s

m) iснує полiном G ∈ P(CM)

такий, що:

P (x1, x2, . . . , xs) = G(H1,0,...,0
1 (x1, x2, . . . , xs), . . . ,

Hn,0,...,0
n (x1, x2, . . . , xs), . . . , Hk1,k2,...,ks

n (x1, x2, . . . , xs), . . . ,

H0,0,...,m
m (x1, x2, . . . , xs)), k1 + k2 + . . .+ ks = n, 1 ≤ n ≤ m.

(9)

При цьому звуження G на V s
m однозначно визначається полiномом P.

Справдi, якщо G1, G2 ∈ P(CM) такi, що

P (x1, x2, . . . , xs) = G1(H
1,0,...,0
1 (x1, x2, . . . , xs), . . . , Hn,0,...,0

n (x1, x2, . . . , xs),

. . . , Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs), . . . , H0,0,...,m

m (x1, x2, . . . , xs)) =

= G2(H
1,0,...,0
1 (x1, x2, . . . , xs), . . . , Hn,0,...,0

n (x1, x2, . . . , xs), . . . ,

Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs), . . . , H0,0,...,m

m (x1, x2, . . . , xs)),

то G1 −G2 ∈ Js
m, тому звуження G1 −G2 на V s

m буде тотожним нулем.
Зауважимо, що для кожного натурального l многовид V s

m природно
вкладається у V s

m+l. Тепер знову розглянемо звуження цього полiнома,
але уже на пiдпростiр X s

m+l, де l > 0. Тодi для нього iснує полiном
G̃(u1, . . . , uM) такий, що:

P (x1, x2, . . . , xs) = G̃(H1,0,...,0
1 (x1, x2, . . . , xs), . . . ,

Hn,0,...,0
n (x1, x2, . . . , xs), . . . , Hk1,k2,...,ks

n (x1, x2, . . . , xs), . . . ,

H0,0,...,m
m (x1, x2, . . . , xs)), k1 + k2 + . . .+ ks = n, 1 ≤ n ≤ m.

(10)

Це зображення також буде справедливим i на многовидi V s
m+l. З

того, що V s
m ⊂ V s

m+l i єдиностi G на V s
m випливає, що на многовидi V s

m

G̃ = G. Оскiльки G i G̃ залежать вiд полiномiв Hk1,k2,...,ks
n (x1, x2, . . . , xs)

степеня не бiльшого за m, то G̃ = G на V s
m+l. Отже, серед зобра-

жень P (x1, x2, . . . , xs) у виглядi (10) можна вибрати G̃(u1, . . . , uM) =

G(u1, . . . , uM) на X s
m+l. З довiльностi l випливає що зображення (9)

буде справедливим i на просторi X s
∞.
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Зауваження 1. Аналогiчно, як i в теоремi 4 можна довести, що
iншу систему твiрних елементiв алгебри Pvs(X s

∞) утворюють полi-
номи вигляду:

Rp,q,...,r
n (x, y, . . . , z) =

∞∑
i1<...<ip
j1<...<jq

···
l1<...<lr

ip 6=jq 6=... 6=lr

xi1 . . . xipyj1 . . . yjq . . . zl1 . . . zlr ,

де p, q, . . . , r – кiлькiсть xip , yjq , . . . , zlr вiдповiдно, p+ q + . . .+ r = n

i (xi, yi, . . . , zi) ∈ Cs.

2 Оператор симетричного зсуву на алгебрi Pvs(X 2
∞)

Нехай

(x, y) =

((
x1

y1

)
, . . . ,

(
xm

ym

)
, . . .

)
i

(z, t) =

((
z1
t1

)
, . . . ,

(
zm
tm

)
, . . .

)
належать простору X 2

∞, де (xi, yi) i (zi, ti) належать простору C2. Виз-
начимо симетричний зсув (x, y) • (z, t) ∈ X 2

∞ формулою:

(x, y) • (z, t) =
((

x1

y1

)
,

(
z1
t1

)
, . . . ,

(
xm

ym

)
,

(
zm
tm

)
, . . .

)
.

Основними властивостями симетричного зсуву є:

1. Rp,q
n ((x, y) • (z, t)) =

max{p,q}∑
i,j,l,m=0

i+l=p,j+m=q
i+j=k,l+m=n−k

n∑
k=0

Ri,j
k (x, y)Rl,m

n−k(z, t)

2. Hr
n((x, y) • (z, t)) = Hr

n(x, y) +Hr
n(z, t);

3. ‖(x, y) • (z, t)‖ = ‖(x, y)‖+ ‖(z, t)‖;

4. (x, y)•m = (x•m, y•m).
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Зауважимо, що для функцiї

R(x, y) =
∞∑
n=1

q+p=n

tp1t
q
2R

p,q
n (x, y) + 1.

буде виконуватися наступна властивiсть:

R((x, y) • (z, t)) = R(x, y)R(z, t).

Справедливiсть цiєї рiвностi випливає з властивостi 1.
Нехай (x, y)•m = (x, y) • . . . • (x, y)︸ ︷︷ ︸

m

. Тодi з властивостi 2 випливає,

що:
Hr

n((x, y)
•m) = mHr

n(x, y).

Позначимо через T s
(z,t) оператор симетричного зсуву

P (x, y) 7→ P ((x, y) • (z, t)),

де P ∈ Pvs(X 2
∞).

Твердження 1. Оператор T s
(z,t) є неперервним гомоморфiзмом алге-

бри Pvs(X 2
∞) в себе.

Доведення. Нехай (x, y), (z, t) ∈ X 2
∞ i P (x, y) ∈ P(X 2

∞). Покажемо,
що i P ((x, y) • (z, t)) ∈ P(X 2

∞). Дiйсно, P ((x, y) • (z, t)) = G(Hr
1((x, y) •

(z, t)), . . . , Hr
n((x, y)•(z, t)))=G(Hr

1(x, y)+Hr
1(z, t), . . . , H

r
n(x, y)+Hr

n(z, t))

∈ P(X 2
∞). Нехай P (x, y), Q(x, y) ∈ P(X 2

∞). Оскiльки:

T s
(z,t)(P (x, y) +Q(x, y)) = P ((x, y) • (z, t)) +Q((x, y) • (z, t)) =

= T s
(z,t)(P (x, y)) + T s

(z,t)(Q(x, y)),

T s
(z,t)(P (x, y)Q(x, y)) = P ((x, y) • (z, t))Q((x, y) • (z, t)) =

= T s
(z,t)(P (x, y))T s

(z,t)(Q(x, y)),

то оператор T s
(z,t) є гомоморфiзмом алгебри Pvs(X 2

∞) в себе.
Нехай (x, y), (z, t) ∈ X 2

∞ i ‖(x, y)‖ ≤ r, ‖(z, t)‖ ≤ r. Тодi ‖(x, y) •
(z, t)‖ ≤ 2r. Звiдси отримаємо:

|T s
(z,t)(P (x, y))| ≤ sup

‖(x,y)•(z,t)‖≤2r

|P ((x, y) • (z, t))| = ‖P‖2r.

Отже, оператор симетричного зсуву є неперервним гомоморфiзмом.
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3 Аналог формули Мартiна для блочно-симетрич-
них полiномiв

Нехай P (x) = Pn(x) + . . . + P0(x) – розклад деякого полiнома P (x) на
однорiднi доданки. Згiдно з формулою Мартiна, для будь-яких попар-
но рiзних чисел −→

t = (t0, . . . , tn) iснує квадратна невироджена матриця
B(n,

−→
t ) = (bnl) яка залежить тiльки вiд −→

t = (t0, . . . , tn) така, що:

Pn(x) =
n∑

l=0

bnlP (tlx). (11)

Скажемо, що блочно-симетричний полiном P (x, y) є цiлком одно-
рiдним полiномом степеня (n,m), якщо P (x, y) є n-однорiдним i вiдпо-
вiдний йому полiном G(x, y) є m-однорiдним. Наприклад, H1

2H
0
2+(H2

2 )
2

є цiлком однорiдним полiномом степеня (4, 2). Зауважимо, що кожен
блочно-симетрични полiном можна зобразити єдиним чином у виглядi
скiнченної суми цiлком однорiдних.

Розглянемо полiном G(u, v). Нехай G(u, v) = Gn(u, v)+. . .+G0(u, v)

– розклад полiнома G(u, v) на однорiднi доданки. Для цього полiнома
запишемо формулу Мартiна:

Gn(u, v) =
n∑

j=0

anjG(cj(u, v)),

де матриця A(n,−→c ) = (anj) залежить тiльки вiд набору попарно рiзних
натуральних чисел −→c = (c0, . . . , cn).

Цю формулу можна переписати у виглядi:

Gn(H
r
1(x, y), . . . , H

r
n(x, y)) =

n∑
j=0

anjG(cjH
r
1(x, y), . . . , cjH

r
n(x, y)). (12)

Оскiльки

P ((x, y)•cj) = G(cjH
r
1(x, y), . . . , cjH

r
n(x, y)),

то з формули (12) отримаємо:

Gn(H
r
1(x, y), . . . , H

r
n(x, y)) =

n∑
j=0

anjP ((x, y)•cj). (13)



120 В. Кравцiв

Зауважимо, що якщо полiном P (x, y) є n-однорiдний, то Gk(x, y) є
(n, k)-цiлком однорiдний.

Очевидно, що для довiльного 0 ≤ j ≤ n рiвнiсть (11) можна запи-
сати у виглядi:

Pn((x, y)
•cj) =

n∑
l=0

bnlP (tl(x, y)
•cj). (14)

Розглянувши суму
n∑

j=0

anjPn((x, y)
•cj) i скомбiнувавши рiвностi (14)

i (13), отримаємо наступну теорему.

Теорема 5. Нехай P (x, y) =
n∑

i,j=0

G(i, j) – розклад блочно-симетрично-

го полiнома P (x, y) на цiлком однорiднi доданки. Тодi для будь-якого
набору попарно рiзних натуральних чисел −→c = (c0, . . . , cn) i попарно
рiзних чисел −→

t = (t0, . . . , tn) iснують невиродженi матрицi A(n,−→c )=
(ank) i B(n,

−→
t ) = (bnl), якi залежать вiдповiдно вiд −→c = (c0, . . . , cn) i

−→
t = (t0, . . . , tn) такi, що:

G(i, j) =
n∑

k,l=0

ajkbilP (tl(x, y)
•ck).

[1] Немировский А.С., Семенов С.М. О полиномиальной апроксима-
ции функций на гильбертовом пространстве // Мат. сборник. —
1973. — 92, № 2. — С. 257–281.

[2] Gonzalez M., Gonzalo R., Jaramillo J. Symmetric polynomials on
rearrangement invariant function spaces // J. London Math. Soc. —
1999. — 59. — P. 681—697.

[3] Alencar R., Aron R., Galindo P., Zagorodnyuk A. Algebra of symmet-
ric holomorphic functions on `p // Bull. London Math. Soc. — 2003.
— 35. — P. 55–64.

[4] Чернега I.В. Симетричнi полiноми на банахових просторах //
Карпатськi мат. публ. — 2009. — 1, №2. — С. 105–125.



Алгебри блочно-симетричних полiномiв 121

[5] Дьедонне Ж., Керрол Дж., Мамфорд Д. Геометрическая теория
инвариантов. — М: Мир, 1974. — 278 c.

[6] Вейль Г. Классические группы: их инварианты и представления.
— М: Мир, 1973. — 404 c.

[7] Загороднюк А.В., Кравцiв В.В. Симетричнi полiними на добутках
банахових просторiв // Карпатськi мат. публ. — 2010. — 2, №1. —
С. 59–71.

ALGEBRA OF BLOCK-SYMMETRIC POLYNOMIALS:

GENERATING ELEMENTS AND TRANSLATION

OPERATOR

Viktoria KRAVTSIV

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University,

57 Shevchenka Str., Ivano-Frankivsk 76018, Ukraine

e-mail: maksymivvika@gmail.com

The paper contains a description of sets of generators of algebra of

block-symmetric polynomials Pvs(X s
∞) and a description of the spectrum of

Pvs(X 2
m). A translation operator is introduced and an analogue of Martin’s

formula on the Pvs(X 2
∞) is proved.




