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Застосовано методику iтеративного агрегування до нелiнiйних рiвнянь
у банахових просторах. Встановлено достатнi умови збiжностi запро-
понованих алгоритмiв.

Вступ

Численнi застосування iтерацiйних алгоритмiв як важливого, а деколи
i неминучого iнструменту нелiнiйного аналiзу сприяють iнiцiюванню
вивчення прикладних можливостей вiдомих та побудовi i дослiджен-
ню нових iтерацiйних методiв. Зокрема, це зумовлено потребою їх при-
стосування до реалiзацiї в багатопроцесорному режимi з розпарале-
ленням обчислювальних схем. Структура цих алгоритмiв здебiльшого
має за основу принципи декомпозицiї, одним з основних засобiв якої є
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використання агрегацiйного пiдходу. Наприклад, для систем лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь вiн означає об’єднання окремих груп невiдомих
в агрегати тим чи iншим способом. Це дозволяє вихiдну задачу замiни-
ти iншою, що має меншу розмiрнiсть (див., напр., [1]). До використан-
ня такої iдеї пристосованi, зокрема, методи iтеративного агрегування
(див., напр., [2, стор. 155-158], а також [3]), проекцiйнi [4] та проекцiйно-
iтеративнi методи [5]. У цiй замiтцi дослiджено один з варiантiв агре-
гацiйно-iтеративних алгоритмiв для рiвняння

x = Ax+ Fx, (1)

у якому лiнiйний неперервний оператор A та, взагалi кажучи, нелiнiй-
ний неперервний оператор F дiють з E в E, де E — банахiв простiр.
Методику дослiдження методiв iтеративного агрегування для лiнiйно-
го рiвняння x = Ax + b використану в [6, 7], поширено на рiвняння
виду (1).

1 Побудова алгоритму

Задамо оператори S : E → E ′, Λ : E → E ′, де E ′ — банахiв простiр,
який, взагалi кажучи, не тотожний з E. Будемо вважати, що справ-
джується рiвнiсть

S(A+ Ã) = ΛS, (2)

яку можна прийняти за означення оператора Ã. Разом з рiвнянням (1)
будемо розглядати допомiжне рiвняння

y = Λy + SÃx− SFx. (3)

Множину ε0 означимо наступним чином

ε0 = {(x, y)| Sx+ y = Θ′, x ∈ E, y ∈ E ′}, (4)

де Θ′ — нульовий елемент в E ′. Позначимо через I ′ тотожний оператор
в E ′.

Лема 1. Якщо iснує оператор (I ′ −Λ)−1, обернений до I ′ −Λ, то для
розв’язку (x∗, y∗) системи (1), (3) матимемо, що (x∗, y∗) ∈ ε0.
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Доведення. З (1)–(3) отримаємо

Sx+ y = SAx+SFx+Λy+SÃx−SFx = S(A+ Ã)x+Λy = Λ(Sx+ y).

Отже, (I ′ −Λ)(Sx+ y) = Θ′ або Sx+ y = (I ′ −Λ)−1Θ′ = Θ′ при x = x∗,

y = y∗. Лему доведено.

Побудуємо iтерацiйний процес

x(n+1) = Ax(n) + Fx(n) + a(n)(y(n) − y(n+1)), (5)

y(n+1) = Λy(n+1) + SÃx(n) − SFx(n) + α
(n)
0 (y(n) − y(n+1)), (6)

вважаючи заданими оператори a(n) : E ′ → E та α
(n)
0 : E ′ → E, для

яких справджуються рiвностi

Sa(n) + α
(n)
0 = Λ (n = 1, 2, . . .),

якi при заданих a(n) можна прийняти за означення операторiв α(n)
0 .

Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1 та заданi елементи x0 ∈
E, y0 ∈ E ′ такi, що (x0, y0) ∈ ε0. Тодi для iтерацiйного процесу (5),
(6) матимемо, що (x(n), y(n)) ∈ ε0.

Доведення. Припускаючи, що рiвнiсть (4) справджується при x =

x(n), y = y(n) (n > 0), отримуємо

Sx(n+1)−y(n+1) = SAx(n)+SFx(n)+Sa(n)(y(n)−y(n+1))+Λy(n+1)+SÃx(n)−

−SFx(n) + α
(n)
0 (y(n) − y(n+1)) = S(A+ Ã)x(n) + (Sa(n) + α

(n)
0 )y(n)+

+(Λ− Sa(n) − α
(n)
0 )y(n+1) = Λ(Sx(n) + y(n)) = ΛΘ′ = Θ′.

Цим i завершується доведення леми.

Якщо заданi лiнiйнi оператори ψ(n), ψ
(n)
0 такi, що ψ(n) : E ′ → E,

ψ
(n)
0 : E ′ → E, (n = 0, 1, . . .), то з лем 1 та 2, як безпосереднi їх наслiдки,

отримуємо рiвностi

ψ(n)S(x(n) − x∗) + ψ(n)(y(n) − y∗) = Θ, (7)

ψ
(n)
0 S(x(n) − x∗) + ψ

(n)
0 (y(n) − y∗) = Θ′, (8)

якi використаємо для дослiдження збiжностi процесу (5), (6).
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2 Збiжнiсть iтерацiй

З рiвностей (3), (6) i припущення про iснування оператора (I ′ − Λ +

α
(n)
0 )−1, оберненого до (I ′ − Λ + α

(n)
0 ), при n = 0, 1, . . . матимемо

y(n+1) − y∗ = (I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(SÃ− SQn)(x

(n) − x∗)+

+(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(α

(n)
0 − ψ

(n)
0 )(y(n) − y∗),

(9)

де оператор Qn означений (див. [8, стор. 82]) за допомогою формули

Qnω =
1∫
0

F ′(x(n) + τ(x∗ − x(n)))ωdτ.

Тут F ′(z) є похiдною Фреше вiд оператора F в точцi z. Поєднуючи
(8) i (9), маємо

y(n+1) − y∗ = (I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(SÃ− SQn − ψ

(n)
0 S)(x(n) − x∗)+

+(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(α

(n)
0 − ψ

(n)
0 )(y(n) − y∗).

(10)

З (1) i (5) випливає

x(n+1)−x∗ = A(x(n)−x∗)+Fx(n)−Fx∗+a(n)(y(n)−y∗)−a(n)(y(n+1)−y∗).

Враховуючи (10), знайдемо

x(n+1) − x∗ = (A− a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1SÃ)(x(n) − x∗)+

+a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1S(Fx(n) − Fx∗) + Fx(n) − Fx∗+

+a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1α

(n)
0 (y(n) − y∗).

Звiдси одержуємо

x(n+1) − x∗ = (A+Qn − a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(SÃ− SQn))(x

(n) − x∗)+

+(a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(I ′ − Λ))(y(n) − y∗).

На пiдставi (7) матимемо

x(n+1) − x∗ = (A+Qn − a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(SÃ− SQn − ψ(n)S))×

×(x(n) − x∗) + (a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(I ′ − Λ)− ψ(n))(y(n) − y∗).

(11)
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Позначимо

H(n) =

(
H

(n)
11 H

(n)
12

H
(n)
21 H

(n)
22

)
, z(n) − z∗ =

(
x(n) − x∗

y(n) − y∗

)
,

де

H
(n)
11 = A+Qn − a(n)(I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(SÃ− SQn)− ψ(n)S,

H
(n)
12 = a(n)(I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(I ′ − Λ)− ψ(n),

H
(n)
21 = (I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(SÃ− SQn + ψ

(n)
0 S),

H
(n)
22 = (I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(α

(n)
0 − ψ(n)).

Тодi сукупнiсть рiвностей (10), (11) можна записати як одну

z(n+1) − z∗ = H(n)(z(n) − z∗). (12)

Запровадимо норму ||x, y||0 пар елементiв z =
(
x

y

)
, наприклад, за

формулою
||x, y||20 = ||x||2E + ||y||2E.

Вiдповiдну норму оператора H(n) позначимо через ||H(n)||0.

Теорема 1. Нехай (x(0), y(0)) ∈ ε0 i

||H(n)|| ≤ q < 1 (n = 0, 1, . . .). (13)

Тодi послiдовностi {x(n)} та {y(n)}, утворенi за допомогою алгори-
тму (5), (6) збiгаються до x∗ та y∗вiдповiдно не повiльнiше вiд гео-
метричної прогресiї зi знаменником q i справджується спiввiдношен-
ня
(x∗, y∗) ∈ ε0 та (x(n), y(n)) ∈ ε0 при n = 1, 2, . . . .

Доведення. Попереднiй виклад i отриманi за його допомогою рiвнос-
тi (12) разом з умовою (13) дозволяють застосувати принцип стиску,
що i доводить теорему.

Вибiр ψ(n) за формулою

ψ(n) = a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(I ′ − Λ)
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зводить дослiдження збiжностi iтерацiйного процесу (5), (6) до оцiнки
норми оператора

H
(n)
0 = A+Qn − a(n)(I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1S(I ′ − A+Qn),

бо у цьому випадку замiсть рiвностей (12) будемо мати тотожнi з ними
рiвностi

x(n+1) − x∗ = H
(n)
0 (x(n) − x∗).

Це дає пiдставу сформулювати твердження, яке є частковим випадком
теореми 1.

Теорема 2. Якщо (x(0), y(0)) ∈ ε0 i справджується умова

||H(n)
0 ||E ≤ q0 < 1,

то послiдовнiсть {x(n)}, утворена за допомогою алгоритму (5), (6),
збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (1) не повiльнiше вiд геоме-
тричної прогресiї зi знаменником q0.

3 Приклад

Нехай E ′ є множиною дiйсних чисел, оператор S означений за допо-
могою формули

Sx = (ϕ, x), (14)

де (ϕ, x) — значення лiнiйного функцiоналу ϕ на елементах x банахо-
вого простору E. Вiзьмемо

a(n) = Ax(n)

(ϕ,x(n))
, α

(n)
0 = (A∗ϕ,x(n))

(ϕ,x(n))

де A∗ — спряжений до A оператор. Тодi iтерацiйний процес (5), (6) зво-
диться до однопараметричного методу iтеративного агрегування щодо
лiнiйного доданку у рiвняннi (1). Його можна подати у виглядi

x(n+1) = Ax(n) + Fx(n) + Ax(n)

(ϕ,x(n))
(ϕ, x(n+1) − x(n)), (15)

а також
x(n+1) = (ϕ,x(n+1))

(ϕ,x(n))
Ax(n) + Fx(n).
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Звiдси для (ϕ, x(n+1)) отримуємо

(ϕ, x(n+1)) = (ϕ,Fx(n))(ϕ,x(n))

(ϕ,x(n)−Ax(n))
.

Якщо рiвнiсть (2), при виборi оператора S за формулою (14), зво-
диться до рiвностi

A∗ϕ = Aϕ, (16)

то iтерацiйний процес (15) збiгається зi звичайним методом послiдов-
них наближень

x(n+1) = Ax(n) + Fx(n).

Тут x(0) ∈ ε′0 з множиною ε′0 означеною в наступний спосiб

ε′0 = {x|(ϕ, x) = 0, x ∈ E},

погодженою з формулою (4). Частковим випадком теореми 2 є таке
твердження.

Теорема 3. Нехай справджується рiвнiсть (16) i оператор Kx =

Ax−Gx+ Fx, де Gx = ψ(ϕ, x), ψ ∈ E, задовольняє умову Лiпшиця

||Kx−Ky|| ≤ q1||x− y||

зi сталою q1 < 1. Тодi iтерацiйний процес (15) збiгається до розв’язку
рiвняння (1) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменником
q1.
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It was applied the methodology of iterative aggregation to the non-
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conditions for convergence of these algorithms.




