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Введено комутативнi операцiї парадетермiнантного та параперманен-
тного добуткiв трикутних матриць, для яких парадетермiнант та па-
раперманент є мультиплiкативними функцiями трикутних матриць.

1 Вступ

В [1] введено поняття трикутної матрицi та добутку трикутних ма-
триць. Однак для такого добутку не виконується рiвнiсть

ddet (AB) = ddet (A) · ddet (B). (1)

Метою цiєї статтi є побудова алгоритму множення трикутних матриць,
для якого виконуватиметься комутативний закон та рiвнiсть (1).
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2 Допомiжнi поняття та твердження

Означення 1 ([2]). Множиною Ξ(n) назвемо множину впорядкова-
них n-вибiрок

ξ = (ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n))

iз мультимножини з первинною специфiкацiєю {11, 22, . . . , nn}, еле-
менти яких задовольняють умови:

1) натуральне число ξ(j) задовольняє нерiвнiсть

j ≤ ξ(j) ≤ n, j = 1, 2, . . . , n;

2) для кожного j = 1, 2, . . . , n виконуються рiвностi

ξ(j) = ξ(j + 1) = . . . = ξ(ξ(j)).

Твердження 1 ([2]). Мiж елементами множини Ξ(n) i елементами
множини C(n,+) впорядкованих розбиттiв натурального числа n на
натуральнi доданки iснує взаємнооднозначна вiдповiднiсть.

Доведення розiб’ємо на кiлька крокiв.
1. Якщо елемент ξ ∈ Ξ(n) має первинну специфiкацiю

[1α(1), 2α(2), . . . , nα(n)],

то виконується рiвнiсть
n∑

i=1

α(i) = n.

Тому показники α(1), α(2), . . . , α(n) первинної специфiкацiї елемента ξ

утворюють деяке впорядковане розбиття числа n. Це дає вiдображення

ϕ : ξ 7→ (α(1), α(2), . . . , α(n))

iз множини Ξ(n) в множину C(n,+).
2. Iн’єктивнiсть вiдображення ϕ. Нехай

ξ1 = (ξ1(1), ξ1(2), . . . , ξ1(n)), ξ2 = (ξ2(1), ξ2(2), . . . , ξ2(n)) –

два рiзнi елементи множини Ξ(n) з первинними специфiкацiями

[1α1(1), 2α1(2), . . . , nα1(n)], [1α2(1), 2α2(2), . . . , nα2(n)].
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Нехай i — найменший iндекс, для якого виконується нерiвнiсть ξ1(i) 6=
ξ2(i). Можна вважати, що ξ1(i) < ξ2(i). Тодi з умови 2) означення
1 випливає нерiвнiсть α1(ξ2(i)) < α2(ξ2(i)), тобто елементам ξ1 i ξ2
вiдповiдають рiзнi впорядкованi розбиття множини C(n,+).

3. Обернене вiдображення з Ξ(n) в C(n,+) побудуємо згiдно з нас-
тупним алгоритмом. Нехай p = (p(1), p(2), . . . , p(s)) ∈ C(n,+).

п.1. поч
п.2. i := 1; p := p(i); j := 1

п.3. ξ(j) = . . . = ξ(p) = p

п.4. j := p+ 1; i := i+ 1

п.5. якщо i ≤ s, то p := p+ p(i); перейти до п.3.
п.6. кiн
Позаяк 1 ≤ p(i), то пiсля виконання п.4 i п.5 цього алгоритму буде

виконуватися нерiвнiсть j ≤ p, яка разом iз рiвностями п.3. забезпе-
чить виконання обох умов означення 1. 2

Наслiдок 1. |Ξ(n)| = 2n−1.

Нехай ξ ∈ Ξ(n) i r — число рiзних компонент елемента ξ. Число
n− r назвемо декрементом елемента ξ, а число ε(ξ) = (−1)n−r — його
знаком.

Множини Ξ(n) можна будувати за допомогою наступного рекур-
сивного алгоритму.

Твердження 2 ([2]). (i) Ξ(1) = {(1)}.
(ii) Якщо множина Ξ(k) вже побудована, то елементи множи-

ни Ξ(k + 1) можна отримати, будуючи на основi кожного елемента
ξ = (ξ(1), . . . , ξ(k)) множини Ξ(k) два елементи множини Ξ(k + 1).
Перший — дописуванням на (k + 1)-ше мiсце числа́ k + 1, а другий —
замiною всiх компонент, що дорiвнювали k, на k+1 та дописуванням
на (k + 1)-ше мiсце компоненти k + 1.

Доведення. Iз зауваження пiсля означення 1 випливає, що (k + 1)-
ше мiсце в кожнiй впорядкованiй мультимножинi множини Ξ(k + 1)

займатиме число k + 1, тому, дописуючи до елементiв множини Ξ(k)

на (k + 1)-ше мiсце число k + 1, ми отримаємо 2k−1 рiзних елементiв
множини Ξ(k+1). Множину цих елементiв позначимо через Ξ(k; k+1).
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Замiна в кожнiй мультимножинi множини Ξ(k) числа́ k на число
k + 1 разом з дописуванням на (k + 1)-ше мiсце числа́ k + 1 також не
порушує умов означення множини Ξ(n), бо всi елементи ξ(i), меншi
за k, задовольняють цi умови, а число k + 1, з’явившись на j–тому
мiсцi, заповнює також всi наступнi мiсця по (k + 1)-ше включно. Ця
процедура дає ще 2k−1 рiзних елементiв множини Ξ(k+1). Позначимо
множину цих елементiв через Ξ(k + 1; k + 1).

Кратнiсть входження числа k + 1 до кожного елемента множини
Ξ(k; k+1) дорiвнює 1, а кратнiсть входження цього ж числа до кожного
елемента множини Ξ(k + 1; k + 1) бiльша за 1. Тому всi елементи цих
двох множин рiзнi i належать Ξ(k + 1)-множинi.

Позаяк Ξ(k; k+1)∪Ξ(k+1; k+1) ⊆ Ξ(k+1) i |Ξ(k; k+1)∪Ξ(k+1; k+

1)| = 2k, то з наслiдку 1 випливає рiвнiсть Ξ(k; k+1)∪Ξ(k+1; k+1) =

Ξ(k + 1).

Означення 2. Елементи ξ1, ξ2 ∈ Ξ(n) назвемо дружнiми, якщо їх
бази задовольняють нерiвнiсть

[ξ1] ∩ [ξ2] 6= {n},

у протилежному випадку цi елементи називатимемо недружнiми.

Твердження 3 ([2]). Iснує рiвно 3n−1 впорядкованих пар недружнiх
елементiв множини Ξ(n), тобто∑

α∈Ξ(n)

|Ξα(n)| = |{(α, β) ∈ Ξ(n)× Ξ(n) : [α] ∩ [β] = {n}}| = 3n−1.

Доведення. Позначимо xn =
∑

α∈Ξ(n) |Ξα(n)|. Використовуючи по-
значення iз доведення твердження 2, можемо записати:

Ξ(n)× Ξ(n) = (Ξ(n− 1, n)× Ξ(n− 1, n)) ∪ (Ξ(n− 1, n)× Ξ(n, n))∪
∪(Ξ(n, n)× Ξ(n− 1, n)) ∪ (Ξ(n, n)× Ξ(n, n)).

Порахуємо число пар недружнiх елементiв у кожнiй з 4 компонент
правої частини

1) На (n − 1)-му мiсцi в кожному елементi множини Ξ(n − 1, n)

стоїть число (n − 1). Тому довiльна пара елементiв цiєї множини є
недружньою.
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2) Для кожного елемента α ∈ Ξ(n) iснує єдиний елемент α′ ∈ Ξ(n−
1), на основi якого α будується за допомогою алгоритму з твердження
2.

Нехай α ∈ Ξ(n − 1, n) i β ∈ Ξ(n, n). Якщо елементи множини
Ξ(n), що є впорядкованими наборами натуральних чисел, розглядати
як деякi мультимножини, то можна розглядати їх перетин. Тодi якщо
α′∩β′ = {(n−1)p}, 1 ≤ p, то α∩β = {n}, тобто елементи α i β недружнi.
Якщо ж α′ ∩ β′ = {. . . , α(i), . . . , (n− 1)p}, то α ∩ β = {. . . , α(i), . . . , n},
i елементи α i β дружнi. Таким чином, кiлькiсть пар недружнiх еле-
ментiв, якi належать множинi Ξ(n− 1, n)× Ξ(n, n), дорiвнює∑

α∈Ξ(n−1)

|Ξα(n− 1)| = xn−1.

3) Випадок (α, β) ∈ Ξ(n, n)×Ξ(n− 1, n) аналогiчний попередньому.
4) Четвертий випадок також аналогiчний до другого випадку. Пара

елементiв α i β iз декартового добутку Ξ(n, n)×Ξ(n, n) недружна лише
тодi, коли α′∩β′ = {(n−1)p}, 1 ≤ p, тобто четвертий випадок дає знову
xn−1 недружнiх елементiв.

Таким чином, маємо рекурентне спiввiдношення xn = 3xn−1 i почат-
кову умову x1 = 1, з яких i випливає справедливiсть твердження.

3 Парадетермiнантний добуток трикутних матриць

Означення 3. Неповним добутком двох парадетермiнантiв ddet (A)
i ddet (B) трикутних матриць A i B n–го порядку назвемо вираз,
який задається рiвнiстю

ddet (A) ◦ ddet (B) =

=
∑

(ξi,ξj)∈Ξ(n)×Ξ(n)

(−1)ε(ξi)+ε(ξj)k(ξi, ξj)aξi(1),1 · . . . ·aξi(n),n ·bξj(1),1 · . . . ·bξj(n),n,

де

k(ξi, ξj) =

{
1, [ξi] ∩ [ξj] = {n},
0, [ξi] ∩ [ξj] 6= {n},

(2)

а ε(ξi), ε(ξj) — знаки елементiв ξi, ξj ∈ Ξ(n).
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Рiвнiсть (2) парi (ξ1, ξj) недружнiх елементiв ξi i ξj ставить у вiдпо-
вiднiсть число k(ξi, ξj) = 1, а парi дружнiх елементiв — число k(ξi, ξj) =

0.

Аналогiчно можна дати означення неповного добутку двох пара-
перманентiв трикутних матриць

Означення 4. Неповним добутком двох параперманентiв pper(A)
i pper(B) трикутних матриць A i B n–го порядку назвемо вираз
pper(A) ◦ pper(B), який задається рiвнiстю

pper(A) ◦ pper(B) =

=
∑

(ξi,ξj)∈Ξ(n)×Ξ(n) k(ξi, ξj)aξi(1),1 · . . . · aξi(n),n · bξj(1),1 · . . . · bξj(n),n.

Уточнимо рiвнiсть (2). Занумеруємо всi елементи Ξ(n)-множини у
порядку їх генерування при допомозi рекурсивного алгоритму, який
базується на твердженнi 2. При цьому отримаємо послiдовнiсть

ξ1, ξ2, . . . , ξ2n−1 ,

кожен член якої є деякою мультимножиною iз базою {1, 2, . . . , n}.
Якщо всi значення функцiї, заданої рiвнiстю (2), помiстити в табли-
цю, причому одиницю замiнити замальованим кружечком, а нуль —
порожньою клiтинкою, то з’явиться фрактальна фiгура1 n-го поколi-
ння.

При n = 5 отримаємо фрагмент фрактальної фiгури п’ятого поко-
лiння, який зображений у наступнiй таблицi:

1 Фрактал — це нескiнченно самоподiбна геометрична фiгура, кожен фрагмент якої
повторюється при зменшеннi масштабу (див. [3]). Це поняття було запропоноване
Бенуа Мандельбротом у 1975 роцi. Народження фрактальної геометрiї пов’язують
iз виходом у свiт його монографiї “The Fractal Geometry of Nature”, 1977.
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ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5 ξ6 ξ7 ξ8 ξ9 ξ10 ξ11 ξ12 ξ13 ξ14 ξ15 ξ16
ξ1 •

ξ2 • •

ξ3 • •

ξ4 • • • •

ξ5 • • • • •

ξ6 • • • •

ξ7 • • • •

ξ8 • • • • • • • •

ξ9 • •

ξ10 • • • •

ξ11 • • • •

ξ12 • • • • • • • •

ξ13 • • • •

ξ14 • • • • • • • •

ξ15 • • • • • • • •

ξ16 • • • • • • • • • • • • • • • •

Для побудови алгоритму знаходження значення неповного добутку
парадетермiнантiв та неповного добутку параперманентiв, важливою
задачею є задача описання пар (i, j) iндексiв аргументiв функцiї

k(ξi, ξj), 1 6 i 6 2n−1, 2n−1 − i+ 1 6 j 6 2n−1,

яким у фрактальному трикутнику n-го поколiння вiдповiдає 1.

Можна встановити залежнiсть мiж фрагментами фрактальних фi-
гур та числовими трикутниками нулiв та одиниць, при цьому отри-
маємо бiнарний трикутник Паскаля2. Бiнарний трикутник Паскаля
можна отримати, замiнюючи у класичному трикутнику Паскаля не-
парнi числа одиницею, а парнi — нулем, тобто вiдповiдними числами
класичного трикутника Паскаля за модулем 2. Таким чином, отри-
муємо аналогiчний рекурсивний алгоритм побудови бiнарного трикут-
ника Паскаля, замiнюючи у виразi

cij = ci−1,j−1 + ci−1,j

операцiю суми логiчною операцiєю ⊕ “виключного або”. Тепер легко
встановити справедливiсть рiвностi

k(ξi, ξj) =

(
i− 1

i+ j − (2n−1 + 1)

)
mod 2,

2 Значно загальнiший трикутник було отримано французьким математиком Люка
(див. [4], стор. 222–226.)
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де iндекси i, j задовольняють нерiвностi

1 6 i 6 2n−1, 2n−1 − i+ 1 6 j 6 2n−1.

Приклад 1. Знайдемо неповний добуток двох парадетермiнантiв A =

〈aij〉16j6i63 i B = 〈bij〉16j6i63

ddet (A) ◦ ddet (B) =

= a33b33(a11a22b31b32 + a21a22b11b32 − a21a22b31b32 + a11a32b21b22−

−a11a32b31b32 + a31a32b11b22 − a31a32b21b22 − a31a32b11b32 + a31a32b31b32).

Для обчислення неповного добутку двох парадетермiнантiв (пара-
перманентiв) трикутних матриць зручно користуватися наступною та-
блицею.

Приклад 2. Знайдемо неповний добуток двох парадетермiнантiв

ddet (A) = �
�
��

B
B
BB

2

1 −3

−2 −1 1

3 1 4 −1

B
B
BB

�
�
��

, ddet (B) = �
�
��

B
B
BB

1

3 2

2 1 1

4 5 2 1

B
B
BB

�
�
��

.

Будуємо таблицю

ddet (B) 1234 2234 1334 3334 1244 2244 1444 4444
ddet (A) 2 -6 -1 2 -4 12 10 -40
1234 6 -240
2234 -3 -30 120
1334 -2 -24 80
3334 -2 8 -24 -20 80
1244 -24 -48 960
2244 12 -12 24 120 -480
1444 -8 48 -16 -96 320
4444 12 24 -72 -12 24 -48 144 120 -480

В цiй таблицi перший рядок i перший стовпчик заповненi елементами
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Ξ(4)-множини, другий рядок i другий стовпчик — вiдповiдними зна-
ченнями доданкiв парадетермiнантiв ddet (B) i ddet (A). Решта комiрок
таблицi заповненi значеннями добуткiв доданкiв, що вiдповiдають не-
дружнiм парам елементiв Ξ(n)–множини. Шукане значення неповного
добутку парадетермiнантiв дорiвнює сумi всiх чисел, якi лежать ниж-
че i правiше подвiйних лiнiй таблицi. Отже, ddet (A) ◦ ddet (B) = 470.

Зауваження 1. Iз симетрiї квадратної таблицi вiдносно її дiагоналi
випливає справедливiсть рiвностей

ddet (A) ◦ ddet (B) = ddet (B) ◦ ddet (A),

pper(A) ◦ pper(B) = pper(B) ◦ pper(A).

Нехай Rij(A) i Rij(B) — роги матриць A i B. Позначимо через dij i
pij вiдповiдно неповний добуток парадетермiнантiв i параперманентiв
цих рогiв, тобто

dij = ddet (Rij(A)) ◦ ddet (Rij(B)) = ddet (Rij(B)) ◦ ddet (Rij(A)),

pij = pper(Rij(A)) ◦ pper(Rij(B)) = pper(Rij(B)) ◦ pper(Rij(A)),

причому вважатимемо, що

di,i+1 = pi,i+1 = 1.

Означення 5. Парадетермiнантним добутком двох трикутних ма-
триць A i B n-го порядку назвемо трикутну матрицю C = A

d◦ B

того ж порядку, елементи cij якої задаються рiвнiстю

cij = (−1)δij+1 dij
di,j+1

,

тут δij — символ Кронекера, 1 6 j 6 i 6 n.

Аналогiчно вводиться параперманентний добуток двох трикутних
матриць.

Означення 6. Параперманентним добутком двох трикутних ма-
триць A i B n-го порядку назвемо трикутну матрицю C = A

p
◦ B

того ж порядку, елементи cij якої задаються рiвнiстю

cij =
pij

pi,j+1

.
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Очевидними є наступнi рiвностi:

A
d◦B = B

d◦ A,

(A
d◦B)

d◦ C = A
d◦ (B d◦ C),

A
d◦ (B + C) = A

d◦B + A
d◦ C.

Аналогiчнi рiвностi виконуються i для параперманентного добутку
трикутних матриць.

Теорема 1. Для трикутних матриць A i B одного i того ж порядку
виконуються рiвностi:

ddet (A
d◦B) = ddet (A) · ddet (B),

pper(A
p
◦B) = pper(A) · pper(B).

Доведення. 1) Перш за все зазначимо, що факторiальний добуток
елемента

cij = (−1)δij+1 dij
di,j+1

дорiвнює (−1)i−jdij i що у парадетермiнантi

ddet (A
d◦B) = ddet

(
(−1)δij+1 dij

di,j+1

)
модулi всiх доданкiв

di(1),1di(2),i(1)+1 · . . . · di(r),i(r−1)+1dn,i(r)+1 (3)

рiзнi. Пiдставимо в цi доданки замiсть неповних парадетермiнантних
добуткiв їх значення i отримаємо суму рiзних добуткiв певних доданкiв
парадетермiнанта матрицi A на певнi доданки парадетермiнанта ма-
трицi B.

2) Доведемо, що парадетермiнант ddet (A
d◦B) складається iз 22(n−1)

доданкiв. Кожному впорядкованому розбиттю натурального числа n

на r компонент вiдповiдає доданок (3). Неповний парадетермiнантний
добуток dij складається iз 3i−j доданкiв (див. твердження 3). Отже,
кожен доданок виду (3), в свою чергу, складається iз 3n−r доданкiв.
Але iснує рiвно (

n− 1

r − 1

)
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r–розбиттiв натурального числа n. Тому всiм r–розбиттям числа n вiд-
повiдає

3n−r

(
n− 1

r − 1

)
доданкiв. Таким чином, всiм впорядкованим розбиттям натурального
числа n вiдповiдає

n∑
r=1

3n−r

(
n− 1

r − 1

)
= (3 + 1)n−1 = 22(n−1)

доданкiв. Рiвно стiльки рiзних доданкiв ми отримаємо в результатi
добутку парадетермiнантiв ddet (A) i ddet (B).

3) Те, що знак кожного доданку у лiвiй частинi рiвностi (3) збiгаєть-
ся зi знаком цього доданку в правiй частинi цiєї рiвностi, випливає iз
зв’язку параперманента iз парадетермiнантом (див. [1], рiвн. 2.4.42 на
стор. 116).

Друга рiвнiсть цiєї теореми доводиться аналогiчно.

Твердження 4. Для довiльної трикутної матрицi A справедливi рiв-
ностi

A
d◦ E = E

d◦ A = A,

A
p
◦ E = E

p
◦ A = A,

тут E — одинична трикутна матриця того ж порядку, що i три-
кутна матриця A.

Доведення. Перша рiвнiсть цього твердження випливає з очевидних
рiвностей

ddet (Rij(A))i−j+1 ◦ ddet (E)i−j+1 = {aij}

i того факту, що факторiальний добуток елемента

cij = (−1)δij+1 dij
di,j+1

дорiвнює
dij = ddet (Rij(A))i−j+1 ◦ ddet (E)i−j+1 .

Друга рiвнiсть доводиться аналогiчно.
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We introduce two operations (paradeterminant product and paraper-

manent product) of triangle matrices for which paradeterminant and para-

permanent are multiplicative functions of triangle matrices.




